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SISTEMAS MIXTOS DE ALMA LEENA Y ALMA CALADA
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FDespiece de |a estructura en sus chapas componentes.
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E-Trazado de digaramas de caracteristicas.

4-Determinacion de esfuerzos internos en kas barras constitutivas de las chapas 52 v S4.

Dichas chapas se comportan como sistemas reticulados, consecuentemente aplicando el método
de los nudos surgen los siguientes esfuerzos intermos en bamas.
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Trabajo Virtual: Es el Trabajo de fuerzas y pares aplicadas sobre el cuerpo sobre desplazamientos y giros
gue no son producidas por dichas cargas (De alli se define Desplazamiento Virtual)
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Principio de los Trabajos Virtuales o de los Desplazamientos Virtuales:
Si un cuerpo esta en equilibrio,
el trabajo virtual efectuadas por las fuerzas y los pares externos es cero en un
campo de desplazamiento virtual y viceversa

Cuerpo en Equilibrio
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Figure 11.4 Figure 11.5

A virtual displacement 6x. A virtual displacement 8y.

U = A, + (—N)8, = (A, — N)é,. 8U = Apy + (—W)8y = (A, — W)dy.
k4 y

8U = (Nsin a)(Lda) + (—W cos a)(]z—l.ﬁaf) — Mda _ (

]
NLsina — W;L cos @ — M)Sa.




APLICACIONES A ESTRUCTURAS
Para determinar reacciones desconocidas en sus apoyos, o fuerzas internas en sus elementos, se quitan grados de libertad en

la estructuras en equilibrio en correspondencia con la incognita y se somete a la estructura a un campo de desplazamientos

virtuales y se calcula el Trabajo Virtual Total
PROCEDIMIENTO: Aplicar un desplazamiento virtual (Ficticio) que de origen a la realizacion de un trabajo virtual por

parte de las cargas conocidas y de las fuerzas o pares desconocidos en un campo de desplazamiento virtual, con el objeto
de obtener ecuaciones que nos permita calcular la fuerza o el par desconocido

Determinar la carga axial BD || Abrir la Estructura en la incognita || Aplicar un desplazamiento virtual
| .
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oU = (Tgpcos 0)(1.4m) da + (4kN)(1.4m) da = 0.




Problema 1: Use el TTV para determinar la reaccion horizontal en la reacciéon horizontal en C

Estrategia: Aunque la estructura esta fijada en Ay C, puede estar sujeta a

un movimiento virtual ficticio. Se quita el vinculo de la incognita y se elige un
desplazamiento virtual para que haga trabajo en Cy en las fuerzas externas.
Siendo que el TV es cero se obtiene la Fuerza

Buscar la Relacion entre dx y da

Diagrama de Cuerpo Libre

{x
2P = 4sin
da
dx = —4sin a da. | donegativo

Desplazamiento V soloen C

ol = (400 sin 40° N)(1 m)oa +
(500 N-m)da + C,dx = 0.

ol = !{_4{}(] sin 40° N)(1 m) + (500 N-m)
+ (4sin 40° m)C, [da = 0.

Solving yields C, = —294 N.




Problema 2: Una plataforma extensible sube y baja por medio de un cilindro hidraulico BC. El peso total de la Plataformay
las Personas es W, no hay peso de las vigas. Que fuerza axial ejerce el cilindro hidraulico para mantener en equilibrio en
la posicion mostrada

Diagrama de Cuerpo libre Desplazamiento V
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ALTERNATIVA

x=b

X=Lcos P
y=Lsen®

Sen ® =h/L dd=negativo
Cos @ =b/L

Ox=-Lsen ® 8D =>—L.h/L.0OD
dy=Lcos® oD => 3.L.b/L.6D

SW = W.8y + F.ox =0
OW = +W.3.b. 3P — F.h. 6@

F=3.b/h.W




Problema 3: La barra de peso W se apoya sin rozamiento en la pared y en el piso. Determine la fuerza P necesaria
para mantener el equilibrio.
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x, = L cos(8) §x, =—Lsinl&S5O
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Problema 4: El disco de peso W esta sujeto a una fuerza vertical P y a un par M. Determine la rotacion del disco si
al final de la soga hay un resorte de constante k.
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P=38D 50.a m
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Problema 5: La Plataforma soporta un peso W. Determine la Fuerza horizontal P que se debe aplicar para mantener en
equilibrio la estructura para un angulo 0.

W
Sy 1 x = lcos(6) ¢ = —Isin(6)5 8
A
Q‘\ @\ | y =2 Isin{6) G =2lcos(B)58E Se escribe la ec de trabajoy luego
I\"x \‘--\ segun si las fuerzas y los
SH} _:y;tﬁ*;'ﬁ, p desplazamientos tienen la misma
50 / / o Direccion, trabajo positivo y
v\ .f y oU= Woy4Pox=0 En caso contrario negativo
- ol
-2 Icos(6)56) + Pl Isin(6)5 6) =0
l —2 Weos(6) + Psml(8) =0
SR \
N k P =2 Weot(6)
N\ \\\k E




Problema 6: Cada barra tiene masa m, el resorte esta destesado cuando 6=0.
Determine el angulo para el cual haya equilibrio. Pregunta: Cuanto vale k, si 6 =60

f yi={=|sin(6) Sy;= | o |ms{5]5 6  yy=Lsinl6 8y = Leos(6)6
i *._“ 3?-
)7 S | sU=2mgsy 5 Yo — kY202 + M3 8= 0
4 )’ E oU=2mgoyr+mygo y» —Kyz0ys +1 =
i ] B I ey _I
SU = |:mjgi|:2{ . ‘ms{ﬁi] + cos( B) HJJ kLsin( 8)L cos(8) + M:ic‘.fﬁ?: 0
I hs
[ There are 2 solutions found by starting with different guesses
! ¥ C Guess & = 10 deg Given
my =%ke my gL 2 cos{ﬂ)—kizmiﬂ}cusﬂﬂ}+_ﬁ.{= 0 6 = Find(6) 6=274deg
k = 2500 X
= Guess & = 60deg Given
L = 300 mm 2 \ ~
mj g L 2cos(6) — kL" sin( ) cos(8) + M= 0 6 = Fmd(6) &= 727deg
M = 50 Nm
g=1981—
2




Problema 7: La biela-manivela esta sujeta a un torque M, determine F cuando esta en equilibrio con ® =®0

M = 50 Nm

By = 60 deg

a = 100 mm

b = 400 mm

bl =a3 +_1'2_ 2ax COS{Q) “E
p\:

0=2xdx-2acos(Bdx+2axsinl6) 58

Jx:[- axsin(6)

o6
. x—acos(8) ]

U= Fox+M&5 0= -F[LMLI+M§3=O
x—acos(8)




Problema 8: Si la fuerza P esta ejercida perpendicular a |la barra de la prensa, determinar la fuerza

De compresion

x=ao6
y = 2 beos(6)
& = ~2bsin(6)

&;= P(55+ F(j‘=0

Pad8 - F2bsinlB)50 = 0

F2bsinl8) = Pa
F=oP{——)
~ 2" lbsin(e))

F = 1801b




Problema 10: Una fuerza P es aplicada en la barra. Determine la Fuerza F

Del piston para mantener el equilibrio

& =2100

x=2 I cosld)

&= -2 [ sinl 8) 58

N =4+P&+Fix =10

+P 21568 +=F2Isinl )56 = 0

F = Pescl8)
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Problema 11: La longitud destesada es cuando y =lo,
Averigue la fuerza Horizontal P para mantener en equilibrio
la estructura cuando se produce un angulo 6. k= dato

x = lcos(6) &c = —Isinl 8) 58

y =2 Isinl 8) & =2 lcosl8) 68

fU=0;, 2P&+L3F;=0
2 Plsin(8) 88— 3 F; 2lcos(8)58 =0

Psinl 8) = 3 F.cosld)

Smce F; = kf? Isml 8) — f,._-}] .then

P =3 keot{8)(2 1sin(8) - Ip)



Problema 12: Cuando 0 = 00, el bloque Wb comprime las dos resortes
Con un desplazamiento 0. Si las bielas AB y CD pesan cada una WL,
determine la magnitud de M a aplicar para mantener el equilibrio.

b .
yi = —cos( 8
2

Sy = _?b sinl 8) 58

y3 = — + beos( 8)

b | oy

&> = —bsin( )58

o
Fgo= Yk

6p = 20 deg a=1#H

Wy =50b b=4ft

OoU = 2Wrovy -+ Wpdvo + 2k6 dv3 — 2Mo6 =0

b“\
& = |:2WL{E J sinl 8) + W bsinl 8) + 2kébsml ) — zm*}s*& =0

[ Wy + W)
o | Mkl o Mz,]sm{ 6) M=5201b-f
A J
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Q(L/2) = - (-15/32 q.L + q.L/2.16/16) = -q.L/32

M(L) = - (-15/32 q.L.L + q.L.L/2.16/16) = -q.L.L/32

M(L/2) = - (-15/32 q.L.L/2 + q.L/2.L/4.8/8) = 7q.L.L/64



DETERMINACION DE ESFUERZOS CARACTERISTICOS.

APLICACION DEL PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES A LA

Determinacion de MA

S—— {.}k .
o e

Ma/(L/2) Ma/(L/2)
L/2 — (4—
A continuacion se indica el mecanismo de un agrado de libertad al que se le aplica el desplazamiento
\V wirtual (DV):
1 St i 32 Oz
M K S
[i—t ] L X

Primero se plantea el sistema equilibrado (SE) dejando en evidencia la incognita a determinar (MA):

T

Como desplazamiento virtual se adopta el giro 81 de la chapa S1 reapew:m de su punto fijo O1:

'%1 T S

l_—-l 51 _"-.__._. Sz ."'_

517"_""_“_ ) TEE

t 5 'tma--aem 82+ 1

Finalmente, aplicando la ecuacicn del principio de los trabajos virtuales resulta:

Wve=0 — -Ma 81 -MaB82 +¢.L/2.01.L/4 + q.L/2.82.L/4 - q.L/4.82.L/8=0

Operando:

MA (82+61) (q.L%/8).81 + (3.9.L%/32) 82

Completando |a operatonia v teniendo en cuenta que en este caso en médulo se tiene es
posible amibar al valor de MA:

MA.(81+81)=(q.L%/8).61 + (3.q.L%32).01

2 MA=(q.L%8)+(3.q.L232) —




Determinacion de QA.
Primero se plantea el sistema equilibrado (SE) dejando en evidencia la incognita a determinar (QA):

Qa

WG 1T T 4+ 35 1T 1T F T 1Hy

L/2 g L/2 —LI4—

A continuacion se indica el mecanismo de un grado de libertad al que se le aplica el desplazamiento
virtual (DV):

O1 St .. S2 Oz
a AT B
x 1 o
—'_.—] ‘—A‘Zlﬂ'p—b ‘_.
Como desplazamiento virtual se adopta el giro 81 de la chapa $1 respecto de su punto fijo O1.
Téngase en cuenta que en este caso la articulacion relativa impropia no permite el giro relativo entre
las chapas (una biela se alargaria y la otra se acortaria contradiciendo el postulado de rigidez de la
estatica).Por este motivo resulta:

Entonces:



DETERMINACION DE ESFUERZOS CARACTERISTICOS.

APLICACION DEL PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES A LA

Determinacion de QA

Primero se plantea el sistema equilibrado (SE) dejando en evidencia la incognita a determinar (QA):

Q{
;O S W9 T S I ——= N
o .
ey o7 AN
L2 L/2 L/i4—
A confinuacion se indica el mecanismo de un grado de liberiad al que se le aplica el desplazamiento
wirtual (DV):
o] 81 . Sz Oz
. oy s
7 5] A 12imp—= |

Como desplazamiento virtual se adopta el giro 81 de la chapa S1 respecto de su punto fijo O1.
Téngase en cuenta que en este caso la articulacion relativa impropia no permite el giro relativo entre

estatica). Por este motivo resulta:

Entonces:

lzs chapas (una biela se alargaria y |a otra se acortaria confradiciendo el postulado de rigidez de la

61-62-6

S TP, T S
_-..'__'_" T = :_'.'ﬂm.;-e.l_ _‘_--

— 1 2imp—e

Finalmente, aplicando la ecuacion del principio de los trabajos viuales vy teniendo en cuenta el
analisis efectuado al determinar el momento flexor resulta:

- 1

Wve=0- -oaan =-0a0.L= (Q.L%8)0 -(q.L¥8)0 + (q.L%32)0

Operando se tiene:

QA =-q.L/32

En este caso la maagnitud correspondiente en la expresion de frabajo virfual para el esfuerzo de corde
es el commiento relative transversal al sje de barra en la seccion donde se pretende determinar dicho

esfuerzo caracteristico (ANA).
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Primero se plantea el sistema equilibrado (SE) dejando en evidencia la incognita a determinar (NA):

q11 11:“1 illH,

4 L/2 L/2 LI —

A continuacion se indica el mecanismo de un grado de libertad al que se le aplica el desplazamiento
virtual (DV):

O1  S1rua  An2imp[Y, S2 02
eAS e i

—a S N\
..

Obsérvese que la articulacion relativa entre chapas coincide con el punto fijo de la chapa S2.Por lo
tanto la chapa $1 con dos puntos fijos (O1 y A12imp) se encuentra fija.

Como desplazamiento virtual se adopta AEA (commimiento relativo longitudinal en la secciéon A) en
sentido contrario al esfuerzo normal:

FlJ A12 {\ \
(%1 S1F1A lmpm S2 02

I\ v | L\ v

Aplicando la ecuacion del principio de los trabajos virtuales resulta:




APLICACION DEL PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES A LA
DETERMINACION DE ESFUERZOS CARACTERISTICOS.

Determinacion de NA
Primero se plantea el sistema equilibrado (SE) dejando en evidencia la incognita a determinar (NA):
. M.
R S T S S S S S S . I
b b ._!_
i L2 L2 Lig—
A conftinuacion se indica el mecanismo de un arado de libertad al que se le aplica el desplazamiento
virtual (DV):
t !
Q1 Sirua Atzmelf) 53 Oz
_Sinw_AmwllT iy
pily 4 sl s

Obsérvese que la articulacion relativa entre chapas coincide con el punto fijo de la chapa 82 .Por lo
tanto la chapa $1 con dos puntos fijos (01 y A12imp) se encuentra fija.

Como desplazamiento virtual se adopta AEA (comimiento relativo longitudinal en la seccién A) en
sentido contrario al esfuerzo normal:

EASEERY i L,

Q1 Srew  Aump[T Y Sz 2

Aplicando la ecuacién del principio de los trabajos viruales resulta:

Wve=0 — [NAAgA-H AgA —




Supongamos conocido el polo O1. Si Al,2 es la articulacidn relativa entre S1 y S2, asumimos que pertenece a S1
la direccidn del Unico desplazamiento posibles para una rotacion inf. de la chapa es la normal 01A1,2

Pero Al,2 también pertenece a la chapa S2 y siendo que ese es el corrimiento posible, el segundo polo
debe pasar por la normal a aAl,2. LOS POLOS DE DOS CHAPAS CONSECUTIVAS ESTAN ALINEADOS.
CONSECUENCIA: SI CONOZCO EL POLO DE DOS CHAPAS, LA DE LA INTERMEDIA SE DEFINE POR LA INTERSECCION DE

POLO —ART DE UNA Y DE OTRA.



Cuatro Chapas S1, S2, S3, S4.
A1l,2 Propia, A3,4 propia ficticia, A2,3 impropia (dos apoyos moviles).
Apoyo moévil en A, Fijo en By dos movilesen Cy D

Fig. 2.34,

B Punto Fijo es el polo de la Chapa S2.

El Polo B con Al,2 es apoyo Movil en Al,2

Apoyo movil A con Apoyo movil Al,2 es Punto Fijo 01.

Chapa S4. Polo 04 en la interseccion de las normales de los apoyos moviles Cy D.

Siendo que los polos de chapas intermedias estan alineados a las lineas Polo Art de las chapas adyacentes y
siendo que:

a) la A2,3 esta en impropio paralelo a sus bielas, unimos 02 con el impropio paralelo a las bielas.

b) Unimos O4 con A3,4.

c) El polo de la S3 debe encontrarse en la interseccion de 02 con A2,3 impropioy 04 con A3,4

NhwWNRE




Diagramas de Desplazamientos de Chapas

_ sl
G fﬂr ‘T 7""||||T|T |
: Fb$%i (lff "ml‘ -

= M
N
- A

Fig. 9.15.

1. Dada la chapa S experimenta una rotacion 0, elegimos

un punto cualquiera A, estimamos aA y proyectamos

Definiendo n ¢.

2. Tomemos un eje cualquiera n-n, y cortemos la

Vertical de O con n-n “punto O’ “

3. Por A, trazamos vertical hasta cortar a n-n, y definir AO.

4. Por AO medimos m en direccion vertical y definimos A'.

5. Llevamos una linea que pase por O’ y A’ hasta los limites
verticales de la chapa, quedan trazados todos los desplazamientos
n vertical.




Fig. 9.37.

Determinacion de polos:

1. AespoloO1deS1.

2. Al,2 es apoyo movil de S2, que

Con apoyo movil B su interseccion es
Apoyo fijo 02 de S2

3. El polo O3 de S3 se debe encontrar

En la interseccidon de O2 con A2,3 impropio
Y con la normal al apoyo C.

Tomemos un eje cualquiera m-m,

cortemos la Vertical de O1 con m-m “punto O1” “
La vertical 02 con m-m punto 02’

Idem con O3’

Giremos 01 en O1’ hasta la articulacion.

Queda definido nA1,2’.

Por Al1,2’ giro 62, hasta los limites de la chapa 2
La A2,3 esta en el impropio por lo tanto no puede
Haber guiebre sino paralelas

9. Por O3’ hacemos pasar la paralela al movimiento
De la chapa S2 que es 62 = 03.

NV A WN R




Cuando una chapa tiene dos apoyos moviles
paralelos, por las articulacion con las demas chapas
Se llevan paralelas a la direccion del impropio.
Impropio de la Al,2 y Apoyo Movil A establecen O1.
Impropio de la A2,3 y apoyo movil D establecen 03
La chapa S2 tiene su polo en el impropio

Movimientos:

1. Determinacion de O1’

2. Derterminacion de O3’

3. Por 1’ se aplica 01,

4. Las articulacione Al1,2’ y A2,3’ no pueden girar entre si,
Porque la chapa S2 se desplaza y no gira.

-— . T

Cuando una de las chapas posee dos condiciones de vinculo
moviles paralelos, el diagrama de corrimiento es una recta
paralela el eje del corrimiento




Fig. 9.390,

Definir la articulacion relativa entre S1y S3

1. Hago pasar una linea que vincula O1 con 03

2. Unalinea que una Al1,2 con A2,3

3. Suinterseccion es Al,3

4. Tambien es la Interseccion de O1’con Al,2’ con
A2,3’con O3’




Fig. 9.43.

P~

Como averiguar donde esta O3

1. Elijo un punto cualquiera sobre BO2.

2. Construyo triangulo A1,2 K A2,3

3. Porun punto cualquiera L, trazo paralelas

4. Queda definido N, que une O2 con la A2,3

5. Siendo que O3 queda en la interseccion de O2 y la normal
A C, queda definido

Para saber donde queda 02’

1. Defino 01’y 03’

2. Por 01’ giro 01, hasta Al,2

3. Siendo que la rotacion relativa de Chapa S1 con S3 es Al,3

4. Llevo el giro 01 hasta Al,3’ punto en comun para la Chapa S1

Y S3.

5. Uno A1l,3 con O3’ (ordenada nula)

6. A2,3'queda definida por la interseccion de O3’A1,3con la vertical A2,3.
7 Finalmente uno A1,2 con A2,3 (ambos pertenecientes a la chapa S2)



APLICACION DEL PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS
VIRTUALES A LA DETERMINACION DE ESFUERZOS
EN BARRAS DE RETICULADOS.

Dado que como se sabe las barras de reticulado presentan exclusivamente esfuerzo normal

constante, la determinacién se puede simplificar como continla. Sea entonces la siguiente
estructura reticulada:

B0 Kn

3.00m

S 00m 200

Si se pretende determinar por aplicacion del principio de los trabajos virtuales el esfuerzo en la
barra BC entonces el sistema equilibrado (SE) es el que se indica a continuacion:

3.00m

“

3.00m . 2.00rm

A continuacion se indica el mecanismo _de un_grado de libertad al que se le aplica el
desplazamiento virtual (DV):

Q2
B

C

; Aégc

A2

Finalmente, aplicando la ecuacion del principio de los trabajos virtuales resulta:

Wve=0 — Ezc.Afsc=E5c.(82.6m)= 60Kn.82.3m —| EBc=30Kn
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Barra se supone traccionada

P1“1+P:TB+P3"'I:+T( duy) = 0

h = E;.%
N = Eh%l
2
P S
‘ '|’ M” M '[['”'I“f En consecuencia
G=a Ll lI“ ih“’ ,*JthHH ._ I =0,
L |C %A . iFu'n: F1%51+P=%1ﬂ.+h%ﬂ,. [9.1

i
i
me = 0,24 = 053

S = = 0[Py + 3P+ 2Pi]

— " -
| Baw | = |84 | | 191[P1+3P:+2F51+T ﬂ1i_:—'l]
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2.00

2.00

2.00

Dada la siguiente estructura, encuentre los esfuerzos normales en las
bielas AD y BD aplicando trabajos virtuales

Up®
2y > R 2§ : A T 1
) /‘\‘ SKN 15KN [/l\//‘\ Ok}
E - I ‘ —
A B
.\
N
- N “ 2"\\‘\
TIV=N*COS(45*)*d+ 15kN*d+ 15kN*d=0
N=-42.43kN
[S1] Fua

Autor: Fernando Parente



Averiguar N

3.00 . 4,00 3.00 .
5kN 5kN
Ar l
8
o™~
A
;h N ——
=
o~
)ﬁ - ]
B st 02=A12
3
o TkN/m [ 1 1kN/m
4kN —é 4kN

TIV=—N*2m*02-1kN/m*6m*1m+5kN*3m*02+4kN*2m*02=0

N=+8.5kN




Dada la siguiente estructura, encuentre los esfuerzos normales en las
bielas AD y BD aplicando trabajos virtuales

2.00

2.00

2.00

2.00 2.00 , 2.00 2.00 2.00
.\,\.._
~ - A
((:? [ -
2 i 8
-:k\ ‘;k\ -:‘_':\‘ '.’.'\‘
)‘—. “ - ~t
. B T - 02 B -
< N
N N M A
20i OkN 20kN . ,
4 g 20kN " ) 2 | 20K ‘ " '
:t-: TIV=N*2m*02+20kN*6m
‘ N= N
L - LA
N
h —i— A
A B

Autor: Fernando Parente



Reaccion vertical apoyo A




Reaccion vertical apoyo B
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