Definicion
A = A

La funcion T : Vi — Wk es una transformacion lineal si y sélo si cumple: M M

L T(x+y)=T(x)+T(y), Yo,y € Vg

ii. T(az)=aT(z), Ya € K,Vz € Vi //O//fg) 0/772/
Ejemplos

Sean Vi v Wk dos espacios vectoriales definidos sobre el mismo cuerpo de escalares K.

16 y y -1- @ -4 3
La funcién 7 : R? - R tal que T (J_l) = I>——"1 no es una transformacion lineal: en efecto:
‘2

. 9 1 @
sean por ejemplo r = (l) = (i) :
(3 (9 (2 1 /4 (1) [(5\ ., .
Tx+y) =T (4) = (12) peroT(z)+T(y)=T (1) +T (3) = (2) + (,,’) = (.-]) es decir,

T(x+y)#T(x)+T(y)

La funcién T : R — R? tal que T'(z) = (;1: 2:1:)T es una transformacion lineal porque

i Tx+y)=(z+y 2a+y) =(z+y 22+2) =(z 22) +(y 20) =
=T($)+T(y)ﬁ Vﬂ?ayEVf{

ii. T(ax) = (az Q(QLE))T =a(r 2:::)T = aT(x), Va € K,Vx € Vg



Sean f y g funciones continuas en un intervalo [a, b, entonces

-

b b b
[ U@ +g@ldz = [ gz + [ glaa

v también:

b b
/ el () = af f(z)dz,a € R

Sean f y g funciones derivables, vy a € K, (K = R o C), entonces

d

dx

d d
—(f+9) = () +1-(9)

v también:

d d
a[ﬂf} = “d—l{f)

Transformaciones lineales especiales

Transformacion identidad

Ly Vg 2 Vg Iy (z)=2, VreVg

]',r.,rﬁ. : WK — WK ~ IWJ( (J:) =z Vxre€ WK

Transformacion nula

Oc : V;\' — WK : O_c(l‘) = UWK Yr € VK

Transformaciones matriciales

Dada la matriz A € K™*" la aplicacion T : K™ — K™ : T'(x) = Ax es una transformacion lineal.

Vo7 7 Apror
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Un ejemplo muy importante: la funcion de coordenadas

Sea W un K-espacio vectorial de dimension finita n y B = {v;...., v, } una base de V. Sabe-
mos que todo vector v € Vg se escribe de manera inica como combinacion lineal de los vectores

de B: v =z111 + ... + Tpv,. ]B A 4
. T =
Propiedades de las transformaciones lineales i

1. Ty, : Vk — W es una transformacion lineal, entonces T' (Oy . ) = Ow, . /C}/ﬁ + W ] 5’
8 73
Demostracion: Podemos escribir Oy, = Oy, + Oy, q/&)’ j —+ [ 0w

Aplicando la transformacion T a ambos miembros: T (0y,_ ) = T (0y, + 0y, ): como T es

lineal resulta:
T(0y,) =T (0y,)+T(0y,)
@ _ 07 %’%

es decir.
T(Ovy) =T (Ovg) =T (Owy) 77
¢,)=770 /f) _
Luego 7 )
Ow, =T (Ov,)
_O. /(7 ) —
También se cumple, en virtud de la linealidad de T'. @

T (aly,) =aT (Oy,) = aw, =0w,, Vae K



Propiedades de las transformaciones lineales

7’/0/77 ) =
2. Sea {vyq,...,v;} un conjunto de vectores de Vg . Entonces
X7 Cx) 772 )

ke
Zazfu%) = Za.;;T (vi),ai € K
( =i W v/éw

74(&)/%70/9 ’-+®2%é) %

3. Sean f : Vg = Wrvg: Vg — Wy dos transformaciones lineales sobre el mismo cuerpo
K. Las funciones f + g : Vg — Wy son transformaciones lineales.

TR R, (L) - () ( e

4. Sea f : ‘V;\ — Wx vae K. Entonces la funcion af : Vi — Wi es una transformacion
lineal.

X
Composicion de transformaciones lineales @f@é@

Definicion: Sean [ : Vg 3.' g — Uy dos transformaciones lineales sobre el mismo
e

cuerpo de escalares K. Entonces se definé la composicion de g con f, v se denota g o f, como

B+ 2
2— Ay

73

(gof): Vg =2 Uk:(go f)(z)=9(f(x)), VreVgk

Propiedad: La composicion de transformaciones lineales es también una transformacion lineal.



A2 —3 Ay

\

A, 7/2 +2 X2
) —

Yo -3Hy

e

,j
— 2



Imagen de una transformacion lineal

Vg | Wk

Definicion: La imagen de una transformacion lineal 1" : Vi — Wy es el subconjunto de Wiy,
denotado Im(7") tal que Im(7") = {w € Wk : w =T(z), z € Vi}. ;

/Wé%/’ 7 de Y - 77@*)—%*} %W



Imagen de un subespacio de Vi

Oz m/ém 74

T

Vk Wk

Definicion: La imagen de un subespacio § C Vg a través de una transformacion lineal
T : Vg — Wk es el subconjunto de Wy, denotado T'(S) tal que

TS)={weWg:w=T(z), z € §}.

Proposicion

Sea T : Vi — Wy una transformacion lineal. Entonces, si S es un subespacio de Vg, se verifica
que 7'(S), laimagen del subespacio § a través de la transformacion 7', es un subespacio de W .




E]emplo Sean T : R* — R? tal que: T [(:n T2 ra)TJ =222 —21 T3-— 2:1:2)T yS={zecR®: x +23=0}.

Los elementos de S son la la forma o = (.1'1 T9 —1'1)T = T (1 0 —I)T+:c2 (O 1 {])T;
aplicando la transformacion lineal T' a ambos miembros:

777 %j/ //)] L= e o
—2’_2 T(S) = gen (1 1", —1)“"}=1Ft2 M

=7 7—/ + 79 7—/ ) M
Preimagen de un subespacio de W

Vi . T//J
g

/

Definicion: La preimagen de un subconjunto de Wy a través de una transformacion lineal
T : Vi — Wy consta de todos los vectores de Vg que se transforman en vectores de U a través
de la transformacién lineal T, y se denota T '(U) (no confundir con inversa, que, de hecho,
podria no existir).



S

La preimagen de un subespacio

Proposicion: Sea T : Vi — Wy una transformacion lineal. Entonces, si U es un subespacio
de Wy, se verifica que T~1(U), la preimagen del subespacio U a través de la transformacién

T', es un subespacio de V.

Demostracion:

11.

1ii.

Oy, € T (U) porque como U es subespacio de Wk, Ow, € U y T(0y, ) = Ow,, por ser
T transformacion lineal.

Yu,v € T~ (U) : queremos probar que u +v € T (U).

Siue T Y U): T(u) =z paraalgin z € U (1)
sive T HU): T(v) =y paraalginy € U  (2) de (1) y (2) resulta: T'(u) +T(v) = = +;
como 7' es lineal entonces -

Tlu+v)=z+y

y como x + y € U ya que U es subespacio de Wy, resulta que u + v es la preimagen de
T+

Va € K,Yu € T~ (U): queremos probar que au € T-1(U).

Siue T YU): T(u) = z para algiin z € U; entonces ol (u) = ax y como T es lineal
T(au) = ax

y como ax € U porque U es subespacio, resulta que au pertenece a T~ 1(U).



¢Como obtener la imagen de una transformacion

lineal? Fotsrrios  ffran

Propiedad: Sea Vi un espacio vectorial de dimension finitd n y B = {vy,...,v,} una base de

Vi . Dada la transformacion lineal T : Vi — Wy,

Im(T) = gen {T'(vy).....,T(v,,)}

Demostracion: y € Im(7T) si y sélo si y =T (x) para algun = € Vi, es decir,

= I
o I

p(1)
Ejemplo: Sean T : Ry[z] — R3 : T'(p) = \Zp(l)) y la base canénica de Ry (|, Ep ;) = {1.t. t2}.

p(0)
1 1

Im(T) = gen {T'(1),T(t), T(t*)} = gen { (2) | ) | ( ) } . gen{ (2) | ( ) }
1 : y
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¢En qué caso una transformacion lineal esta bien
definida?

Teorema fundamental de las transformaciones lineales

Sean Vi v Wy dos espacios vectoriales, siendo Vg de dimension finita n, y B = {vy,...,v,} una
base de Vi v wy, ..., w, vectores cualesquiera de Wg.
/" Entonces existe una inica transformacion lineal T : Vi — Wy tal que T () =wuw;, 1<i<n.

Ejcempl St
—

W
Hallar la expresion analitica de la transformacion lineal 7" : Ra[z] — R® tal que

T (12— t) = (_11); T(t—1)= (3}) T (1) = (:1);
2J 3

%{275 Yo f@m /%fo&%? [X7

/W/ v_,




como dim(Ra[z|) = 3y {2 -t,t-1, l} es linealmente independiente en Ra|z|, este conjunto
constituye una base de Ry[z|. De este modo T esta bien definida. En efecto, expresemos un
elemento cualquiera de Ry[z]| como combinacién lineal de esta base:

aptat+at’ =a(t®—t)+4(t—1)+~v(1)
obtenemos asi los escalares de esta combinacion lineal:

a=ag; B=a+ay y=a+a +a

reemplazando en la expresion de agp+ait +ast® v aplicando a ambos miembros la transformacion
T, resulta:

{ & (G«{] + a1t + agtz) = ayT (t2 — t) +(ay +a2)T (t—1)+ (ag + a; +a2)T (1)

reemplazando las imdgenes de t2 — ¢, t — 1, 1:

T (ap + ayt + &2#2) = ay (_ll) + (ay + as) ([1]) + (ag + a1 + as) (::)

finalmente:

as — 4y
T (ao + art + agt”) = (—ao —2 2a1 — az)



Clasificacion de transformaciones lineales

Definicion: Sean Vi v Wy dos espacios vectoriales vy T : Vi — Wy una transformacion lineal.

Entonces: > A £ Yy = T() + 7_57) e-;’

@ I es inyectiva (o monomorfismo) si T'(z) =T (y) > z = y.Vr.y € Vi 2024 1.

@T es sobreyectiva (o epimorfismo) si Vy € Wy der e Vi :y=T(x) W :\567) (7j

3. T es biyectiva (o isomorfismo) si es inyectiva y sobreyectiva.

Transformaciones inyectivas y no inyectivas

. T:R>R?:T(x) = (j) es inyectiva, ya que si (l) — (y

resulta r =y, V. R.
: y) y, Yo,y €

. : r r : : :
2T:R*ER*:T [( 1)] = ( J)L ) no es inyectiva, yva que, por ejemplo
— A |-1

(@)= 1)@ G) 2 (%) s dornios

S/ 77105 72tr2e Z/@Wm W&j}m

%MW



Una aplicacion geométrica Lo .
Lo, Q

;. Cudl es la imagen del segmento [P, Q] = {:r ER?2:z2=P+t(Q-P), 0<t< 1} a traves de

la transformacion lineal T: R2 - R2: T [('Tl)] = (1‘1 o mz), donde P y (Q son dos puntos
) 1 1+ Z9

distintos de R2? 1 Gl
—

En primer lugar, dado que T es lineal,

Vz € [P,Q]:T(z) =T(P+t(Q— P)) =T(P) +tT(Q—P), 0<t <1
2

Consideremos por ejemplo, P = (1) e = (g) Entonces Q — P (_01), v asi

Ve e [P,Q]: T(x)=T Kf)] T K_Ul)] 0<t<1

T(:r)=(:13)+t(_11), 0<t<1

Se observa que la imagen de [P, Q)] es otro segmento en R2 v que T es inyectiva (verificarlo).

7%/7/

|A




;Cual es la imagen del mismo segmento si la transformacion lineal no es inyectiva?

SeaT:R2 5 R2: T [(Tl)‘ = ( n ) que ya hemos visto que no es inyectiva.

ro —2r

Vee [PQ]|:T(x)=T [(2)] + tT [(_01)] s g 1

[a—

/' AN . QF>
I g/'/ = () ()= (2) 0z T
al

La imagen del segmento [P, Q| es ahora el punto (_ 1)

Transformaciones sobreyectivas y no sobreyectivas

Fo () < g f 77) 716, 715 ) < g ) (1] () ()=

ap — a9

1. La transformacién T : Ro[z] — R? : T'(ag + art + ast?) = ( ) es sobreyectiva, va

ag + ay
que V (‘Tl) eR?23 peRyfz]: T(p) = ('Tl). En efecto, p(t) = xy + (29 — 1) t verifica

I3

T
et =) (e 2T
7 7—/7+é):(2> y, (_Qf’_,éz) _ (;)




ag ap—aj

2. Por otra parte, T : R, [z] — R**? : T (a0 +art) = (ﬂl a] — aq
— ay

) no es sobreyectiva, va

que por ejemplo, no existe p € R;[z] tal que (ﬂ" % = ﬂl) = ( . _2).

ayp ay] — ag -1 1
ag = 1
R ay —a; = —2 : :
Observemos que el sistema Rl 1 es incompatible.
ﬂ'l —_ =

a—aw=1 N> S Al (Ao X

Transformaciones biyectivas ) o e O@W

Como ejemplo de transformacion bivectiva recordemos la funcion de coordenadas. Sea Vi un
K -espacio vectorial de dimension finita n y B = {vy,...,v,} una base de V. & : Vi — K™ es
la transformacion lineal que asigna a cada vector de Vi su vector de coordenadas en la base B.
® es bivectiva.

Vi K" B A,

Efectivamente, como cada vector v € Vi se escribe de manera inica como combinacion lineal de
los vectores de la base B, ® es inyectiva. Por otra parte, para cualquier vector de K" es posible
formar una combinacion lineal de vectores de la base B, empleando sus componentes como los
escalares de esta combinacion lineal. Por lo tanto, ® es sobre yectiva.



s/ D

| Seguimos con transformaciones lineales...
J .
Definicidn: /? 7@%@%/ af 057/7 W |
/,%W -/

Dadd f € L(V W).8e llama Nucleo de |a

transformacion lineal al conjunto /
Nu(f) = {x eV:f(x) =0y} 94 / W)

Propiedades

Propiedad (1):

El Nu(f) essubespacio de V

Esto se demuestra de inmediato, teniendo en cuenta que:
» 0, € Nu(f) porque para cualquier transformacién lineal se cumple que f(0y) = 0y, .
» Tomandox ey € Nu(f) entonceslasumax+ y € Nu(f)yaquef(x+vy)=f(x)+f(y) =0y .

» Por ultimo, tomando un escalar @ € K y un vector x € Nu(f) se verifica f(ax) = af (x) = aOy=0y. =~



Propiedad (2)

s Seaf € L(V,W). o/

—

® f esun Wmo < Nu(f) = {0y}.

Demostracion:

* f esun monomorfismo = Nu(f) = {0y}
1) {0y} € Nu(f) es inmediato ya Nu(f) que es un subespacio de V
2) Para probar que Nu(f) € {0} tomemos un x € Nu(f) queremos probar que x = 0y,

Como x € Nu(f) entonces f(x) = 0y pero también f(0y) = 0y, y siendo f un monomorfismo debe ser
X = Ov.
. Nu.(f) ={0p}=f es un monomorfismo.

Partimos de f(x)= f(y)-.Como f es una transformacion lineal podemos escribir f(x) — f(y) = Oy vy
f(x —y)= 0y ,de modo que x —y € Nu(f).

Siendo Nu(f) = {0y} vy x — y € Nu(f) entonces x = y.
Hemos probado que:

Si f(x)=f(y) = x =y de modo que es f inyectiva (monomorfismo).



¥/ Propiedad (3) N
a

/ Sea f € L(V,W). g/wm
o/

f monomorfismo =
({v{,v5,...,v} es linealmente independiente =

n {f(vy)),f(vy),...,f(vy)} es linealmente independiente )

-

Demostracion:

Queremos probar que {v, , v, , ..., Uy} es linealmente independiente =
if(vy),f(wy), ..., f(v,)} es linealmente independiente.

Partimos entonces de a,f(v,) + a, f(vy) + -+ a; f(v},) = Oy, usando propiedades de las
transformaciones lineales podemos escribir: f(a,v, + a,v, + -+ a,v,) = 0y, de modo que el vector

a,v; + a,v, + -+ a,v, € Nu(f).
Como f es monomorfismo (Nu(f) = {0y })(propiedad (2)) se deduce que, a,v, + a,v, + -+ a,v, = 0y
y siendo el conjunto {v, , v, ..., v, } linealmente independiente (por hipdtesis), resulta que a; = 0

conl =<k

Observacion:

{f(vy),f(vy), ..., f(v)} es linealmente independiente =
{vy,v,, ..., v} es linealmente independiente y se cumple para cualquier transformacién lineal.



/_ "/
/ Eiemplos:

- e Dadaf: R, [x] = R*/f(a+bx)=(a a+b 0).

Eneste caso el Nu(f) ={a+bx € R, [x]/ f(a+bx)=(0 0 0)'}, estonos lleva a pedir que
a= 0 y b= 0. DemodoqueNu(f) = {Olﬂll [x]}

y f/ es monomorfismo. (O%v g; QZM’)O V> WVV/

c R UF((G g))=Gath c—ar N TV s s
En este caso el Nu(f) = {(‘g 2) € R22/f ((.: 2)) _ (0 O)T}. %QW@%

Sededucequea+b =0 y c¢—d = 0ytodamatrizque pertenezca al Nu(f) serd de la forma

a —a
(- ),a,cER
C C

Nu(f) = gen {(é _01) , ({1) (1))} y el conjunto {((1} _01) , ([; {1))} es una base del Nu(f). @

Y f no es monomorfismo.

é?/)? ?/m Presentamos otro teorema clave m M /4/ -+ (%}) s
fRmR"
Teorema de la dimension :#@%ﬁmm@/)
Ao A

/%) = A‘X Sea V de dimensién finitan y f € L(V, W).
%ﬁ/4) — Entonces dim Nu (f) + dim Im(f) = dim(V).
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