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GuiANe 8

ECUACIONES DIFERENCIALES
A. Problemas de Valores Iniciales (PVI)

1) Discretizar el siguiente problema de valores iniciales por el método de Euler

> 0)=1
ﬂ:—y+t+1 £20 »0)
dt

a) Utilizando un paso k = 0.1 avanzar 10 pasos el calculo de la solucion numérica.
b) Calcular el error global en t=1 sabiendo que la solucion exacta es

yt)=t+e™
¢) Mejorar los resultados mediante extrapolacion de Richardson.

2) Discretizar el siguiente problema mediante el método de Euler y analizar la estabilidad

numérica.
du 1 _
—=u ty <t<— ”(to)—”o>0
dt u,

. . . 1
Analizar la estabilidad numéricasi u, <0y — <t¢, <t.
u

o
3) Discretizar el siguiente problema mediante el método de Euler y analizar la estabilidad
numeérica.

d’u t>0 u(0) = u, u'(0)=u,'

4) Discretizar el siguiente problema mediante el método de Euler y analizar la estabilidad
numeérica.
du, du, t>0 u,(0) =a u,(0) =b
E =u, — =y

5) Aproximar el siguiente problema por el método fuertemente implicito (Euler inverso) y
analizar la estabilidad numérica. Analizar qué ocurre si u(0) = -1.
du 5 >0 u(0) =1

o

6) Aproximar el siguiente problema por el método de Euler modificado (Runge-Kutta de orden
2:
du t>0 u(0) =1

—=u+t
dt

Analizar la estabilidad numérica. Avanzar 10 pasos de calculo y comparar con la solucién
exacta u(;)zz-e’ —r—1-

7) Analizar la estabilidad del esquema de la rayuela (leap-frog) aplicado al siguiente problema.

du R 120 u(0)=a>0
@,
dt
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8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

Aproximar el siguiente problema por el método de Euler. Utilizar un paso k=0.01y obtener
u(0.1). Estimar el tamafio de malla necesario para obtener una precisiéon de 10*.

du t>0 u(0) =1
——t—-u—u-t=0

dt

Repetir el problema anterior, utilizando el método de Crank-Nicolson, con un paso k =
0.025. Comparar el esfuerzo de calculo requerido por ambos métodos.

El problema diferencial y'=—y+t+1, 0<¢<1,y(0) =1, ha de ser integrado utilizando
el esquema predictor-corrector explicito o del punto medio.

a) Demostrar que el esquema es consistente y hallar su orden de precision.

b) Utilizando un paso k = 0.1 avanzar 10 pasos el cdlculo de la solucién numérica.

c) Calcular el error cometido (ver problema 1 b)

Calcular u(0.5) utilizando los siguientes métodos:
a) Euler.
b) Predictor-corrector explicito (Punto medio).
¢) Euler modificado (Runge-Kutta orden 2).
aplicados al siguiente problema
du
dt
Obtener previamente el factor de amplificacién y durante el cdlculo verificar en cada paso
que dicho factor es menor o igual que 1. Elegir un paso k = 0.1 por razones de precisién.

+(1=0) -1’ =0 u(0)=1

Sea el siguiente problema
, a u(0) =1

u ——=
u

Discretizarlo utilizando los métodos:

a) Runge-Kutta de orden 2 (Euler modificado).

b) Crank-Nicolson.

Verificar el orden del error de truncamiento. Hallar las condiciones de estabilidad.

Sea el siguiente problema:
du
—+u’t=0 u(0) =1
dt

Discretizarlo mediante el esquema de Crank-Nicolson y analizar la estabilidad suponiendo
gue u permanece positiva. Avanzar la solucién un paso de cdlculo tomando k =0.1.

Sea el siguiente problema de valores iniciales:
2

y':(—j-y+t2-el 1<¢t<15 »(1)=0
t

cuya soluciones y(z)=1¢’ -(e’ —e) .

a) Obtener la solucion numérica mediante el método de Euler, utilizando 2 pasos de calculo
distintos, k = 0.1 y k = 0.05. Mostrar como se refleja el orden de precisién del esquema en
la reduccion del error de truncamiento.

b) Utilizar extrapolacién de Richardson para obtener un valor mas preciso de y(1.5).
Utilizar aritmética de punto flotante con 4 digitos de precision.
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15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

du
Dada la ecuacién diferencial ?‘Ff(l/l,t) =0, se pide:
t

a) Demostrar la consistencia del esquema de Euler modificado (Runge-Kutta de orden 2).
b) Idem anterior para el método de Adams-Bashforth de orden 2.

du
Dada la ecuacidn diferencial ? +u=0, u(0)=1, calcular u(0.6) utilizando:
t

a) Método predictor-corrector de Adams de orden 2, con pasos k=0.2y k=0.1.

b) Método de Crank-Nicolson con pasos k=0.2y k=0.1.

c) Obtener una mejor aproximacion por extrapolacion de Richardson. Indicar de qué orden
es esta aproximacién.

Resolver el siguiente sistema utilizando un método numérico apropiado.

' £2000- 11— 1000+ w = 1
{” " " u(0) = 0 w(0) = 0
w—-—u=0

Se tiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:
u'+u-v=0
{ v +v2 =0
u(o) =a, v(o) =1, a =constante

Demostrar que si se discretiza el sistema por el método de Euler, la estabilidad numérica
estd sujeta a la restriccion £k <1/v.

Transformar la ecuacién diferencial:

d’u du

i -I—,u-Eerz-u:O 1>0
en un sistema de ecuaciones de primer orden y discretizar segun:

a) Método predictor-corrector de Adams de orden 2.

b) Método fuertemente implicito (Euler inverso).

Avanzar dos pasos de célculo tomando g =w =1, para las condiciones iniciales:
u(0) =1 u'(0)=1
Elegir un paso de célculo que garantice la estabilidad.

Sea el siguiente problema diferencial

U o u(0) = 0 w(0) =1

dr’
a) Transformarlo en un problema de valores iniciales de primer orden.
b) Utilizar el método de Euler modificado para avanzar la solucidn hasta t=0.4. Utilizar dos
pasos de tiempo: k=0.1y k=0.2.
¢) Sabiendo que la solucién es 4 (z) =sin(z), determinar los errores cometidos y verificar

que el método numérico tiene orden de precision 2.

3

Analizar la estabilidad del problema —1=0, reducido a un sistema de primer ordeny

t3

resuelto por Euler.
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22) Sea el problema rigido

d’ d ,
dtf’+1001-d—1:+1000-u=0 u(0) =1 u'(0) = —1

a) Convertir la ecuacién diferencial en un sistema de ecuaciones de primer orden y
discretizarlo mediante el método de Euler.

b) Hallar la condicion de estabilidad del problema numérico planteado, es decir, el valor
de k. talque k<k,__ .

c) Con las condiciones iniciales dadas, la solucidn del problema es u(t)=e",€s decir

que solo estd activa la componente lenta. Mostrar que con k >k __ cualquier
perturbacion dispara la componente rapida que se amplifica tornando inestable el calculo.
&9 Resuelto en el Campus

B. Problemas de Valores Iniciales Conservativos (PVIC)

23) Sea el siguiente problema diferencial :

=0 5 £ = (1) 0 =1 5 u(0) =0

a) Resolverlo utilizando el siguiente esquema:

2

=, b~ ()

k
ur;+1 = ur; - 5 : [f(un ) + f(un+1 )]
Avanzar la solucidn 4 pasos de tiempo utilizando &k = 7z/20 y 5 digitos de precision.
b) La siguiente expresion debe permanecer constante para todo valor del tiempo :

1 1 1
=—u’+—u | 1+—u’
2 2 2
Verificar si esto sucede con los valores calculados. ¢ Cual es la fuente de variacion?

24) Sea la siguiente ecuacion diferencial :
d’u du 5
e +,u-dt +w u=0
Discretizarla utilizando los métodos:
a) Método de Newmark.
b) Método del salto de rana (rayuela).
Analizar la estabilidad numérica.
Avanzar dos pasos de célculo tomando = w =1, para las condiciones iniciales u(0)=0

, u'(0) = 1. Elegir un paso de calculo que garantice la estabilidad.

25) Dada la ecuacién diferencial :
u"—e" =0 ;1t>0;u(0)=0 ; u’(0)=\/§
a) Discretizar la ecuacion por el método de Newmark y avanzar la solucién dos pasos de
célculo, tomando k = 0.1 . Trabajar con 4 digitos de precisién y plantear una técnica
iterativa para efectuar el calculo.
b) Hallar la matriz de amplificacion
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26) Dada la ecuacion del oscilador arménico u” + ®2u = 0, mostrar que el método de Punto
Medio produce soluciones oscilatorias, pero que no es conservativo. Determinar el tipo de
oscilacién que produce.

27) Dada la ecuacion del oscilador arménico u” + ®2u = 0, discretizarlo por el método de la
Rayuela (Salto de Rana). Explicar cdmo arrancar el calculo para asegurar orden de precision
2. Hallar las raices de la ecuacidon caracteristica y mostrar que si se impone una solucion
oscilatoria, resulta un esquema conservativo.

28) Se tiene el siguiente problema diferencial:
u”+40u=10;u(0)=0;u’(0)=0

a) Plantear su resolucién numérica por el método mds conveniente. Indicar el algoritmo
de calculo. Explicar el por qué de la eleccion.
b) Elegir un paso de célculo apropiado y calcular la solucion numérica entret=0y t = 2.
Explicar el por qué de la eleccién.
c) Explicar qué diferencias cualitativas se esperan entre la solucién numérica y la del
problema diferencial. llustrar graficamente.

C. Problemas de Valores de Contorno (PVC)

29) El analisis en régimen estacionario de la conduccién del calor a través de un sélido con
generacién interna de calor, estd dado por el siguiente problema :

u"+(§)-u’+f(u)=0

Si el sélido es una placa plana y la generacidn de calor es constante, o sea :

’_ 0<x,<x<x ; u’(xo)zO '_ u(xl)zl

_4
p=0 ;f(u)_k
resulta parax, =0y x, =0, el problema:
u"+%=0 ;0<x<1;u(0)=0 ;u(l) =1

La solucién exacta de esta ecuacién es: u(x) =1+ (ﬁ) -(1 - xz)

Se pide encontrar el perfil de temperaturas u(x) cuando % =2.

Utilizar un paso de célculok =0.1.

30) Resolver el siguiente problema por un método directo con un paso de calculoh=0.1.
!

u
u"+—+u=0;1<x<2 ;uw()=0 ; u2)=1
X

31) Resolver el siguiente problema por el método del tiro :
u”+2-(l—x2)-u'+u2 =1;-1<x<1;u(1)=0;u?2)=1
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32) Sea el siguiente problema :
u"+x=0;0<x<1;u0)=1;u(1)=0
a) Construir una aproximacién en diferencias de orden de precision 2, incluidas las
condiciones de borde. Expresar el sistema de ecuaciones resultante en forma matricial.
b) Resolver el problema para un paso de célculo h = 1/2 y h =1/3, utilizando eliminacién de
Gauss sin pivoteo y redondear los resultados a 4 digitos.
c) Aplicar extrapolacién de Richardson para obtener una mejor aproximacion de u(x=1).

33) Dado el siguiente problema de valores de contorno :
u” =0 ;u0)=u, ;u'(0)=0 ;u'(1)=0 ;u"(1)=0 ;0<x<1
a) Discretizarlo con un esquema de orden de precision 2.

b) Dividir el intervalo de célculo en cinco subintervalos y plantear el sistema de ecuaciones
en forma matricial, incluyendo las condiciones de borde con igual orden de precisién.

34) Dado el siguiente problema diferencial :
u"+11-u'+10-u=0 ; 0<x<1 ;u(0)=0;u(1)=1
a) Plantear su resolucion por el método del tiro. Para ello reducir la ecuacion diferencial a
dos ecuaciones de primer orden, aplicar el esquema de Crank-Nicolson e indicar el
algoritmo que se utilizard. Tomarh=0.2.
b) Sea v=u'. Se sabe que los resultados obtenidos con dos tiros sucesivos fueron:
v(0)=20 - u(1)=0.815
v(0)=30 = u(l)=1.222
Utilizar estos resultados para realizar un tercer tiro. Indicar si son necesarios nuevos tiros.
Trabajar con 4 digitos de precision.
c) Graficar la solucion obtenida en b) y extraer conclusiones, en relacion al tipo de problema
diferencial de que se tratay al error de truncamiento cometido.

d*u
dt’

35) Sea el problema +u=0 ; u(0)=0 ; u(l)=1

cuya solucién es u(x) = 1.18840- sin(x)

a) Resolverlo utilizando un método directo de precision 2, con un paso h =0.25. Trabajar con
una precisién de 5 decimales. Comparar los resultados con la solucién exacta.

b) Repetir el calculo con la condicién de borde . Verificar que la solucién analitica satisface
esta condicidn de borde.

d’u du

-=0;0<x<L ;ul0)=U ;—(L)zq

dx dx

a) Discretizarlo con un método directo de orden 2. Plantear el sistema total de ecuaciones
algebraicas para paso h = L/2.

b) El sistema de ecuaciones es no lineal. Plantear el sistema a resolver en cada iteracion
segun el método de Newton Raphson.

u
36) Seael problema u-——-«a-
dx

37) Seaelproblema:0.1u”+u'+u=0; 0<x<1;u(0)=0; u(1)=1
a) Hallar la solucién numérica por un método directo centrado con paso h = 0.25 . Resolver
el sistema resultante y graficar la solucién obtenida.
b) Resolver nuevamente por el método de “upwinding” con igual paso. Graficar la solucidn
obtenida.
c) Siendo la solucién analitica u(x) = 3.08777 (e +12702x _ o -887298x) 'comparar y comentar
sobre los resultados obtenidos.
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