Norma inducida por un producto interno

Todo espacio enclideo ¥ se convierte en un espacio normado si se define una funecidn, denominada

norma inducida por el producto interno, tal que
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Sobre espacios métricos y normados
1. Una distancia, o una métrica, en un conjunto A" es una funcion d : A x X —

R* que posee las tres propiedades siguientes:

a) Para x,y € X': d(z,y) = 0 si, v sdlo si x = y.

h) dix,y) = dy, z) para todo =,y € X (simetria).

e) dlz,y) < d(x,z)+d(z, y) para todo x,y,z € A (desigualdad triangulor).
La expresion d(r, y) se lee la distancia entre los puntos x e y. El par (X,d),
constituido por el conjunto A munido de una distancia, se denomina espacio
métrico.

2. La nocion de distancia permite introducir la nocion de limite: se dice que la
sucesion (T, ),en converge a r, o que x, tiende a r, cuando

lim d(z,x,) =0

TI =230

En tal caso x se llama el limite de la sucesion (x,),en v se denota por
lim z,, = .

e b

4. Una nerma en un K-espacio vectorial V es una funcién || - | : V —+ Rt que

posee las tres propiedades siguientes:

a) ||z|| = 0si, y gdlo =i, x = 0.

b) ||Az|| = |A|||z| para todo A € K, = € V.

¢) |+ yl| = || + ||\y|| para todo &,y € V (desigualdad tiangular).
Al niimero no negativo ||z | se le denomina la norma de x y el par (V. | -]|) se
llama espacio normado. La norma de x representa la longitud del segmento
de recta [0, 2] = {tx :t € [0.1]} que une a los puntos 0 y &. Notar que si
r # 0, entonces u; := ||z||~'x pertenece al subespacio generado por r ¥
fucll = 1. N rver
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5. Todo espacio normado (V, | - ||) se convierte en un espacio métrico, si para
cualesquiera x,y € V se define

d(z,y) = |l —yll.
Notar que la distancia inducida por una norma posee las siguientes propie-
dades adicionales:
a) dir,y) =d(x + z,y -+ z) (invarianza por traslaciones: la distancia entre
& ey no cambia si ambos puntos se someten a una misma traslacion).
by d(Ax, Ay) = |A|d(a, y) (cambio de escala por dilataciones: al dilatar am-
bos puntos por un mismo factor A, la distancia queda multiplicada por
AD.
¢) En particular, d(x, y) = d(z —y, 0), de modo que las distancias al origen
son suficientes para conocer todas las demads,
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11. La destqualdad de Cauchy-Schwarz establece que
@

Izlll3ll para todo =,y € V.
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Demostracion. Sean y 7 Oy, v el vector

y calculemos el cuadrado de su norma:
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2. Si YV es un|RBlespacio vectorial el dangulo # enfre dos vectores no nulos x e y
se define mediante la formula
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13. Si {J Iy = 0 se dice que . los vectares € i san orfogonales v se denota por
y L x. El conjunto de todos los vectores ortogonales a & se denota por =+,

v g llama el subespacio ortogonal a

ti={yeV:{y.z)=0}.

En los espacios euclideos reales la condicion (y,x) = 0 implica que ¢ = £
salbo que x =0 o y = (L
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18. 5i V es un conjunto no vacio de vectores, el subespacio artogonal a V. deno-

tado por V*. se define por
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15. El teorema de Pildgores establece que =1 x e y son ortogonales, vale que
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Como contragjemplo inmadiato: Tomamos en C7 el P.1. candnico,
() =y'x=Flx Six=(10) ey={3i 1), entonces:

(1 0)T(3i 1}T} — (3 1) G)
(—3i 1) (é) - 3=

=1+3iF+1°=1+9+1=11
X =1, y lyl? =9 +1 =10
Entonces [|x + y|[* = ||x|*

II%+y Vi #ufq‘ri;! 7!; xLy
(€)

—3i#0

+I¥l1Fy x Ly




(%)1‘(5 ) ( gr, 2 1 (fﬂ 20+ 2 = 1o}
1 )+(5'-r3H ) “ (8 G)(”“){ ) (?-[;) -l’)- % TN e od
Pm[.za et ) (3] -3 1)( 2)(3) G f)(,ﬁ)=f»r+5= ) o/

/} if?)//t(& -?)(ﬁ;)(_ﬁ?)s (5 -4)(‘:)- 15+ 6> = 78




8. La tabla de multiplicacidn de una coleccidn de vectores X = (x; :d & [, se

Hama la matriz de Gram de X v se denota por Gy
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El Gramiano de X denctado por G, es el determinante de la matriz €5
9. La matriz de Gram de una base B = {v, : i € [,,} de ¥V determina univo-

camente al producto interno (-] v se lama [a malriz del producto interno
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16. Un sistema de vectores 8§ = {v; : 1 € [} € V' {0} se llama_oriogonal, cuando
L

(v;,v;) =0 para todo 1 # j.

Obsérvese que & es un sistema ortogonal si, v sdlo =i, las matrices de (GGram
de tn-rlc:-: los auh-mmuut.m hmtm de & son l'lLFi":'I.'.hl'l'lll.'"-:-
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17. Un sistema ortogonal de vectores {u,
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* Si{wvi.v.....v} es un conjunto ortogonal que no
contiene al vector nulo = {vy.va. ... v} es i
Para probarlo, igualamos una combinacidn lineal a Oy :

At + Aavo + -+ Nev = Oy (1)

Si tomamos producto interno m. a m. “contra” v
(Aav+ Aave + - 4 Agvg, ) = (Oy,v) =0
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Vi 40y

A U,LHHE = 0, como por hipétesis vy # Oy :';-l,hl =0
0

/
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Esto que hicimos con v, podemos repetirlo para cada uno de los
vectores del conjunte. Entonces, en (1) tomemos producto interno
m.am. contra’ v;, paracada 1= 1.... . k:

+ M Vi, l-",'} = '::U'e..r. I-"r'} =0
Ar{wviovi) + Az lve v+ Ap (v, v ) = D{E:I

Pero {uj-ﬁ vi} = 0% j # i. Entonces &l iinico término que no se anula
a la izquierda de la igualdad es A;||v;||* ¥ en (2) queda:

A + Az -

Ai|lw]|* = 0, como por hipdtesis v; # 0y = [X =0¥i=1,...

vg} es linealmente independiente.
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