Apunte tedrico

Obtencién del h mediante fi | t er para sistemas en
diferencias con condiciones finales de reposo

1. Una propiedad util de la convolucion

1.1. Enunciado

Convolucionar dos sefiales reflejadas equivale a reflejar su convolucion
def
Xr(N) = X(=n)
def
Yr(N) = Y(=n)
(X y)(—n) = (Xp* yR)(n)

O, siendo mas laxos con la notacion

(X Y)(ry = X * Y(-n)

m ;Qué implica esto para los sistemas LTI?

Si una de las sefiales que se convolucionan es la respuesta al impulso h de un sistema LTl y
la otra la entrada, la propiedad nos dice

y=xxh
Y(=n) = (X )_py = Xy * N

Es decir, reflejar la salida equivale a pasar la entrada reflejada por el sistema LTI reflejado.
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1.2. Ejemplo

Convolucionemos dos sefiales cualesquiera y veamos si se cumple

‘ m Definoxyh

wy = Uni t Box; u="UnitStep;
pOpt i ons = Sequence [Pl ot Range - Ful | ,
Pl ot Styl e - Poi nt Si ze [Large], AxesLabel - {"n"}, Filling > Axis];

2w [t] -3w [t -3]

1yt
ufti] [—J
2

Plot [{x[t], h[t]}, {t, -10, 10}, PlotLabel »"En azul x, en rojo h", EvaluateepOptions]

= x
— —
— —
| |
—_—
1] 1]

Enazul x, enrojoh

-3

‘ = Las convoluciono
y[t7]=Oonv0Ive[x[t], h[ic], =, tJ;
Plot [{x[t], h[t], y[t]}, {t, -10, 103},

Pl ot Label -»"En azul x, en rojo h\n En amarillo la convol uci 6n",
Eval uateepOpti ons, Pl otPoints - 1000]

En azul x, enrojoh
En amarillola convolucion

-10 -5
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Plot [{X[-t1,

= Ahora, reflejo la entrada y la respuesta al impulso

h[-t1},

{t,

-5, 103,

En azul x, enrojoh

Pl ot Label -»"En azul x, en rojo h", EvaluateepOptions]

- -3

= Las convoluciono

yr [tf]:OonvoIve[x[—t], hi-z], =, t];

Plot [{x[-t], h[-t],

Pl ot Label »"En azul
Eval uateepOpti ons,

yr[tl},
x reflejada,

{t, -10, 103},

Pl ot Poi nts - 500]

En azul x reflejada, en rojo h reflejada
En amarillola convolucion

——

en rojo h reflejada\n En amarillo | a convol uci 6n",

-3

Se puede ver que la salida del sistema reflejado h(-t) a la entrada reflejada x(-t) fue la salida

del sistema original reflejada y(-t)
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1.3. Demostracion
Recordemos la definicion de la convolucion

(e8]

(X V) f X(7) y(t - 1) dt

—00

Entonces

(e8]

X Yy = fX(T) y(-t)-7ndr

—00

Cambio de variable 7' = -1

—00

= fx(—r‘) Y(=t+7)d(=7)
Se cambiaron los limites de integracién porque 7— + oo cuando 7'— F oo

—00

=—fX(—T')y(—(t—T'))dT'

00

Puedo invertir los limites de integracion multiplicando por —1. Definiendo
def

XR(t) = X(=1)
def

YR = y(=1

Se tiene

o)

= fXR(T') YRt =1)d7' = (XR * YRt

—00

(X Y)(-ty = Xr* YR)t)
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2. Aplicacion a sistemas definidos por ecuaciones en
diferencias

Sea un sistema definido por ecuaciones en diferencias de la siguiente forma
yinm+a yin—-1+...+ay y(n—N) =bgx(n) + ... + by X(n—M)

con condiciones iniciales de reposo

m Es un sistema LTI

Es LTI porque las condiciones son iniciales de reposo. Referirse al apunte de ecuaciones en
diferencias.

m Es un sistema causal

Escribamos la respuesta al impulso, remplazando x -6y y— h

h(n) = bgd(N)+ ... + by 6(n—M)—-a; h(n—-1)— ... —ay h(h—N) (@)
Se tiene que
Yn<O0
hn=0

pues los términos by 6(n — k) van a corresponder a la delta evaluada en tiempos negativos, y
por condiciones iniciales de reposo los términos dependientes de h van a ser nulos hasta que algun
otro término haga que esto cambie.

m Encontremos la ecuacién en diferencias del sistema anticausal definido por
def
hr(n) = h(-n)

Teniamos la ecuacion (1) que definia recursivamente h con condiciones iniciales de reposo.
Una ecuacién en diferencias que se satisface para h(—n) es entonces

hr(n) = h(=n) = bgd(=n)+ ... + by 6(=n-M)—-ash(=n-1) - ... —ay h(=n—=N)
= bo(S(—ﬂ)-f- +b|v| o(—n— M)—alhR(—(—n—l))— Leo—aN hR(—(—n— N))

Desarrollando y usando que § es una sefial par
hr(n) = bgd(N) + ... + by s(Nn+ M) —a; hg(n+ 1) — ... —ay hr(n+ N)
Es decir, la ecuacion en diferencias siguiente satisface que ante un impulso puede devolver hg

y(n) =box(n)+ ... +by x(n+M)—a; y(n+1)—... —ay Y(n+ N)

Ahora bien, hr es una sefial a izquierda, pues h era a derecha. Las condiciones de contorno
para obtener hg como respuesta al impulso ahora se convirtieron entonces en condiciones finales de
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reposo

m Resumiendo

Dado el sistema con condicion inicial de reposo
y(n)+ ... +ay Y(n—N) = b x(n) + ... + by X(n—M)
El sistema reflejado se obtuvo “cambiando de signo” los argumentos
y(n)+ ... +ay Y(n+ N) = bgx(n) + ... + by Xx(n+ M)

y cambiando la condicion a condicién final de reposo
Intuitivamente, se cambié el sentido del tiempo:

e De iterar desde tiempos pasados a futuros arrancando de una condicidn nula se pas6 a iterar desde
tiempos futuros a pasados comenzando de una condicion final nula

e Todos los desplazamientos temporales de la relacién de la ecuacidn en diferencias cambiaron de
lado: los desplazamientos a derecha pasaron a ser a izquierda y viceversa.
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3. Aplicacion: utilizando fi | t er para un sistema finales
de reposo

Se tiene por ejemplo la siguiente ecuacion en diferencias

1
wm:aym—b+02ﬂm

m Respuesta al impulso con condiciones iniciales de reposo

Los primeros 20 puntos de la salida al sistema con condiciones iniciales de reposo los pode-
mos obtener de forma directa usando fil t er

Se tiene

1
y(n) — 5 y(n—1) = 0.2x(n)

y=filter ([0.2], [1, -0.5], [1, zeros (1, 19)]);

stem(0: 19, y) MATLAB
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0 5 10 15 20

m Respuesta al impulso con condiciones finales de reposo

Utilicemos los resultados obtenidos anteriormente. Se tiene
1
YO - = yn-1) = 02x(n)

“Invirtiendo el tiempo” obtenemos otra ecuacion en diferencias

1
y(n) — > y(n+1) = 0.2X(n)
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Reescribamosla de una forma que le guste afil ter

m=n+1 — n=m-1

1
- 5 y(m) +y(m-1) = 0.2x(m-1)

Entonces, la salida del sistema definido por la ecuacion anterior con condiciones iniciales de
reposo, ante la entrada reflejada, es la salida que deseamos, reflejada. El impulso es par, asi que es
invariante ante la reflexion.

yr =filter ([0, 0.2], [-0.5, 1], [1, zeros (1, 19)]);

stem(0: 19, yr) WATLAB

i
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Ahora bien, esta es la salida al sistema reflejado frente a la entrada reflejada. Lo que bus-
camos, dada la propiedad anterior, es esta sefial reflejada.

Es sélo cuestion de interpretar el vector devuelto por el MATLAB de la forma apropiada

| stem(-19: 0, yr (20: -1: 1)) MATLAB
Al i

_1D-ﬂ i

_15 1 1 1
-20 -14 -10 -5 1]
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