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INTRODUCCION:

Cada uno de los temas que conforman la asignatura "Estabilidad 1l A", comprende una gran cantidad de
expresiones matematicas a través de las cuales se determinan las magnitudes, variables y parametros
gue permiten conocer el comportamiento de una estructura o de una serie de elementos estructurales
desde los puntos de vista estético y cinematico.

En virtud de esto, la catedra ha decidido, cuando un determinado tema lo amerite, presentar una serie de
articulos que de forma suscinta expongan tales expresiones y sirvan de guia para el estudio, andlisis y
resolucién de problemas.

01) - ALCANCE:

En este articulo se resumen las expresiones matematicas que caracterizan el andlisis estético y
cinematico de los siguientes tipos de secciones transversales de barras rectas solicitadas a torsion:

- seccion circular;

- seccion anular;

- seccion tubular de pared delgada simplemente conexa;
- seccion abierta de pared delgada.

De esta manera, y mediante la correcta aplicacion de las mismas, se podran calcular y determinar todas
las variables estéticas y cineméticas involucradas en los mencionados analsis.

02) - NOMENCLATURA GENERAL.:

La siguiente nomenclatura tiene una aplicacion general a todos los tipos de secciones transversales que
seran desarollados en este articulo. En una segunda etapa, y cuando se trabaje directamente con cada
seccion en particular, se mostrara la nomenclatura propia de cada una de ellas.

X Eje de la barra. Indica la posicion respecto de un origen de cada una de las infinitas secciones
transversales que conforman la pieza o elemento estructural.

Mt(x) : Funcién solicitacién "momento torsor" a lo largo del eje baricéntrico de la barra.
Mt : Momento torsor, como esfuerzo externo o solicitacion interna.

G(X) : Médulo de elasticidad transversal del material que conforma la barra bajo analisis. Se indica en
funcion de "x" debido a que se pretende mostrar que puede variar a lo largo del eje de la
misma.

Tmax - Tension tangencial maxima.

tmax(X) : Funcién tension tangencial maxima a lo largo del eje de la barra.
1 : Tensién tangencial
7(x) : Funcion tension tangencial para una fibra de una barra a lo largo del eje de la misma.
0 : Angulo de torsion o angulo de torsién absoluto
0(x) : Funcion angulo de torsion o angulo de torsion absoluto a lo largo del eje de la barra.
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x. : Angulo de torsion especifico o curvatura de torsion.

x(X) : Funcién &ngulo de torsién especifico o curvatura de torsién a lo largo del eje de la barra.
y : Distorsion angular

y(X) : Funcion distorsion angular a lo largo del eje de la barra.

Nota 1:

El siguiente cuadro muestra la diferencia entre la nomenclatura utilizada en las clases teéricas y en el
libro "Estabilidad 11" del Ing. Fliess.

z Angulo de Torsién o Angulo Especifico de Torsion
DENOMINACION Angulo de Torsién Absoluto (Curvatura de Torsién)
Clases Tedricas X
(tita minascula) (kappa mindscula)
~ _ ® 0
Estabilidad Il - Ing. Fliess
(TITA MAYUSCULA) (tita mindscula)

Nota 2:

En todo el desarrollo que a continuacién se expone, se ha seguido la nomenclatura expuesta durante las
clases tedricas.

03) - TIPOS DE SECCIONES TRANSVERSALES PARA BARRAS DE EJE RECTO:

03.01 - SECCION CIRCULAR:

03.01.01 - NOMENCLATURA PARTICULAR:

La siguiente nomenclatura que se expone corresponde exclusivamente a barras rectas de seccion
circular.

max(X) : Funcién tension tangencial maxima se calcula para el radio de la circunferencia.

©(X,p) : Funcién tensién tangencial se calcula para una fibra que se ubica a una distancia "p" del centro
de la circunferencia.

ymax(X) : Funcién distorsién angular maxima se calcula para el radio de la circunferencia.

v(X,p) : Funcién distorsién angular se calcula para una fibra que se ubica a una distancia "p" del centro
de la circunferencia.

R : Radio de la seccion circular.
R(x) : Funcion radio de la seccién circular a lo largo del eje de la barra.
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p(X) : Distancia de un punto de una fibra de la barra al centro de la circunferencia de la seccién a la

gue pertenece el mismo.

D : Diametro de la seccién circular.

D(x) : Funcion diametro de la seccion circular a lo largo del eje de la barra.

L : Longitud de la barra o de un tramo de la misma
I5(X) : Momento de inercia polar
- Para seccion circular:
. DX)* n. RX)*

T

03.01.02 - EXPRESIONES MATEMATICAS:

Mt(x) . R(X)  Mt(x).D(x)/2 16 .Mt(x)

’CMAX(X) = IP(X) - IP(X) - . D3(X)
Mi(x) . p(x)
T(0p) =
(X,p) = wax(®) X %
~ J’ Mt(x) . dx
0= ) S0 1w
_ do(x) Mt(x) _ 32 . Mt(x)
1(x) = dx TOGM) () G(x) . . D*(x)

(1]

(2]

(4]

(5]

(6]

Si en la longitud de la barra o en un tramo de la misma, se observa que Mt(x) = cte, G(x) = cte e Ip(x) =

cte; la expresion anterior queda de la siguiente manera:

9() Mt. L 32.Mt.L
X) = =

G.lp G.n.D*

() Mt 32 . Mt
X) = =

% G.lp G.n.D*
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o)
Toax() =—gr )
) _ Mt(x).R(x) _ Mt(x).D(x)/2 _ 16 . Mt(x)
W) = =50 T M e % D). 600 1ol
~ M) . p(¥)
Y(X!p) - G(X) ] |P(X) [11]
Y,p) = Twax®) g((f) [12]

03.02 - SECCION ANULAR:

03.02.01 - NOMENCLATURA PARTICULAR:

La siguiente nomenclatura que se expone corresponde exclusivamente a barras rectas de seccion anular.

Tmax(X)
Tvin(X)

T(X,p) :

R:
R(X) :
: Radio interior de la seccion anular.
r(x) :
p(x) :

Funcion tension tangencial maxima calculada para el radio exterior de la seccién.
Funcion tensién tangencial minima calculada para el radio interior de la seccion.

Funcion tension tangencial calculada para una fibra que se ubica a una distancia "p" del centro
de la circunferencia, menor al radio exterior y mnayor al interior.

Radio exterior de la seccion anular.
Funcion radio exterior de la seccion anular a lo largo del eje de la barra.

Funcion radio interior de la seccion anular a lo largo del eje de la barra.

Distancia de un punto de una fibra de la barra al centro de la seccién anular a la que pertenece
el punto. Debera ser menor que el radio exterior "R(x)" y mayor que el interior "r(x)".

: Diametro exterior de la seccion anular.
D(x) :
: Diametro interior de la seccion anular.
d(x) :
: Longitud de la barra o de un tramo de la misma

Ip(X) :

Funcion diametro exterior de la seccion anular a lo largo del eje de la barra.
Funcion diametro interior de la seccion anular a lo largo del eje de la barra.

Momento de inercia polar
- Para seccién anular:
n. D' -d)*] _ m. [REO*- ()]

Ip(x) = 32 5

[13]
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03.02.02 - EXPRESIONES MATEMATICAS:

() = Mi(x) . R(X) 2. Mt(x) . R(x) _ Mt(x).D(x))2 16 Mt(x) . D(x) [14]
WA T R -re] b0z [0 - d'0) ]
() = Mt(x) . r(x) 2. Mt(x) . r(x) _ Mi(x) . d(x))2 _ 16. Mt(x) . d(x) [15]
WINY TR 2 R0 ] 0 x[D'0)-d'0 ]
Mt(x) . p(x)
(%) :Tx)p [16]
(xp) = wax®) X % [17]
00 = J' Mt(x) . dx (18]
®)= ) 56 1,00
do(x) _ Mt(x) _ 32 . Mt(x)
()= dx G(X) . Ip(x) G(X).n.[D*X) -d*x)] [19]

Si en la longitud de la barra o en un tramo de la misma, se observa que Mt(x) = cte, G(x) = cte e Ip(x) =
cte; la expresién anterior queda de la siguiente manera:

60 = ML 32 Mt.L 200
09 = G.lb  G.n.[D*-d*]
() = Mt : 32. Mt o1
G.lp G.n.[D*-d*]
) _ tmax(®)
Ymax(X) = ) [22]
(%) = Mt(x) . R(x) _ 2. Mt(x) . R(x) _
TwAx G(X) . Ip(x) G . 7. [RY) - ()]
(23]
_ Mt(x) . D(x)/2 16 . Mt(x) . D(x)
T GM . () GX) . w. [DYX) - d*(X) ]
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in(X)
Ymin(X) = % [24]
() = Mt(x) . r(x) 2. Mt(x) . r(x) B
N =760 1000 6. 7. R0 -F0]
[25]
M) . A2 16 . Mt(x) . d(x)
TG . () GX) .. [DYX) - d*0) ]
— M) p(9)
Y(X’p) - G(X) ] IP(X) [26]
p) = T X % [27)

03.03 - SECCION TUBULAR DE PARED DELGADA SIMPLEMENTE CONEXA:

03.03.01 -

NOMENCLATURA PARTICULAR:

La siguiente nomenclatura que se expone corresponde exclusivamente a barras rectas de seccion tubular
de pared delgada simplemente conexa:

Tmax(X)

Tvin(X)

T(X) :

Q

Q) :

EMmiN -

eyvin(X) :

EmAX

Funcion tension tangencial maxima calculada para el minimo espesor de pared de las
secciones.

Funcion tension tangencial minima calculada para el maximo espesor de pared de las
secciones.

Funcion tension tangencial calculada para una fibra que se ubica en un sector de la seccion
con un espesor de pared igual a "e;".

: Area de la superficie de la seccién tubular de pared delgada simplemente conexa delimitada

por el contorno medio de la seccion.

Funcion area de la superficie de la seccion tubular de pared delgada simplemente conexa
delimitada por el contorno medio de la seccion.

Espesor minimo de pared de la seccion. Se utiliza para determinar la tension tangencial
maxima en dicha seccion.

Funcion espesor minimo de pared de la seccién. Se utiliza para determinar la tension
tangencial maxima.

Espesor maximo de pared de la seccion. Se utiliza para determinar la tension tangencial
minima en dicha seccion.
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ewax(X) © Funcién espesor maximo de pared de la seccién. Se utiliza para determinar la tensién
tangencial minima.
€. Espesor de pared de la seccion en un sector determinado de la misma. Se utiliza para
determinar la tensién tangencial en dicho sector de la seccién.
€i(X) : Funcion espesor de pared de la seccién en un sector determinado de la misma. Se utiliza para
determinar la tensién tangencial en dicho sector de la seccién.
em - Espesor medio de la pared de una seccién en un sector o tramo "As" de la misma.
en(X) : Funcion espesor medio de pared de una seccién en un sector o tramo "As" de la misma.
e(x) : Funcion espesor de pared cuando se supone que es constante para cada seccion.
€ . Espesor de pared cuando se supone que es constante para toda la longitud de la barra, es
decir, todas las secciones poseen el mismo espesor de pared "e".
ds : Diferencial de longitud del contorno medio o de la linea media en una seccién determinada.
ds(x) : Funcién diferencial de longitud del contorno medio o de la linea media.
As(X) : Longitud de un tramo del perimetro medio de una seccién para el cual se considerara un
espesor medio e,,(X)
S(X) : Funcién longitud del perimetro medio de una seccién determinada cuando se considera que
cada uno de los tramos que la conforman posee el mismo valor.
S: Longitud del perimetro medio de la pared de una seccion cuando se supone que es constante
para toda la longitud de la barra, es decir, todas las secciones poseen el mismo perimetro
medio "S".
L : Longitud de la barra o de un tramo de la misma
03.03.02 - EXPRESIONES MATEMATICAS:
Mt(x) (28]
T(X) =
) 2. Q(x) . &(x)
Mt(x)
TmMAX(X) = [29]
2. Q(X) . eyin(X)
Mt(x)
min(X) = [30]
2. Q(X) . eyax(x)
Mt(X) ds(x) |
0(x) = — X x dx [31]
4. G(x) . Q%X) ei(x)_|
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Como es dificil de conocer la funcién que relaciona a "s" y "e" para una determinada seccion, la integral
es reemplazada, con suficiente aproximacion, por una sumatoria. De esta manera es mas conveniente
trabajar directamente con la siguiente expresion [32] en lugar de la [31]:

i Mt(x) As(x):|
= d
0() (4 60 90%0) 2 el ) %2

Si en la expresién [32] se consideran que todos los tramos en que se subdivide el perimetro de la figura
son constantes, As(x) sale fuera de la sumatoria, y queda como se indica en la expresion [33]:

_ Mt(X) . As(x) 1
00 = J. |:4.G(x).§22(x) X2 em(x):|x dx [33]

Por otra parte, si e,(x) es constante para cada uno de los distintos tramos en que puede asumirse
conformada la seccion, la [33] se transforma en la [34]:

6(x) = J'[ Mt(x) . S(x) JX N 2

4.G(x). Q%X) . e(x)

Finalmente, si a lo largo de toda la barra o de un tramo de la misma se verifica que: Mt(x) = cte, s(x) =
cte, G(x) = cte, Q(x) = cte y e(x) = cte; la expresion [34] se transforma en la [35]:

0= — > x 1 (35]
0= =5 7 .

Las expresiones equivalentes a las [31] a [35] pero correspondientes a al angulo especifico de torsién o a
la curvatura de torsion quedan de la siguiente manera, expresiones [36] a [40]:

[36]

Mt(x) ds(x)
x(x) = XI

4.G(x) . Q(x) &(x)

Reemplazando la integral por la sumatoria cuando la relacion entre "s" y "e" es una funcién de dificil
establecimiento, dando resultados muy satisfactorios:

Mt(x)
4.G(x) . Q*(x)

« Z As(X) 37]

x(X) = o )
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Cuando todos los tramos de la sumatoria han sido adoptados o establecidos de la misma magnitud

(longitud), la [37] se transforma en la [38], debido a que As(x) sale fuera de la misma:
Mt(x) . As(x) 1
X) = X 38
ey 4.G(X) . Q%) 2w 138]

Cuando e,,(X) es constante para cada uno de los distintos tramos en que puede asumirse conformada la
seccion, la [38] se transforma en la [39]:

x(X) =

Mt(x) . s(x)
4.G(x). Q4X) . e(x)

[39]

Finalmente, si a lo largo de toda la barra o de un tramo de la misma se verifica que: Mt(x) = cte, s(x) =
cte, G(x) = cte, Q(x) = cte y e(x) = cte; la expresién [39] se transforma en la [40]:

x(X) =

4.G.0%. e

Mt. S
[40]

03.04 - SECCION ABIERTA DE PARED DELGADA:

03.04.01 -

NOMENCLATURA PARTICULAR:

La siguiente nomenclatura que se expone corresponde exclusivamente a barras rectas de seccion abierta
de pared delgada.

Tmax(X)

TMin(X)

T(X) :

EMAX -

ewax(X)

EmiN -

ewvin(X)

Funcion tensién tangencial maxima calculada para el maximo espesor de pared de las
secciones.

Funcion tension tangencial minima calculada para el minimo espesor de pared de las
secciones.

Funcion tensién tangencial calculada para una fibra que se ubica en un sector de la seccién
con un espesor de pared igual a "e;".

Espesor maximo de pared de la seccion. Se utiliza para determinar la tension tangencial
minima en dicha seccion.

Funcion espesor maximo de pared de la seccidén. Se utiliza para determinar la tension
tangencial minima.

Espesor minimo de pared de la seccion. Se utiliza para determinar la tension tangencial
maxima en dicha seccion.

Funcion espesor minimo de pared de la seccion. Se utiliza para determinar la tension
tangencial maxima.
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€. Espesor de pared de la seccion en un sector determinado de la misma. Se utiliza para
determinar la tensién tangencial en dicho sector de la seccién.

e(X) : Funcién espesor de pared de la seccion en un sector determinado de la misma. Se utiliza para
determinar la tensién tangencial en dicho sector de la seccién.

Jr @ Mddulo de torsién de una seccion.

J1(X) : Funcién médulo de torsion de las secciones de la barra.

i : Longitud de un tramo de los lados de una seccion abierta de pared delgada.
li(X) : Funcion longitud de un tramo de los lados de una seccion abierta de pared delgada.

L : Longitud de la barra o de un tramo de la misma

03.04.02 - EXPRESIONES MATEMATICAS:

T(X) = ZA:((:)) X e(x)
) = S X eu
() = - X eun
= Y
Mt(x)
0(x) = J.W X dx

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

Si a lo largo de toda la barra o de un tramo de la misma se verifica que: Mt(x) = cte, G(x) = cte y J(x) =
cte; la expresion [45] se transforma en la [46]:

Mt. L

0(x) = G

[46]

Las expresiones equivalentes del &ngulo especifico de torsion o curvatura de torsion son las siguientes:
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Mt(x)

= S5

Si a lo largo de toda la barra o de un tramo de la misma se verifica que: Mt(x) = cte, G(x) = cte y J(x)

cte; la expresion [47] se transforma en la [48]:

Mt

W)= 5 3,
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