
Análisis Elastoplástico – Solicitación a Torsión

Manuela Medina, Constanza Ruffinelli, Tania Poletilo

Universidad de Buenos Aires Estabilidad II

𝜏𝛾 𝜒 → ∞𝑀𝑝

𝑀𝑒

𝜒

𝑀𝑡



A
n
á
lis

is
 E

la
s
to

p
lá

s
ti
c
o
 –

S
o
lic

it
a

c
ió

n
 a

 T
o
rs

ió
n

2

Repaso teórico

Mt

Corona 

plástica

Núcleo 

elástico

𝜏𝛾

𝜏
EPI

𝛾
G

𝜏𝑓



3

A
n
á
lis

is
 E

la
s
to

p
lá

s
ti
c
o
 –

S
o
lic

it
a

c
ió

n
 a

 T
o
rs

ió
n

𝑀𝑡 = න𝜏 ∙ 𝑟 𝑑𝐴

𝜏 =
𝑀𝑡 ∙ 𝑟

𝐽𝑝

Hipótesis 

tomadas

Tengo que plantear 

integrales!

Coulomb Para torsión en régimen elastoplástico nos 

restringimos a la teoría de Coulomb

LC, LE, LM 

Material continuo, isótropo y homogéneo 

Hipótesis de secciones planas

𝛾

EPI
𝜏

G

𝜏𝑓

𝑀𝑡𝑒 = Momento de encuentro plástico

𝑀𝑡𝑀𝑡

𝜏𝛾
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EPI
𝜏

𝛾
G
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Descarga

La descarga 

siempre es lineal

𝜏𝛾

𝑀𝑡 𝑑𝑒𝑠𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎 𝑀𝑡 𝑑𝑒𝑠𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎

𝑀𝑡 𝑑𝑒𝑠𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎
= −𝑀𝑡 𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎
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Descarga

𝛾 𝜏

Carga

Residual



Ejercicio:

- Calcule las tensiones debidas a 𝑀𝑡 =
𝑀𝑒+𝑀𝑝

2
, siendo 𝑀𝑒: momento de 

encuentro plástico y 𝑀𝑝: momento de plastificación total.

- Descargue la sección y calcule tensiones y deformaciones residuales.

- Construir el diagrama momento-curvatura.

𝐷 = 20 ⋅ 𝑐𝑚
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𝜏𝑓𝑙𝑢𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 = 100 𝑀𝑃𝑎

𝐺 = 80 𝐺𝑃𝑎

𝛾𝑓𝑙𝑢𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 =
𝜏𝑓𝑙𝑢𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎

𝐺
= 1,25 ⋅ 10−3
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Cálculo de 𝑀𝑒

𝑀𝑒𝛾

El diagrama de deformaciones

SIEMPRE es lineal

𝜏

El momento de encuentro plástico es aquel 

para el cuál se plastifica la primera fibra 

¿A qué llamamos momento 

de encuentro plástico?

𝑀𝑡 = ∫ 𝜏 ⋅ 𝑑 𝑑𝐴

𝛾𝑓

Como es el caso límite, las ecuaciones de la 

teoría de la elasticidad se siguen cumpliendo 

y las tensiones tangenciales son lineales

𝑀𝑒
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𝜏(𝑟) =
𝑀𝑡

𝐽𝑝
⋅ 𝑟Teoría de Coulomb𝜏 𝑀𝑒

𝜏𝑓

Como la fibra exterior es la que plastifica sabemos que:

𝜏 𝑅 = 𝜏𝑓 𝑅 =
𝐷

2
= 10 𝑐𝑚

𝜏𝑓 =
𝑀𝑒

𝐽𝑝
⋅ 𝑅 𝐽𝑝 =

𝜋

32
⋅ 𝐷4 = 15707,96 𝑐𝑚4

𝑀𝑒 = 𝜏𝑓 ⋅
𝐽𝑝

𝑅
= 10

𝑘𝑁

𝑐𝑚2
⋅
15707,96 𝑐𝑚4

10 𝑐𝑚
= 157,08 kN 𝑚

𝜒𝑒 =
𝑀𝑒

𝐺 ⋅ 𝐽𝑝
=

157,08 𝑘𝑁 𝑚

80 𝐺𝑃𝑎 ⋅ 15707,96 𝑐𝑚4
= 1,25 ⋅ 10−2

1

𝑚

Ésta fórmula es válida 

SOLO en régimen 

elástico

𝜒𝑒 =
𝛾

𝑟
=
𝛾𝑓

𝑅
=
1,25 ⋅ 10−3

10 ⋅ 𝑐𝑚
= 1,25 ⋅ 10−2

1

𝑚

Siempre es válida



9

A
n
á
lis

is
 E

la
s
to

p
lá

s
ti
c
o
 –

S
o
lic

it
a

c
ió

n
 a

 T
o
rs

ió
n

¿A qué llamamos momento 

de plastificación total?

Es la situación ideal en el cuál la 

totalidad de las fibras de la 

sección se plastificaron

¿Que implica la 

plastificación total?

𝜒 → ∞ 𝛾 → ∞

𝜏 𝑟 = 𝑐𝑡𝑒 = 𝜏𝑓

𝑀𝑝

𝑀𝑡 = ∫ 𝜏 ⋅ 𝑑 𝑑𝐴

𝑑 = 𝑟

𝑑𝐴 = 𝑟 ⋅ 𝑑𝑟 ⋅ 𝑑𝜃

𝑀𝑝 = න
0

2𝜋

න
0

𝑅

𝜏𝑓 ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑑𝑟 ⋅ 𝑑𝜃 = 2𝜋 ⋅ 𝜏𝑓 න
0

𝑅

𝑟2 𝑑𝑟 =
2𝜋

3
⋅ 𝜏𝑓 ⋅ 𝑅

3

𝑀𝑝 =
2𝜋

3
⋅ 10

𝑘𝑁

𝑐𝑚2
⋅ 10 𝑐𝑚 3 = 209,44 𝑘𝑁 𝑚

𝜏𝑓

Cálculo de 𝑀𝑝

𝛾𝜏



Cargo la sección con 𝑀𝑡 =
Me+Mp

2
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𝑀𝑡 =
Me +Mp

2
=
157,08 kN 𝑚 + 209,44 𝑘𝑁 𝑚

2
= 183 𝑘𝑁 𝑚

𝑀𝑡
𝛾

𝛾𝑓

𝛾𝑚á𝑥 > 𝛾𝑓

𝑀𝑡

𝜏

𝜏𝑓

Cuando realizo la carga, las tensiones 𝜏 NUNCA pueden ser 

mayores a la tensión de fluencia y ese valor se alcanza en todo 

punto donde  𝛾 ≥ 𝛾𝑓. Los puntos que no alcanzaron la deformación 

de fluencia siguen comportándose linealmente.
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𝑀𝑡
𝜏

𝜏𝑓

𝑥

𝑀𝑡 = ∫ 𝜏 ⋅ 𝑑 𝑑𝐴

Función partida 𝜏(𝑟) = ቐ
𝜏 =

𝜏𝑓

𝑥
⋅ 𝑟 𝑠𝑖 0 < 𝑟 ≤ 𝑥

𝜏 = 𝑡𝑓 𝑠𝑖 𝑥 < 𝑟 ≤ 𝑅

𝑑 = 𝑟

𝑑𝐴 = 𝑟 ⋅ 𝑑𝑟 ⋅ 𝑑𝜃

𝑀𝑡 = න
0

2𝜋

න
0

𝑅

𝜏 𝑟 ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 = 2𝜋 ⋅ න
0

𝑥 𝜏𝑓

𝑥
⋅ 𝑟 ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑟 𝑑𝑟 + න

𝑥

𝑅

𝜏𝑓 ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑟 𝑑𝑟

𝑀𝑡 = 2𝜋 ⋅
𝜏𝑓

𝑥
න
0

𝑥

𝑟3 𝑑𝑟 + 𝜏𝑓 න
𝑥

𝑅

𝑟2 𝑑𝑟 = 2𝜋 ⋅
𝑡𝑓

𝑥
⋅
𝑥4

4
+ 𝑡𝑓 ⋅

𝑅3 − 𝑥3

3

𝑀𝑡

2𝜋
= 𝜏𝑓 ⋅

𝑥3

4
+ 𝜏𝑓 ⋅

𝑅3

3
− 𝜏𝑓 ⋅

𝑥3

3
= 𝜏𝑓 ⋅ −

1

12
⋅ 𝑥3 +

𝑅3

3
𝑥 =

3

−12 ⋅
𝑀𝑡

2𝜋 ⋅ 𝜏𝑓
−
𝑅3

3
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𝑥 =
3

−12 ⋅
𝑀𝑡

2𝜋 ⋅ 𝜏𝑓
−
𝑅3

3
=

3
−12 ⋅

183 𝑘𝑁 𝑚

2𝜋 ⋅ 10
𝑘𝑁
𝑐𝑚2

−
(10 𝑐𝑚)3

3
= 7,96 𝑐𝑚

𝜒 =
𝛾𝑚á𝑥

𝑅
=
𝛾𝑓

𝑥
=
1,2 ሶ5 ⋅ 10−3

7,96 cm
= 0,0157

1

𝑚
𝛾𝑚á𝑥 =

𝛾𝑓

𝑥
⋅ 𝑅 = 0.0157

1

𝑚
10 𝑐𝑚 = 1,57 ⋅ 10−3

Carga
𝑀𝑡

𝛾𝑓

𝑀𝑡𝜏

𝜏𝑓

𝛾

𝛾𝑚á𝑥 = 1,57 ⋅ 10−3



Descarga

Siempre es elástica
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Puedo utilizar las ecuaciones 

de la Teoría de Coulomb

𝑀𝑡

𝛾 𝛾𝑚á𝑥 > 𝛾𝑓

𝑀𝑡

𝜏 𝜏𝑚á𝑥 > 𝜏𝑓

𝜏(𝑟) =
𝑀𝑡

𝐽𝑝
⋅ 𝑟

𝜏𝑚á𝑥 =
𝑀𝑡

𝐽𝑝
⋅ 𝑅

𝛾𝑚á𝑥 =
𝜏𝑚á𝑥

𝐺

𝜏𝑚á𝑥 =
183 ⋅ 𝑘𝑁 ⋅ 𝑚

15707,96 ⋅ 𝑐𝑚4
⋅ 10 ⋅ 𝑐𝑚 = 11,65

𝑘𝑁

𝑐𝑚2
𝛾𝑚á𝑥 =

11,65
𝑘𝑁
𝑐𝑚2

80 𝐺𝑃𝑎
= 1,45 ⋅ 10−3

𝜏𝑥 =
𝜏𝑚á𝑥

𝑅
⋅ 𝑥 = 9,27

𝑘𝑁

𝑐𝑚2



Tensiones residuales
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𝑀𝑡

𝜏𝑓

𝑀𝑡

𝜏𝑚á𝑥 = 11,65
𝑘𝑁

𝑐𝑚2

𝜏𝑥 = 9,27
𝑘𝑁

𝑐𝑚2

𝜏1 = 𝜏𝑓 − 𝜏𝑚á𝑥 = 1,65
𝑘𝑁

𝑐𝑚2

𝜏2 = 𝜏𝑓 − 𝜏𝑥 = 0,73
𝑘𝑁

𝑐𝑚2

𝜏1

𝜏2



Deformaciones residuales
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𝑀𝑡

𝛾𝑚á𝑥 = 1,57 ⋅ 10−3

CARGA DESCARGA

𝑀𝑡

𝛾𝑚á𝑥 = 1,45 ⋅ 10−3 𝛾𝑟𝑒𝑠 = 1,14 ⋅ 10−4

RESIDUAL

¿Es la única forma de calcularlas?

𝜒𝑟𝑒𝑠 =
𝛾𝑟𝑒𝑠
𝑅

= 1,14 ⋅ 10−3
1

𝑚



Diagrama momento-curvatura
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𝜒 → ∞
𝑀𝑝

𝑀𝑒

1,25

𝜒 10−2
1

𝑚

𝑀𝑡

𝑀𝑒 +𝑀𝑝

2

𝜒𝑟𝑒𝑠 = 0,114

1,57
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