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Repaso teorico
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Estado de Deformaciones

Deformaciones y direcciones principales

Tpl - =& — ([Tpl—&UD- -7 = —  det(IMD =0
Las direcciones principales son los autovectores de [Tp], y son las mismas que [Tr]

y |&i| son las deformaciones principales, y son los autovalores de [Tp]

det((M)=¢3—-Leg?+L&—13=0
Invariantes: I, = tr(Tp) L, =1, (112 — tr([Tp] - [TD])) I; = det(Tp)
ey = tr(Tp)
Clasificacion del estado de deformaciones:
I3 #0 — Estado triple  (Ninguna deformacion principal es igual a cero)

I; =0y I, #0 — Estado doble (Una deformacion principal es igual a cero)

I3 = 01 yi% =0 — Estado simple (Dos deformaciones principales son iguales a cero)
Yy i



Introduccion a las ecuaciones constitutivas

Ecuaciones constitutivas

L a estatica relaciona fuerza con tension
(cualquier material)

La cinematica relaciona desplazamiento
con deformacion (cualquier material)

Las ecuaciones constitutivas relacionan
tension con deformacion
(dependen del material)

Las ecuaciones constitutivas cierran la

cadena de calculo

Fuerza

Estatica

Y

Deformacio

Cinematica

Desplazamiento




Introduccion a las ecuaciones constitutivas

Relaciones para materiales Isotropos
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Introduccion a las ecuaciones constitutivas

Relaciones para materiales Isotropos

R Y Lok A
E E E . £ E E|
u 1 U x 01 y x
-~ = ——= 0 0 O g l=l-= = -—=|-|©
€x E E E O _ y I = y
€ 1 o Como normal y tangencial €z 0z
. -L -2 2 00 of|g ta desacoplad wo_uo 1
€z _| E E FE | oz esta desacoplado - "F I
zgxy 1 Txy >
2e,, 0 0 0 c 0 0| |,
2¢ 1 T
yz yz Ty _ Txz _ Tyz
A A qv=3¢ T TG
1
0 0 0 0 0 =
G
Si lo quieren escribir como . =10 B K
sistema de ecuaciones: * EY EY E*
1 2 2
&y = 50y EO'x—EO'Z
I S
&, EO'Z—EUy—EO'x

Estas relaciones son validas para cualquier sistema de coordenadas.
Por lo tanto en coordenadas principales es lo mismo



Tensiones y Deformaciones

Ejercicio 1: Calcular tensiones, fuerzas, Lfinal,
AL, Volumen y AVolumen

y4 l l l l H Infinitamente rigido Datos:

’ a=8m u=20,3

a Pz = 0,4 kN /cm?
E = 21000 kN /cm?

Vista en oL
planta Hipotesis:

« “canaleta roja” es infinitamente rigida
« Rozamiento nulo

« Peso del cubo despreciable

> X



Tensiones y Deformaciones

¢, Qué cosas conocemos?

Op = 77— Exx= 0
oy = 0 Eyy = 7+
o, = —Pz Eyy = 17—
y
Tij = 0 Yij= O

o o o kN
€x=fx_/1{_”fz=0 by 0, =—p-Pz=-012—

cm?

Oy O o
ey=—u—x+%—,u—z — .sy=+7,42°10‘6

E E
(o) 0. (o)
€z = _fo—% EZ ey e =—173" 107>




Tensiones y Deformaciones

1. Tensiones y Fuerzas

kN

Oy = —0,12—C1n2 Oy = 0—sz
E, = 012kN A F—OkN A = OkN

X T em? Yo “em?2 U

sy Qué valor de area tomamos?

Suponiendo pequeias |
deformaciones ‘

F, = —7,68 kN E, = 0 kN

0, =—Pz=—04——

Tomo el area inicial
A = a? = 64 cm?

F, = —25,6 kN




Tensiones y Deformaciones
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2. Lfinal y AL

Xf—Xi AX
= = =0 by Xf =Xi=a=8cm Xf =8cm
T Ty Xi / f
Yf—Yi AY AY
&, = f - ‘ — - — = 7,43 . 10_6 —_— Yf = 8cm + 7,43 y 10_6 - 8cm
Y Yi Yi 8cm
Yf =8,00006 cm
Zf —7Zi AZ AZ
&, = f - ‘ = = — = —1,73 . 10_5 —_— Zf = 8cm — 1,73 . 10_5 - 8cm
/1 Zi 8cm

Zf =7,99986 cm

iMuy pequeias deformaciones!



Tensiones y Deformaciones
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3. Volumen final y AVol

Voli = 512 cm? Vol f =Xf-Yf-Zf

Volf=Xi(1+€x)-Yi-(1+sy)-Zi-(1+€Z)=

Volf =Voli-(1+e+e,te, a6t 6,16 6 tep-66)=

\ J
|

despreciable

_Volf =Voli AVol  AVol
YVoL="yoli Voli (512cm)3

=Traza = & + &, + &, = —9,87-107°

> Invariante 1

Vol f =Voli+ AVol = 512cm3 - (1 + gy,;) = 512cm3 - (1 + (—9,87 - 1079))

Vol f = 511,995 cm? AVol = —5,05344 - 10~ 3cm3




Ejercicio 2: A partir del estado de tensién dado:

a) Determinar el tensor de tensiones en terna principal. Clasificar

b) Determinar el tensor de deformaciones en terna “xyz”.

c) Determinar el tensor de deformaciones en terna principal. Clasificar

d) Calcular para el plano m el vector tension y el vector deformacion.
0
(O]
I5 Y Datos
S :
s ‘ (,)'y
S Y 1
15 T/ — E = 210000 MPa u=0.3
> . / yZ X V2
$ (T Nn = 1 E
c 5 X
S 2 G = = 80769,23 MP
- | i 2-(1+p *
= Lzyl. . —

X Normal al plano & respecto a la terna “xyz”
Importante e)
El vector normal "7,.“ puede estar
Z referido a cualquier terna.
El problema debe aclarar a cual
corresponde.
lowll = [loy || = ey | = S0MPa i

12




Tensiones y Deformaciones
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Determino tensor de tensiones a partir de los datos:

ag
2y
’y Sabiendo que:
7
& 05" loxll = ”031” = ”sz” = 50MPa
1T zy . _ ) Por teorema de Cauchy:

X

l7yzll = llzzy | = 50 MPa

Ademas a partir del cubo elemental dado se sabe que:

UzszyZTyxZTxZZszZO

Entonces el tensor de tensiones queda:

50 O 0 Importante: Siempre que escribimos
[Telxyz = [ 0 -50 50] MPa un tensor debemos indicar en que
0O 50 O terna estamos trabajando

Como en el plano “x” no hay tensiones tangenciales podemos asegurar que la direccion x es
una direccion principal, por lo tanto o, e€s una tension principal.



Tensiones y Deformaciones
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a) Tensor de tensiones en terna principal

50 0 0 Para calcular las tensiones principales tengo que resolver:
[Telxyz = [ 0 -50 50] MPa
0 50 0 det((M) =03 -1 0+, 0,—13=0
Invariantes: I, = tr(Ty) L, =1, (112 —tr([Tr] - [TT])) Iz = det(Ty)
I; = 0 MPa I, = —5000 MPa? I3 = 125000 MPa?
Estado de tension — I3 0 I > Estado triple de tensién
o, = —80,9 MPa
g;3 + (=5000 MPa?) - 0; — 125000 MPa3 = - o, = 30,9 MPa
o, = 50,0 MPa
. 50 0 0
Las tensiones debo ordenarlas en N
el tensor tal que: o0; > g, > 03 ' v Ttlizs = [ 8 3(())'9 800 9 MPa

Calculo las direcciones principales para definir la terna “123”



Tensiones y Deformaciones
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1
Como se que “X” es una direccion principal . ) N = (0)

- Calculo el vector asociado a g, = 30,9 MPa

50 — 30,9 0 0 a, a, =0
0 ~50—-309 50 | MPa- <b2> — 0
0 50 0—30,9 ¢ —80,9-b, +50-c, = 0

80,9 0 Normalizo . 0
C, = =0 . bz = 1,618 - b2 :> N, = 1 [ V) ﬁz — <0,526>

1,618 0,851

- Calculo el vector asociado a g; = —80,9 MPa

Tengo dos opciones:

- Realizo el mismo procedimiento que para calcular 1,

- Sabiendo que o; # g, # 03 se que las direcciones principales asociadas a los mismos
son perpendiculares entre si

1 0 0
0 0,851 0,526



b) Calculo el tensor de deformaciones en terna “xyz”

50 0 0 Ecuaciones constitutivas Ex  Exy Exz
[Telxyz = [0 —50 50| MPa < > [Talyyz = [exy Ey syzl
0 50 0 Exz Eyz &

Ecuaciones constitutivas

% _L (6, + ) °0 MPa 0.3 (=50 MPa + 0) = 3,095 - 1074
&y =———=-\0y,+0,) = — (— a =3, .
*TFE E VY7 727210000 MPa 210000 MPa
g, U —50 MPa 0,3 4
=2_Z. — - . (50 MPa + 0) = —3,095 - 10
& =% ~g (% T 9) = 575000 MPa _ 210000 MPa . a+0)

0 MPa 0,3
- = _ . (50 MPa — 50 MPa) = 0
T F T F (0 + o) 510000 MPa 210000 MPa. - @ a)

Tensiones y Deformaciones

Yxy _ Txy _ 0 MPa 0 _ Yxz  Txz 0 MPa _
2  2-G 2-80769,23 MPa txz =7 2-G  2-80769,23 MPa

0

- Yyz _ Tyz _ 50 MPa
vz 2 2-G 2-80769,23 MPa

=3,095-107*

16




Tensiones y Deformaciones
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Entonces el tensor de deformaciones queda:

3,095 0 0
[Taleyz=| 0  —3,095 3,095[- 10*
0 3095 0

c) Tensor de deformaciones en terna principal

g 0 0 (Tp]l =& lID -7 =0
[Talizz =10 & O
0 0 &

det(IM) =¢3—Lg?+ L, e—13=0

Realizo el mismo procedimiento que para el calculo de tensiones y direcciones principales

Pero ¢es la unicaforma?
Hay una forma mucho mas facil y sobre todo mas corta de calcular el tensor de deformaciones

Las ecuaciones constitutivas relacionan las tensiones con las deformaciones, para cualquier
terna. Por lo tanto, teniendo el tensor de tensiones principales, puedo calcular directamente
las deformaciones principales.
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50 0 0
[Tt]123 =10 30,9 0 MPa
0 0 —80,9
S e S >0 MPa 0,3 (30,9 MPa — 80,9 MPa) = 3,095 - 10~*
8T F TE V92797510000 MPa 210000 MPq  “0 0 T HE T ORI MEA =9,
_2_E (0, + 03) = 50,9 MPa 0.3 (50 MPa — 80,9 MPa) = 1,913 - 10~*
2= F TF ‘91797510000 MPa 210000 MPa a—ob7Mra) =1,
o U —80.9 MPa 0.3 )
; =E3—E-(al+az) = Sro000MPe ~ 3To000Tp - (50 MPa + 30,9 MPa) = ~5,008 - 10
3,095 0 0
[Ty]li23 = 0 1,913 0 . 104 Estado triple de deformacion
0 0 —5,008

Las direcciones principales son unicas, por lo tanto:

1 0
771 = 0) ﬁz = <0»526> 773
0 0,851

0
(—0,851)
0,526



Tensiones y Deformaciones
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d) Vector tension y vector deformacion para el plano

1
vz — Utilizo [Tl.cy.
= 1 Normal al plano & respecto a lajterna “xyz
\/_j y[Td]xyz
0
1
Pz = [Telayz - 7 [500 go 50()] MP \/15 (50 >0 50>TMP
Prn = Utlxyz "N = - a- = T Y= = a
— 2 N2 2
0 50 O V2
0
1
__ . (50 50 50 V2 B
On = Prn " Nn = 2 _\/f 7 MPa-| 1 = 0 MPa 0, =0, A, =(0 0 0)MPa
V2
0
_ <50 50 50)T p
T = — 0, = — —_—— B — a
T pTL’ A \/E \/E \/E



- Vector de deformacioén

3,095 0 0
& =[Talxyz Hix=| 0  —3,095 3,095|-107*-
0 3,095 0

= (2,188 -2,188 2,188)T-107*

ek

g =%, -fi, = (2,188 —2,188 2,188)T-107%-

°oSl=Sle
I
o

Tensiones y Deformaciones

g=¢&N,=0 0 0)

=&, —¢ =(2,188 —2,188 2,188)T-107*

20




Ejercicio 3: Para el punto “A” de un solido

1) Determinar el Tensor de Tensiones en la terna (X, y, z)
2) Clasificar el estado tensional del punto “A”

(7p]
2
o
S
£
o
A z1 o,
> 1
0
c T
o zy
‘m >
4
o —_
Txz Y [Trlxyz = Txy %y Tzy
‘ Txz lyz Oy
Oy Txy |tyx Y

21



Datos

Material: E = 200.000 MPa
u = 0,25

Por la accion de fuerzas en equilibrio, se dan las siguientes cuestiones:

A) Solo un angulo entre dos de las rectas inicialmente perpendiculares
cambia su valor a a,x = 89,8°.

B) En direccion perpendicular a las dos anteriores (Y) el solido tiene
impedido deformarse axialmente.

Tensiones y Deformaciones

C) Hay una variacion de volumen del cubo elemental &, = —8 - 10~*.

D) Para un plano dado (11) se conoce la tension normal al mismo
o, = —200 MPa, y con angulos a los ejes (X,Y,Z2)=(30,90,60)°




Tensiones y Deformaciones

A) Solo un angulo entre dos de las rectas inicialmente perpendiculares
cambia su valor a azy = 89,8°.

A A
' ’ Por Hip. de pequefias deformaciones
sen(@)~tan(0)~06
VZX -3 .
Ezx = &xz =—=1,75-10 En radianes
Vzx 2
222 =010
2
£y = 2 G = ——— = 80000 MPa
202G 2(1+ )
Ty = Tyy = 279,25 MPa o, 0 279,25
[Trlxyz = 0O g 0 MPa
’[yx = ’[xy = sz = Tyz = 279,25 0 0,



“Las deformaciones longitudinales, dependen exclusivamente de las tensiones
normales y son las responsables del cambio de volumen”

B) En direccion perpendicular a las dos anteriores (Y) el solido tiene
iImpedido deformarse axialmente.

&

5 & =0

g

£ 1

S €Y=E(UY_H'UX_H'02)=O
ol

>

&

C p— p— .

g oy = u(ox + 07) = 0,25 - (oxy+0,) @)
(<))

}_

C) Hay una variacion de volumen del cubo elemental &, = —8 - 107%.

0
gy = &y +‘§\+ g, =—8-10"*

24




Tensiones y Deformaciones

25

/ \/ \
1 1

EV=E(0X—.U'UY—.U'UZ)+E(UZ—.U‘UX—H'UY)=—8'10_4

1-woy—2u-op,+(1—-—po,=-8-10"*-F
0,75 oy — 0,5 0y + 0,75 0, = —160 MPa

1,5 (ox+ 07) +320 MPa =0, @

Uniendo (1) con (2) obtenemos o,= —0, — 256 MPa (3




D) Para un plano dado (1) se conoce la tension normal al mismo
o, = —200 MPa, y con angulos a los ejes (X,Y,Z2)=(30,90,60)°

cos(a,) \/§/2
{nn} — COS((Xy) - 0
cos(a,) 0,5

El vector tension asociado al plano T

{on} = [Trlxyz - {ng}

Tensiones y Deformaciones

V3
o 0 279,25 V3/2 = " 0x T 0,5-279,25
{pn}: 0 0y, 0 MPa - 0 = 0
279,25 0 o, 0,5

V3
0,57, + 279,25

26



Tension normal asociada al plano 1

|{O-TL'}| = {pn}T . {nn}

T

V3 0527925

2 O T 0ol V3/2
% {o} = 0 MPa-| o |=-200MPa
S V3 0,5
5 0,50, +— 279,25
£ 2
O
()
(@)
2 J3
= 0,75 - oy + 0,25 - 05 + — - 279,25 MPa = —200 MPa 0
B 2
G

Uniendo (@) con (4) obtenemos oy = —755,68 MPa

o, = 499,68 MPa

De (2) obtengo oy = —64 MPa
27




Tensiones y Deformaciones

28

1) Determinar el Tensor de Tensiones en la terna (X, Y, z)

Ox Tyx Tz —755,68 0 279,25
|Trlxyz = (Txy Oy TZJ/) = ( 0 —64 0 )MPa

Txz Tyz Oy 279,25 0 499,68
2) Clasificar el estado tensional del punto “A”
I; = det([Trlxyz) # 0

Estado triple (o espacial) de tensiones




