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Repaso teórico
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𝜀𝑛 = 𝑇𝐷 ∙ 𝑛ු

𝜀𝑛 = 𝑇𝐷 ∙ 𝑛ු

Dirección principal es cuando

𝜀𝑙 = 𝜀𝑛 ∙ 𝑛ු

ഥ𝜀𝑙 = 𝜀𝑙 𝑛ු ഥ𝜀𝑙 = 𝜀𝑛 − ഥ𝜀𝑙

𝜀𝑛 = ഥ𝜀𝑙

𝑇𝐷 ∙ 𝑛ු = 𝜀𝑙 ෕𝑛



Tensiones y direcciones principales
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𝑇𝐷 ∙ ෕𝑛𝑖 = 𝜀𝑖 ෕𝑛𝑖 𝑇𝐷 − 𝜀𝑖 𝐼 ∙ ෕𝑛𝑖 = 0 𝑑𝑒𝑡 𝑀 = 0

𝑑𝑒𝑡 𝑀 = 𝜀𝑖
3 − 𝐼1 𝜀𝑖

2 + 𝐼2 𝜀𝑖 − 𝐼3 = 0

𝐼1 = 𝑡𝑟 𝑇𝐷 𝐼3 = 𝑑𝑒𝑡 𝑇𝐷𝐼2 = Τ1 2 𝐼1
2 − 𝑡𝑟 𝑇𝐷 ⋅ 𝑇𝐷Invariantes:

Las direcciones principales son los autovectores de 𝑇𝐷 , y son las mismas que 𝑇𝑇

y 𝜀𝑖 son las deformaciones principales, y son los autovalores de 𝑇𝐷

Clasificación del estado de deformaciones:

𝐼3 ≠ 0 Estado triple (Ninguna deformación principal es igual a cero)

𝐼3 = 0 y  𝐼2 ≠ 0 Estado doble (Una deformación principal es igual a cero)

𝐼3 = 0 y  𝐼2 = 0
y 𝐼1 ≠ 0

Estado simple (Dos deformaciones principales son iguales a cero)

𝜀𝑉𝑖 = 𝑡𝑟 𝑇𝐷
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Ecuaciones constitutivas 

La estática relaciona fuerza con tensión

(cualquier material)
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Fuerza

Estática

Tensión

Deformación

Desplazamiento

Cinemática

Ec. const.

La cinemática relaciona desplazamiento 

con deformación (cualquier material)

Las ecuaciones constitutivas relacionan 

tensión con deformación

(dependen del material) 

Las ecuaciones constitutivas cierran la 

cadena de cálculo
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Relaciones para materiales Isótropos
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Relaciones para materiales Isótropos
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Estas relaciones son validas para cualquier sistema de coordenadas. 

Por lo tanto en coordenadas principales es lo mismo

Como normal y tangencial 

está desacoplado

Si lo quieren escribir como 

sistema de ecuaciones:



Ejercicio 1: Calcular tensiones, fuerzas, Lfinal, 

∆𝐿, Volumen y ∆Volumen

Vista en 

planta
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Infinitamente rígido

Hipótesis:

• “canaleta roja” es infinitamente rígida

• Rozamiento nulo

• Peso del cubo despreciable

𝑎 = 8𝑐𝑚

𝑃𝑧 = 0,4 𝑘𝑁/𝑐𝑚2

𝜇 = 0,3

𝐸 = 21000 𝑘𝑁/𝑐𝑚2

Datos:
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𝜎𝑥 =

¿Qué cosas conocemos?

𝜎𝑦 =

𝜎𝑧 =

𝜀𝑥𝑥 =

𝜀𝑦𝑦 =

𝜀𝑧𝑧 =

𝜏𝑖𝑗 =
𝛾𝑖𝑗 =

x

y

Tenemos por lo tanto 3 incógnitas

𝜀𝑥 =
𝜎𝑥
𝐸
− 𝜇

𝜎𝑦

𝐸
− 𝜇

𝜎𝑧
𝐸
= 0

𝜀𝑦 = −𝜇
𝜎𝑥
𝐸
+
𝜎𝑦

𝐸
− 𝜇

𝜎𝑧
𝐸

𝜀𝑧 = −𝜇
𝜎𝑥
𝐸
− 𝜇

𝜎𝑦

𝐸
+
𝜎𝑧
𝐸

𝜎𝑥 = −𝜇 ∙ 𝑃𝑧 = −0,12
𝑘𝑁

𝑐𝑚2

𝜀𝑦 = +7,42 ∙ 10−6

𝜀𝑧 = −1,73 ∙ 10−5

?−

0

−𝑃𝑧

0

0

?+

?−

0
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1. Tensiones y Fuerzas

𝜎𝑥 = −0,12
𝑘𝑁

𝑐𝑚2
𝜎𝑧 = −𝑃𝑧 = −0,4

𝑘𝑁

𝑐𝑚2
𝜎𝑦 = 0

𝑘𝑁

𝑐𝑚2

𝐹𝑥 = −0,12
𝑘𝑁

𝑐𝑚2
∙ A 𝐹𝑦 = 0

𝑘𝑁

𝑐𝑚2
∙ A = 0kN 𝐹𝑧 = −0,4

𝑘𝑁

𝑐𝑚2
∙ A

¿Qué valor de área tomamos?

Suponiendo pequeños 

desplazamientos y deformaciones
Tomo el área inicial 

𝐴 = 𝑎2 = 64 𝑐𝑚2

𝐹𝑥 = −7,68 𝑘𝑁 𝐹𝑦 = 0 𝑘𝑁 𝐹𝑧 = −25,6 𝑘𝑁
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2. 𝐿𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 y ∆𝐿

𝜀𝑥 =
𝑋𝑓 − 𝑋𝑖

𝑋𝑖
=
∆𝑋

𝑋𝑖
= 0 𝑋𝑓 = 𝑋𝑖 = 𝑎 = 8𝑐𝑚

𝜀𝑦 =
𝑌𝑓 − 𝑌𝑖

𝑌𝑖
=
∆𝑌

𝑌𝑖
=

∆𝑌

8𝑐𝑚
= 7,43 ∙ 10−6 𝑌𝑓 = 8𝑐𝑚 + 7,43 ∙ 10−6 ∙ 8𝑐𝑚

𝑌𝑓 = 8,00006 𝑐𝑚

𝜀𝑧 =
𝑍𝑓 − 𝑍𝑖

𝑍𝑖
=
∆𝑍

𝑍𝑖
=

∆𝑍

8𝑐𝑚
= −1,73 ∙ 10−5 𝑍𝑓 = 8𝑐𝑚 − 1,73 ∙ 10−5 ∙ 8𝑐𝑚

𝑍𝑓 = 7,99986 𝑐𝑚

¡Muy pequeñas deformaciones!

𝑋𝑓 = 8 𝑐𝑚

10

T
e

n
s
io

n
e

s
 y

 D
e

fo
rm

a
c
io

n
e
s



11

3. Volumen final y ∆𝑉𝑜𝑙

Vol i = 8 𝑐𝑚3 Vol 𝑓 = 𝑋𝑓 ∙ 𝑌𝑓 ∙ 𝑍𝑓

𝜀𝑉𝑜𝑙 =
𝑉𝑜𝑙 𝑓 − 𝑉𝑜𝑙 𝑖

𝑉𝑜𝑙 𝑖
=
∆𝑉𝑜𝑙

𝑉𝑜𝑙 𝑖
=

∆𝑉𝑜𝑙

(8𝑐𝑚)3
= 𝑇𝑟𝑎𝑧𝑎 = 𝜀𝑥 + 𝜀𝑦 + 𝜀𝑧 = −9,87 ∙ 10−6

Vol 𝑓 = 𝑋𝑖 1 + 𝜀𝑥 ∙ 𝑌𝑖 ∙ 1 + 𝜀𝑦 ∙ 𝑍𝑖 ∙ 1 + 𝜀𝑧 =

Vol 𝑓 = 𝑉𝑜𝑙 𝑖 ∗ (1 + 𝜀𝑥 + 𝜀𝑦 + 𝜀𝑧 + 𝜀𝑥 ∙ 𝜀𝑦 + 𝜀𝑦 ∙ 𝜀𝑧 + 𝜀𝑧 ∙ 𝜀𝑥 + 𝜀𝑥 ∙ 𝜀𝑦 ∙ 𝜀𝑧) =

despreciable

Invariante I1

Vol 𝑓 = 𝑉𝑜𝑙 𝑖 + ∆𝑉𝑜𝑙 = 512cm3 + 512cm3 ∙ 𝜀𝑉𝑜𝑙 = 512cm3 ∙ (1 + (−9,87 ∙ 10−6))

Vol 𝑓 = 511,995 cm3 ∆𝑉𝑜𝑙 = −5,05344 ∙ 10−3𝑐𝑚3
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Ejercicio 2: A partir del estado de tensión dado:
a) Determinar el tensor de tensiones en terna principal. Clasificar 

b) Determinar el tensor de deformaciones en terna “𝑥𝑦𝑧”.
c) Determinar el tensor de deformaciones en terna principal. Clasificar

d) Calcular para el plano 𝜋 el vector tensor y el vector deformación.

𝜎𝑥 = 𝜎𝑦 = 𝜏𝑧𝑦 = 50𝑀𝑃𝑎

𝐸 = 210000 𝑀𝑃𝑎

Ƹ𝜂𝜋 =

1

√2
1

√2
0

Datos

Normal al plano 𝜋 respecto a la terna “𝑥𝑦𝑧”

Importante

El vector normal " ො𝜂𝜋“ puede estar 

referido a cualquier terna. 

El problema debe aclarar a cuál 

corresponde.

𝜇 = 0.3

𝐺 =
𝐸

2 ⋅ (1 + 𝜇)
= 80769,23 𝑀𝑃𝑎
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Determino tensor de tensiones a partir de los datos:

Sabiendo que:

𝜎𝑥 = 𝜎𝑦 = 𝜏𝑧𝑦 = 50𝑀𝑃𝑎

Por teorema de Cauchy:

𝜏𝑦𝑧 = 𝜏𝑧𝑦 = 50 𝑀𝑃𝑎

𝑇𝑡 𝑥𝑦𝑧 =
50 0 0
0 −50 50
0 50 0

𝑀𝑃𝑎

Como en el plano “x” no hay tensiones tangenciales podemos asegurar que la dirección 𝑥 es 

una dirección principal, por lo tanto 𝜎𝑥 es una tensión principal.

Importante: Siempre que escribimos 

un tensor debemos indicar en que 

terna estamos trabajando

𝜎𝑧 = 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 = 𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑧𝑥 = 0

Además a partir del cubo elemental dado se sabe que:

Entonces el tensor de tensiones queda:
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a) Tensor de tensiones principales  

𝑑𝑒𝑡 𝑀 = 𝜎𝑖
3 − 𝐼1 𝜎𝑖

2 + 𝐼2 𝜎𝑖 − 𝐼3 = 0

𝐼1 = 𝑡𝑟 𝑇𝑇 𝐼3 = 𝑑𝑒𝑡 𝑇𝑇𝐼2 = Τ1 2 𝐼1
2 − 𝑡𝑟 𝑇𝑇 ⋅ 𝑇𝑇Invariantes:

𝑇𝑡 𝑥𝑦𝑧 =
50 0 0
0 −50 50
0 50 0

𝑀𝑃𝑎
Para calcular las tensiones principales tengo que resolver:

𝐼1 = 0 𝑀𝑃𝑎 𝐼2 = −5000 𝑀𝑃𝑎2 𝐼3 = 125000 𝑀𝑃𝑎3

𝜎𝑖
3 + −5000 𝑀𝑃𝑎2 ⋅ 𝜎𝑖 − 125000 𝑀𝑃𝑎3 = 0

𝐸𝑠𝑡𝑎𝑑𝑜 𝑑𝑒 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖ó𝑛 → 𝐼3 ≠ 0 Estado triple de tensión

𝜎𝑏 = 30,9 𝑀𝑃𝑎

𝜎𝑎 = −80,9 𝑀𝑃𝑎

𝜎𝑐 = 50,0 𝑀𝑃𝑎

𝑇𝑡 123 =
50 0 0
0 30,9 0
0 0 −80,9

𝑀𝑃𝑎
Las tensiones debo ordenarlas en 

el tensor tal que:   𝜎1 > 𝜎2 > 𝜎3

Calculo las direcciones principales para definir la terna “123”

T
e

n
s
io

n
e

s
 y

 D
e

fo
rm

a
c
io

n
e
s



15

50 − 30,9 0 0
0 −50 − 30,9 50
0 50 0 − 30,9

𝑀𝑃𝑎 ⋅

𝑎2
𝑏2
𝑐2

= 0

Como se que “x” es una dirección principal Ƹ𝜂1 =
1
0
0

Calculo el vector asociado a 𝜎2 = 30,9 MPa

𝑎2 = 0

−80,9 ⋅ 𝑏2 + 50 ⋅ 𝑐2 = 0

𝑐2 =
80,9

50
⋅ 𝑏2 = 1,618 ⋅ 𝑏2 𝜂2 =

0
1

1,618

Normalizo

Ƹ𝜂2 =
0

0,526
0,851

Calculo el vector asociado a 𝜎3 = 80,9 MPa

Tengo dos opciones:

- Realizo el mismo procedimiento que para calcular Ƹ𝜂2
- Sabiendo que 𝜎1 ≠ 𝜎2 ≠ 𝜎3 se que las direcciones principales asociadas a los mismos son 

perpendiculares entre sí

Ƹ𝜂1 =
1
0
0

Ƹ𝜂2 =
0

0,526
0,851

Ƹ𝜂3 =
0

−0,851
0,526
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b) Calculo el tensor de deformaciones en terna “𝑥𝑦𝑧”

𝑇𝑡 𝑥𝑦𝑧 =
50 0 0
0 −50 50
0 50 0

𝑀𝑃𝑎 𝑇𝑑 𝑥𝑦𝑧 =

𝜀𝑥 𝜀𝑥𝑦 𝜀𝑥𝑧
𝜀𝑥𝑦 𝜀𝑦 𝜀𝑦𝑧
𝜀𝑥𝑧 𝜀𝑦𝑧 𝜀𝑧

Ecuaciones constitutivas 

Ecuaciones constitutivas 

𝜀𝑥 =
𝜎𝑥
𝐸
−
𝜇

𝐸
⋅ 𝜎𝑦 + 𝜎𝑧 =

50 𝑀𝑃𝑎

210000 𝑀𝑃𝑎
−

0,3

210000 𝑀𝑃𝑎
⋅ −50 𝑀𝑃𝑎 + 0 = 3,095 ⋅ 10−4

𝜀𝑦 =
𝜎𝑦

𝐸
−
𝜇

𝐸
⋅ 𝜎𝑥 + 𝜎𝑧 =

−50 𝑀𝑃𝑎

210000 𝑀𝑃𝑎
−

0,3

210000 𝑀𝑃𝑎
⋅ 50 𝑀𝑃𝑎 + 0 = −3,095 ⋅ 10−4

𝜀𝑧 =
𝜎𝑧
𝐸
−
𝜇

𝐸
⋅ 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 =

0 𝑀𝑃𝑎

210000 𝑀𝑃𝑎
−

0,3

210000 𝑀𝑃𝑎
⋅ 50 𝑀𝑃𝑎 − 50 𝑀𝑃𝑎 = 0

𝜀𝑥𝑦 =
𝛾𝑥𝑦

2
=

𝜏𝑥𝑦

2 ⋅ 𝐺
=

0 𝑀𝑃𝑎

2 ⋅ 80769,23 𝑀𝑃𝑎
= 0 𝜀𝑥𝑧 =

𝛾𝑥𝑧
2

=
𝜏𝑥𝑧
2 ⋅ 𝐺

=
0 𝑀𝑃𝑎

2 ⋅ 80769,23 𝑀𝑃𝑎
= 0

𝜀𝑦𝑧 =
𝛾𝑦𝑧

2
=

𝜏𝑦𝑧

2 ⋅ 𝐺
=

50 𝑀𝑃𝑎

2 ⋅ 80769,23 𝑀𝑃𝑎
= 3,095 ⋅ 10−4
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𝑇𝑑 𝑥𝑦𝑧 =
3,095 0 0
0 −3,095 3,095
0 3,095 0

⋅ 10−4

Entonces el tensor de deformaciones queda:

c) Tensor de deformaciones principales  

𝑇𝑑 123 =

𝜀1 0 0
0 𝜀2 0
0 0 𝜀3

𝑇𝐷 − 𝜀𝑖 𝐼 ∙ ෕𝑛𝑖 = 0

𝑑𝑒𝑡 𝑀 = 𝜀𝑖
3 − 𝐼1 𝜀𝑖

2 + 𝐼2 𝜀𝑖 − 𝐼3 = 0

Realizo el mismo procedimiento que para el cálculo de tensiones y direcciones principales

Pero ¿es la única forma? 

Las ecuaciones constitutivas relacionan las tensiones con las deformaciones, no 

importan las ternas. Por lo tanto, teniendo el tensor de tensiones principales, puedo 

calcular directamente las deformaciones principales.

Hay una forma mucho más fácil y sobre todo más corta de calcular el tensor
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𝜀1 =
𝜎1
𝐸
−
𝜇

𝐸
⋅ 𝜎2 + 𝜎3 =

50 𝑀𝑃𝑎

210000 𝑀𝑃𝑎
−

0,3

210000 𝑀𝑃𝑎
⋅ 30,9 𝑀𝑃𝑎 − 80,9 𝑀𝑃𝑎 = 3,095 ⋅ 10−4

𝜀2 =
𝜎2
𝐸
−
𝜇

𝐸
⋅ 𝜎1 + 𝜎3 =

30,9 𝑀𝑃𝑎

210000 𝑀𝑃𝑎
−

0,3

210000 𝑀𝑃𝑎
⋅ 50 𝑀𝑃𝑎 − 80,9 𝑀𝑃𝑎 = 1,913 ⋅ 10−4

𝜀3 =
𝜎3
𝐸
−
𝜇

𝐸
⋅ 𝜎1 + 𝜎2 =

−80,9 𝑀𝑃𝑎

210000 𝑀𝑃𝑎
−

0,3

210000 𝑀𝑃𝑎
⋅ 50 𝑀𝑃𝑎 + 30,9 𝑀𝑃𝑎 = −5,008 ⋅ 10−4

𝑇𝑡 123 =
50 0 0
0 30,9 0
0 0 −80,9

𝑀𝑃𝑎

𝑇𝑑 123 =
3,095 0 0
0 1,913 0
0 0 −5,008

⋅ 10−4 Estado triple de deformación

Las direcciones principales son únicas, por lo tanto:

Ƹ𝜂1 =
1
0
0

Ƹ𝜂2 =
0

0,526
0,851

Ƹ𝜂3 =
0

−0,851
0,526
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Ƹ𝜂𝜋 =

1

2
1

2
0

Normal al plano 𝜋 respecto a la terna “𝑥𝑦𝑧”

d) Vector tensión y vector deformación para el plano 𝜋

Utilizo 𝑇𝑡 𝑥𝑦𝑧

y 𝑇𝑑 𝑥𝑦𝑧

𝜌𝜋 = 𝑇𝑡 𝑥𝑦𝑧 ⋅ Ƹ𝜂𝜋 =
50 0 0
0 −50 50
0 50 0

𝑀𝑃𝑎 ⋅

1

2
1

2
0

=

ሶ
50

2
−
50

2

50

2

T

𝑀𝑃𝑎

𝜎𝜋 = 𝜌𝜋 ⋅ Ƹ𝜂𝜋 =
50

2
−
50

2

50

2
𝑀𝑃𝑎 ⋅

1

2
1

2
0

= 0 𝑀𝑃𝑎

𝜏𝜋 = 𝜌𝜋 − 𝜎𝜋 =
50

2
−
50

2

50

2

T

𝑀𝑃𝑎

𝜎𝜋 = 𝜎𝜋 ⋅ Ƹ𝜂𝜋 = 0 0 0 𝑀𝑃𝑎T
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𝜀𝜋 = 𝑇𝑑 𝑥𝑦𝑧 ⋅ Ƹ𝜂𝜋 =
3,095 0 0
0 −3,095 3,095
0 3,095 0

⋅ 10−4 ⋅

1

2
1

2
0

= 2,188 −2,188 2,188 T ⋅ 10−4

𝜀𝑙 = 𝜀𝜋 ⋅ ො𝜂𝜋 = 2,188 −2,188 2,188 T ⋅ 10−4 ⋅

1

2
1

2
0

= 0

𝜀𝑡 = 𝜀𝜋 − 𝜀𝑙 = 2,188 −2,188 2,188 T ⋅ 10−4

𝜀𝑙 = 𝜀𝑙 ⋅ ො𝜂𝜋 = 0 0 0

- Vector de deformación
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