Estabilidad Ila

Teoria de Barras.

1.

Introduccioén

El objeto del andlisis estructural es, esencialmente, definir un modelo matemético
que posibilite establecer relaciones entre causas y efectos. Se ha visto al describir
el comportamiento de un medio continuo, que se podia conocer el comportamiento
mecanico del mismo si se estd en condiciones de determinar para cada uno de los
puntos que lo componen el vector estado de tensién y el vector estado de
deformacion, lo cual implica conocer doce valores para cada uno de esos puntos.

Se puede, por lo tanto, definir que en todo medio continuo en equilibrio bajo la
accion de una causa deformante existen doce incognitas por cada uno de los
puntos que lo componen.

Con el fin de poder establecer la posibilidad de determinar esas incognitas se
debe analizar el conjunto de ecuaciones con que se cuenta.

Se ha visto también que es posible plantear tres ecuaciones diferenciales de
equilibrio y tres ecuaciones diferenciales de compatibilidad en torno a cada punto
del medio continuo, lo que sumado a las seis ecuaciones constitutivas que
relacionan tensiones con deformaciones, brindan un sistema de doce ecuaciones
que permitirian la solucién del problema planteado en algunos casos.

Adoptando la hipétesis de Hooke es posible encarar la determinacion de la
relacion entre las causas y los efectos mediante la solucion matemética de las
mencionadas ecuaciones. Este camino es conocido como el de la Teoria
Matematica de la Elasticidad y requiere como es facil de inferir, un gran esfuerzo
matematico.

Este tipo de tratamiento excede los alcances de un segundo curso de Analisis
Estructural. En este curso se procedera a resolver una serie de problemas del tipo
descripto, mediante la adopcion de una serie de hipotesis simplificativas que
permiten, en determinados solidos, obtener resultados con un grado de precision
compatible con el que la técnica demanda en determinados casos.

El conjunto de hipétesis mencionadas se aplica a estructuras compuestas por
solidos en los cuales una de sus dimensiones es predominante con respecto a las
restantes, barras, configurando el procedimiento identificado como de la
Resistencia de Materiales Clasica.
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2. Barras. Concepto general

Se denominan barras a los sélidos que tienen una dimensién predominante sobre
las dos restantes. Estos soélidos pueden suponerse generados por el
desplazamiento de una seccion perpendicular a una curva a través del baricentro
de la seccién. La curva directriz se denomina eje de la barra.

Si la seccion permanece constante en el desplazamiento se tendran las barras de
seccion constante. Si el eje de la barra est4 contenido en un plano se tendran las
barras planas y si el eje es recto las barras de eje recto que seran objeto del
estudio a efectuar salvo cuando se aclare especialmente lo contrario.

La definicion de barra tiene un limite impreciso pues el concepto de “dimension
predominante” no es cuantificable. No obstante se comienza a considerar un
so6lido como barra cuando al menos la mayor dimension es al menos el doble de
cualesquiera de las otras dos. La validez de las conclusiones que se obtengan
dependera en la mayor parte de los casos de esta relacion. Debe tenerse presente
esta consideracion al pretender la aplicacion de las relaciones que se obtengan a
través de las hipétesis que se incluyen en la Resistencia de Materiales.

Mas adelante se formularan comentarios sobre la dependencia de los resultados
en funcion de la relacion de dimensiones del sélido en estudio.

Se procurara establecer, para estructuras formadas por barras, un modelo
matematico que posibilite determinar la relacion entre las causas externas a la
estructura y los efectos estaticos y cinematicos asociados a la misma.

FIGURA 1

Para sistematizar el analisis de las barras se utilizara un sistema de referencia en
coordenadas cartesianas locales para cada barra adoptando el eje x en la
direccion del eje de la misma y para los ejes y y z las direcciones que se indican
en la Figura 1. Se consideraré positiva la cara en la cual la normal saliente a la
misma coincide con el sentido del eje x.

Se ha visto, en cursos anteriores, el analisis estatico de sistemas isostaticos
compuestos por barras para los cuales se han determinado las reacciones de
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vinculo y las solicitaciones en las diversas secciones mediante la aplicacion de las
ecuaciones de equilibrio.

Se identificaran las solicitaciones en una seccion genérica mediante el vector
siguiente:

{S}t ={N, Qy, Qz, Mx, My, Mz}t [1]

La fuerza N identifica en la direccion del eje x que con la actuante en la seccion
simétrica en el corte de la barra define el esfuerzo normal, las fuerzas Qy, Q,
definen de la misma manera el esfuerzo de corte en las dos direcciones
contenidas en el plano de la seccién. El momento My define el momento torsor y
los momentos My, M, definen los momentos flectores.

En las estructuras planas el vector solicitaciones se reduce al esfuerzo normal, un
esfuerzo de corte y un momento flector

{S}t ={N, Q, My}t [2]

Tal como se ha visto las ecuaciones de equivalencia son las que vinculan las
solicitaciones en una seccién con las tensiones actuantes en los distintos
elementos superficiales que componen la seccion transversal definida.

Se pueden plantear las ecuaciones de equivalencia para una seccion, en una
barra genérica, en forma matricial como se observa a continuacion a través de las
matrices que se indican en [3]

N 1 000O0O
Qy 0O 0100 O
Qz 0O 000O0 1
S:= H:=
Mx 0 00y 0 -z
My z 00O0O0O
| Mz | |-y 00 0 0O O |

La matriz [H] representa la condicion de reduccién para cada elemento de
superficie de la seccidn transversal

En forma condensada es posible expresar la relacion buscada mediante el
siguiente producto matricial.

{S} = [e[HIx{T}xdF [4]

A la matriz [H] se la denominara matriz estatica dado que vincula dos vectores
cuya magnitud es estética. Al vector {I'} se lo denominara vector estado de
tensién dado que sus componentes identifican las componentes del estado de
tension en torno al punto en estudio.
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Como se ha visto las ecuaciones de equivalencia son ecuaciones de equilibrio que
permiten evaluar el carécter del problema que se analiza desde el punto de vista
estatico. En efecto, si se conoce el vector estado de tensién en todos los puntos
de la seccion transversal el problema es estaticamente determinado dado que es
posible la determinacién de las solicitaciones y con estas cualquier magnitud
estatica asociada a la estructura.

Si se desconoce el vector estado de tension y sélo se conocen las solicitaciones
se esta en presencia de un problema estaticamente indeterminado puesto que el
ndmero de incognitas supera al nimero de ecuaciones que brinda la estatica.

Lo expuesto permite también interpretar al vector solicitaciones como el vector que
contiene la informacién estatica asociada a una determinada seccién de una barra
referida al baricentro de la seccion.

Hipotesis basicas de la Resistencia de Materiales

Se describirdn a continuacion un conjunto de hipotesis que posibilitan encara el
andlisis de una barra en forma simplificada

Principio de Saint Venant

Saint Venant enuncié un principio importante para la simplificacién de los modelos
de analisis que se aplican en sistemas continuos que expresa lo siguiente: en
puntos del continuo suficientemente alejados de los de aplicacion de las
cargas exteriores el estado de tensién es independiente de la forma en que
se aplican las cargas.

En el enunciado de este principio existe la indefinicion propia del término que
define la distancia desde el punto en estudio al punto de aplicacion de las cargas
pero en general se puede considerar suficientemente alejado un punto cuando se
encuentra a una distancia del orden de la mayor dimensién transversal de la barra.

En la Figura 2 se esquematizan tres barras sometidas a la misma fuerza
resultante de traccién pero aplicada con una distribucion distinta sobre la
superficie de la barra. De acuerdo al Principio de Saint Venant el estado de
tension en el punto A, ubicado a una distancia d de la aplicacion de la carga sera
el mismo en los tres casos.

Un corolario que se desprende del principio es que si se aplica un estado de
cargas equilibrado en una direccion transversal al eje de una barra el efecto del
mismo serd nulo a una distancia del punto de aplicacion del orden de la mayor
dimension de la seccién transversal de la barra. En la Figura 3 se indica un caso
de este tipo y la zona en la cual se registran tensiones.

Esta hipdtesis permite utilizar en los andlisis la simplificacién de considerar fuerzas
concentradas, en lugar de cargas distribuidas, siempre que los efectos generados
por las mismas no se deban determinar en proximidades del punto de aplicacion
de las mismas.

Asimismo debe tenerse en cuenta que no seran aplicables las conclusiones que
se obtengan de aplicar esta hipdtesis en aquellas zonas donde se registren
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discontinuidades geomeétricas, tales como nudos o articulaciones. En estas zonas
debera efectuarse un andlisis detallado que considere las condiciones de borde
tanto desde el punto de vista estatico como cinematico recurriendo a la aplicacion
de la Teoria Matematica de la Elasticidad.

\
Q L 1
l FIGURA 3

szi p.df Pzﬁ p.df Pfff p.df

3.2

FIGURA 2

En lo que sigue se considerara aplicable el principio de Saint Venant.
Hipotesis de la seccién plana

En el andlisis de las barras se considerard la siguiente hipotesis cinematica: Los
puntos de una seccién transversal de una barra ubicados en una seccion
transversal a la misma permaneceran en un plano luego de la deformacién
de la misma.

En la Figura 4 se indican 3 puntos ubicados sobre una barra en un estado inicial y
luego de producida una deformacion de la misma. El plano definido por los tres
puntos en la posicion inicial contendra a los tres puntos en la posicién final. Tanto
en la posicion inicial como en la final estos planos permaneceran perpendiculares
al eje de la barra

La adopcion de esta hipétesis permite definir los corrimientos que experimenta
cualquier punto de la seccion transversal conociendo los corrimientos que
experimenta el eje de la barra en su interseccion con la seccion en estudio.
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Sea el baricentro de la seccion transversal en estudio, el cual pertenece al eje de
la barra, en su posicién inicial G; y en su posicion final G¢ ver Figura 4. El
corrimiento se podrd expresar mediante el vector corrimiento {a’c}. Este vector
indicar& el desplazamiento que ha experimentado el punto perteneciente al plano
gue representa. Se puede imaginar el corrimiento posible de este plano
descompuesto en una traslacién y en una rotacion alrededor de ejes que pasan
por el punto que representa la traslacion. El vector corrimiento tiene por
componentes los corrimientos en la direccién de los ejes coordenados.

{a’c}' = {ug, vo, wg }! [5]

La rotacion de la seccion transversal se podra definir mediante un vector giro
cuyas componentes seran los giros en correspondencia con los ejes coordenados

FIGURA 4

t t
{eG} = { OxG, eyG, 0.6 } [6]
Sobre la base de lo expuesto se puede definir el movimiento del plano mediante
un vector que utilice como componentes la traslacion y la rotaciéon. A este vector
se lo denominaré vector del corrimiento generalizado del eje de la barra

{ac) = {ac,0c} [7]
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Si se considera un punto genérico A de la seccidon transversal se definira el
corrimiento de este punto mediante el vector

{aA}t = {Ua, Va, WA}t [8]

A su vez sera posible expresar el corrimiento del punto A en funcion del vector

corrimiento generalizado

La matriz [A4]

{an} = [Ad] x {ac} 9]

se denominara matriz cinematica porque vincula dos magnitudes

cineméticas y sera, de acuerdo a lo que se deduce de la Figura 5, igual a:
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Tensiones normales de direccion perpendicular al eje de la barray tensiones
tangenciales en planos perpendiculares a la seccion transversal

En las barras se asume como hipoétesis simplificativas que las tensiones normales
de direcciones perpendiculares al eje de la barra oy y o, y las tensiones
tangenciales 1, y 1,y de direccion paralela a la seccion son nulas.

Esta suposicion surge de asumir que las cargas transversales a la barra, de
existi, no generan, en general, tensiones normales relevantes en estas
direcciones y por Cauchy tensiones tangenciales significativas. Las dimensiones
reducidas en el sentido transversal y la continuidad de las funciones de tension
facilitan la adopcion de esta hipotesis sin mayores demostraciones.

De existir fuerzas transversales concentradas en superficies muy reducidas, de
acuerdo a lo visto al enunciar el Principio de Saint Venant, las conclusiones que se
obtienen con la aplicacion de la Resistencia de Materiales Clasica no son
aplicables. No obstante en la mayoria de estos casos, las tensiones que se
generan son muy inferiores a las tensiones normales que se desarrollan en la
direccion del eje de la barra lo cual justifica la adopcion de esta hipoétesis.

La consecuencia de la adopcion de esta hipotesis es la obtencion de estados de
tensiones simples o dobles en las barras.

Relacién entre deformaciones en un punto genérico de una seccidn
transversal y el cambio de forma del eje de la barra

Las deformaciones en torno a un punto se han definido mediante el estudio de los
corrimientos relativos con respecto a los puntos contiguos.

Si los corrimientos que experimentan los puntos de una seccion pueden ser
descriptos por los corrimientos que experimenta el eje de la barra, el analisis de
los corrimientos relativos entre dos puntos infinitamente proximos del eje podran
definirse mediante los corrimientos relativos que experimentan dos puntos
contiguos del eje de la barra.

A los efectos de visualizar lo expuesto se supondra que durante la deformacién se
generan corrimientos relativos en la direccion de cada una de las coordenadas
utilizadas para definir el vector {ag}, considerando al efecto el cambio de forma
que experimenta el volumen definido por dos secciones separadas en dx al que
podemos identificar como una “rebanada” de la barra.

Se comienza analizando el corrimiento un corrimiento relativo entre dos puntos
contiguos del eje de una barra en la direccion del eje de la misma
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du]e = du/ox]e dx [11]

Este diferencial sera igual al aumento de distancia en la direccion considerada de
ambas caras de la “rebanada”, tal como se indica en la Figura 6a También se
puede identificar a este corrimiento relativo como la deformacion longitudinal
especifica en la direccibn x en torno al baricentro de la seccion transversal

multiplicada por el espesor de la rebanada

dulc = &c X dx [12]
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Con un razonamiento similar se obtiene en la direccion y, tal como se indica en la
Figura 6b

dv]e = ov/ox]s dx [13]

Este diferencial serd igual al corrimiento relativo de ambas caras de la rebanada
en la direccion del eje y, perpendicular al eje x. El corrimiento debido a un cambio
de forma puede ser identificado como la distorsion angular de los ejes xy
multiplicada por el espesor de la rebanada.

dvle = yxe X dX [14]
Lo mismo ocurre al analizar el corrimiento en la direccion del eje z
dw]e = yxe X dX [15]

Los corrimientos relativos de este tipo son expresables mediante componentes de
deformacion ya analizadas al estudiar el estado de deformacién en torno a un
punto. La situacién cambia cuando debe describirse el giro relativo entre ambas
caras de la “rebanada” luego de la deformacién pues se tiene segln se indica en
la Figura 7a

dOx]c = 00x/0X]c dX [16]

La derivada del giro con respecto a la coordenada x puede ser representada como
la variacion del giro con respecto al arco en la medida en que se considere una
geometria donde la tangente, el seno y el 4ngulo se puedan igualar. En ese caso
la variacién del angulo con respecto a la proyeccion del arco serd igual a la
variacion del angulo con respecto al arco es decir la curvatura. Cuando se verifica
esta condicion se sefiala que se ha adoptado la hipétesis de la Linealidad
Cinematica.

La expresion [15] se transforma en:

d6x]c = %x]e dx [17]
De la misma manera puede interpretarse el giro en las direcciones de los otros
dos ejes:
déy]c = 08y/0X]c dX = yylc dX [18]
do,]c = 00,/0x]c dX = yx]c dx

Derivando la expresion [9] con respecto a x se obtiene
{dan/dx} = [A4] X {dac/dx} [19]
Las componentes del vector del primer miembro de la expresién [19] son por

definicién la deformacion longitudinal especifica en la direccion del eje de la barra
y las distorsiones angulares de las direcciones xy y xz. En el segundo miembro
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se obtienen las deformaciones asociadas a la “rebanada” en analisis referidas, en
el razonamiento realizado, al eje de la barra

{sx, Yxys 'sz}tA = [Aa] X {sx, Yxys Yzxs Axs Ky» XZ}tG [20]

La expresion obtenida permite determinar las componentes del vector estado de
deformacion en cualquier punto de la barra conociendo el cambio de forma que ha
experimentado el eje de la barra.

Si se pretendiese determinar la expresion completa del vector estado de
deformacion en un punto genérico de la seccién transversal deberia completarse
el vector incluido en el primer miembro de la expresion [20] con las restantes
componentes de deformacion que por las hipétesis adoptadas precedentemente
deben tener los siguientes valores

€y = & = -pné& [21]

ddy

FIGURA 7c

olx

z FIGURA 7b

/ 7] |ax

z FIGURA 7a
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dado que por las hipétesis formuladas las tensiones normales en las direcciones y
y z son nulas.

Ademas se verifica que
Yyz = 0 [22]

Si se identifica al vector estado de deformacion con el vector {¥]a en el punto
genérico A cuyas componentes son:

{\P]tA = {sx, €y, €2, Vxyr Yyz ,'sz}tA [23]
es posible transformar la ecuacion [19] en
{¥]'a = [A] x {dag/dx} [24]

que posibilita obtener el estado de deformacion en cualquier punto de la barra. La
matriz [A] se modifica a

1 00 O z -y
-n 00 -p-z p-y

— 00 —u - .
A o U p-z p-y

10-z 0 0

000 O 0

001y o0 0

u = coeficiente de Poisson [25]
5. Relacién entre las solicitaciones y las deformaciones del eje de la barra

De la expresion [4] es posible determinar el estado de tensién en cada punto de la
barra en términos de las deformaciones del eje de la misma mediante la matriz
obtenida con las hipotesis planteadas sobre el comportamiento de los materiales
(Linealidad mecénica, homogeneidad e isotropia)

Se identifica al vector estado de tension como:

{r]tA = {O'x, Gy, Oz, Txy; Tyz ,sz}tA [26]

La matriz que vincula el estado de tension con el estado de deformacién con
ajuste a las hip6tesis mencionadas se identifica como [R] [27]
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La matriz [R] es la inversa de la matriz [F], [R] = [F*

(1 —-p - 0
-un 1 - 0
-u -p 1 0
1
F 2-(1 0 L
= . + —
(1+p) E
1
0 0 O —_—
2:(1+ )
0 0 O 0 _r
L 2(1+p) |
E-E E- E.
~ b 1 ~ 1 0 0
2~u2+u—1 2~u2+u—1 2-u2+u—1
E- E-E E.
u u u 0 0
L 2~u2+u—1 2~u2+u—1 2-u2+u—1
F o E. E. E-E
2 - 2 - 2 - 0 0
2p +p-1 2p +p-1 22p +p-1
0 0 0 2E+ 2Epn 0
0 0 0 0 2E+ 2E-p
0 0 0 0

E: Mddulo de elasticidad longitudinal del material
Se plantea la relacion

{T'la= [RIx {¥]a
Reemplazando en la [24] se obtiene

{T]la= [R] x [A] x {dac/dx}
Sustituyendo en la [4] se obtiene

{S} = J:[H]x [R]x[A] x {dag/dx} x dF

2E+ 2Ep

[29]

Estabilidad Ila

(28]

[30]

Siendo {dac/dx}, el vector que registra el cambio de forma del eje de la barra,
constante para toda la seccion se lo puede extraer de la integral resultando
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il -1 N ‘2 o 0 0 0 zEu -1 N f T4 }'Eu - 2‘;14 ¥
2pS+p-1 2pT+p-1 2ptHp-1 2pT+p-1 2pT+p sl 2t —1
0 2p+2 0 —2-(2-n +2) 0 0
] 0 2p+2 y(2p+2) 0 0
H{R A = 0 (2R +2) yER+2) 2p+Yy + 20+ 2z 0 0
) ’ ot SR 4 5
| _1 2.0° | _1 20 T 2y
P [ T ¢ 0 0 0 1 ZE“ ), r 2| 2 E“ ). ol
2p +p-1 2p“+p-1) 2pT+p-1 2pT+p-1 2pT+p -1 2pT+p-1
AN 5 5
— 20 | - 2 (1L — 2uTy
. p-t L e 0 0 0 O (w-1) _ 2uz i (-1 2wy
K 2 2 | K 2 3 - 3 3
L \2p +p—-1 2p +p-1) 2pS+p-1 2pT+p-1 2pt4+p-1 2pT+p-1]

{S} = {Je[HIx[R]x [AlxdFt {dac/dx}  [31]

Se observa que la integral de la expresion [30] depende de las caracteristicas
geométricas y mecanicas de la seccioén transversal exclusivamente por lo tanto es
posible determinarla con independencia de las causas deformantes que actian
sobre la seccion.

La resolucién de la integral posibilita la obtencién de una matriz que vincula las
solicitaciones en la seccién con el cambio de forma que experimenta el eje de la
barra en correspondencia con la misma.

Si se identifica como [Rs] la matriz resultante se obtiene
[Rs] = {[e[HIx[R]x [A]xdF¢ [32]

EFE 0 0 0 E -ES
0 GF 0 G§ 0 0
0 0 GF GS, 0 0
A -G, G, G, 0 0
ES, 0 0 0 E El,

€S, 0 0 0 -Ei, E)

En esta matriz los términos de cada uno de los elementos se corresponden con
el producto de una de las propiedades de la seccién transversal respecto a un par
de ejes genéricos baricéntricos por uno de los modulos de elasticidad del material
constitutivo de la barra

G: Maodulo de elasticidad transversal
S: Momento estatico
J: Momento centrifugo, momento de inercia y momento de inercia polar
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Asimismo es fécil observar que si se eligiese como sistema de referencia un
sistema ortogonal baricéntricos coincidente con las direcciones principales de
inercia de la seccion transversal se anularian los momentos estaticos y el
momento centrifugo reduciéndose la matriz a una matriz diagonal que posibilita
determinar la relaciéon entre las solicitaciones y las deformaciones del eje de la
barra en forma directa mediante una expresion sencilla.

La expresion general seré
{S} = [R¢] X {dag/dx} [33]

0 bien adoptando la terna principal con la matriz  [Rsp]

EF 0 0 0 0 0
0 GFO 0 0 0
0 0GF O 0 0
Rsp =] 0 0 0 6} 0 O
0 0 0 0 Ey O
000 0 0 E

{S} = [Rsp] x {dac/dx} [34]

La matriz diagonal obtenida permite corroborar la independencia existente entre
cada una de las solicitaciones definidas con la correspondiente deformacion del
eje de la barra.

Dado que la matriz [Rsp] N0 puede ser singular se podra determinar su inversa
para definir el vector cambio de forma en funcion de las solicitaciones actuantes
en la seccién

{dac/dx} = [Rsp]™ X{S} [35]

Esta expresion posibilita la resolucion del problema planteado puesto que
conocido el vector cambio de forma mediante la aplicacion de la expresion [29] se
puede determinar el vector estado de tension en cualquier punto de la seccion y
conocido éste es posible mediante la aplicacion de la relacion [28], determinar el
estado de deformacion, lo cual permitiria estatica y cinematicamente definir el
comportamiento de cada uno de los puntos de la barra en funcion de las
solicitaciones.

La expresion [35] matematicamente define ademas la ecuacion diferencial de eje
deformado de la barra en funcion de las solicitaciones actuantes. Estas
expresiones se conocen como las ecuaciones diferenciales de la elastica de la
barra de eje recto.
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Se destaca lo sefialado en el sentido de poder definir las diversas componentes
de la deformada de la barra en forma independiente para cada una de las
solicitaciones mediante la adopcion del sistema de referencia indicado.

6. Relacién entre solicitaciones y tensiones o deformaciones en cualquier
punto de la barra

Para determinar el estado de deformacién en cualquier punto de la seccion
transversal es suficiente aplicar las relaciones encontradas

De [24] y [35]

{#]'a = [A] X [Rep]* x {S} [36]
i 0 0 0 zZ
EF El, E,
I e
EF El, E,
I e
fls — | EF El, E,
0o L o2 o o
GF  GJ,
0 00 0 0
0 0 0~ X
GF G,

Llamando a la matriz que vincula las deformaciones con las solicitaciones
— -1
[fl = [Alx [Rs] [37]
De la expresion [36] se pueden obtener conclusiones de interés como ser:

a. Las deformaciones especificas longitudinales son funcion del esfuerzo
normal y de los momentos flectores

8)( = N/E.F + My.Z/E. Jy - Mz.y/E. JZ [38]

b. Las distorsiones especificas son funcion de los esfuerzos de corte y del
momento torsor

Lo expuesto se observa claramente si se reordena la matriz [f] mediante las dos
matrices subsiguientes: [40]
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Lz v
EF E) EJ
oz oy
fls:=| =c =7 £
EF E) EJ
Horz Wy
EF El EJ

Esta matriz relaciona las deformaciones longitudinales especificas con el esfuerzo
normal, y los momentos flectores

{sx, &y, 82}t = [fls] {N, My, Mz}t [41]
y la matriz [fqs] que relaciona las deformaciones angulares especificas con los
esfuerzos de corte y el momento torsor [42]
C L,
— 0
GF G-Jp

0 -
GF GJp

fds = 0 0
1

Que se puede sintetizar como

{Yxys Yyz: sz}t = [fas] {Qy» Qz Mx}t [43]

Es facil observar que la matriz [f] ordenada segun las submatrices precedentes
puede ser escrita como sigue: [44]

fls O
fs =
0 fds

Esta expresion permite justificar el ordenamiento que habitualmente se sigue para
el analisis de las relaciones causa efecto entre las distintas solicitaciones. Por un
lado se encara el estudio de la flexion compuesta (esfuerzo normal y flexion) y por
otro lado se analiza el esfuerzo de corte y la torsion.

La expresion [36] permite la determinacién del estado de deformacion en cualquier
punto de la seccién transversal. Conocido el estado de deformacion es posible la

determinacion del estado de tensién en forma inmediata de acuerdo a lo visto. De
la expresion [28] y la [36] se obtiene

{Tla= [RIx[A] x [Repl™ x {S} [45]
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0 hien
{T'la= [r] x{S} [46]
donde
[l = [RIX[AIX [Repl” [47]
oo o 2 XY
F Jy Jz
0000 0 0
0000 0 0
r.= _
o020 o
F Jp
0000 0 0
00 XY o o
L F Jp ]

de esta relacion se pueden expresar las relaciones que posibilitan identificar las
tensiones actuantes en el plano de la seccién

GX = N/F + My. Z/Jy = MZ'y/JZ [48]
Las tensiones normales resultan de desarrollar la primera fila de la expresion [45]
y posibilita la determinacion de las tensiones normales que se orginan frente a una

solicitacion de flexiébn compuesta.

Asimismo desarrollando la cuarta y sexta fila se obtienen las tensiones
tangenciales

Tyy Qy/F - My.z/Jp [49]

e = Qy/F - Myx.y/Jp [50]

Se observa de estas expresiones que el esfuerzo de corte generaria una tension
tangencial uniforme sobre toda la seccion transversal mientras que el momento
torsor da lugar a tensiones tangenciales variables con los valores maximos en los
puntos més alejados del baricentro de la seccion transversal.

En el caso de la tension tangencial debido al esfuerzo de corte, por las ecuaciones
de equivalencia la direccion de las tensiones debe coincidir con la del esfuerzo de
corte por lo cual se obtendrian en los bordes de la seccion transversal
perpendiculares a esa direccion tensiones tangenciales no nulas. Esta situacion,
es incompatible con lo postulado por el Teorema de Cauchy dado que las
tensiones tangenciales en el perimetro de la barra son nulas.

Se llega, por lo tanto, a un resultado incompatible con una condicion de equilibrio
lo cual revelaria que alguna de las hipétesis adoptadas es incorrecta. La
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existencia misma de las tensiones tangenciales debidas al esfuerzo de corte
constituye un apartamiento de la hipotesis del mantenimiento de las secciones
planas una vez deformada la estructura puesto que estas tensiones son
consecuencia de distorsiones incompatibles con la mencionada hipétesis.

Oportunamente se vera un procedimiento para salvar esta incongruencia mediante
un procedimiento también aproximado basado en la obtencion de una solucion
equilibrada que satisface la condicion de Cauchy (Teoria de Jourawski)

Las tensiones tangenciales debidas al momento torsor satisfacen la condicién de
Cauchy si la seccion transversal es circular pero no si la seccién presenta
discontinuidades en su perimetro. En este Ultimo caso se presenta también una
incongruencia debido a que no se verifica la hipotesis de la seccion plana luego de
la deformacion. No son validas las expresiones obtenidas por este procedimiento.

7. Analisis critico de los resultados obtenidos

Las incongruencias obtenidas en el modelo planteado en las tensiones
tangenciales pueden hacer presumir la inaplicabilidad del mismo debido a la no
verificacion de la hipétesis de las secciones planas.

Si bien el modelo no concuerda exactamente con el comportamiento del continuo
se demuestra experimentalmente que el mismo permite obtener una aproximacion
razonable para el nivel de precision que requieren las aplicaciones précticas en la
determinacion de las tensiones normales debidas a la flexiobn compuesta y las
deformaciones longitudinales especificas asociadas a las mismas y para la
determinacion de las tensiones tangenciales y las distorsiones angulares
especificas debidas a la torsion en las secciones circulares.

Situaciones como las planteadas con los resultados obtenidos del andlisis
realizado se presentan en la resolucion de los problemas que aborda la ingenieria
y son consecuencia de la incertidumbre que se encuentra presente en toda
hipétesis que debe ser introducida para generar el paso de la realidad al modelo
de anélisis.

Los apartamientos propios de todo modelo deben ser evaluados
experimentalmente a fin de acotar la aplicabilidad del mismo y justificar la
busqueda de nuevas soluciones que reduzcan la incertidumbre que es el principal
aliciente para la investigacion en el campo de la ingenieria
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