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Prélogo

El presente trabgjo tiene por objetivo desarrollar € concepto de Estado de Deformacion en €
entorno de un punto de un medio continuo con un enfogque que describe claramente € problema fisico
y conduce a resultados formamente analogos a los obtenidos en e estudio del correspondiente Estado
de Tensién en e entorno de un punto.

La novedad del enfoque propuesto consiste en asociar a cada direccién pasante por un punto
del medio un vector deformacion especifica asi como en e estudio tensiona se asocia a cada normal a
un plano un vector tension

Es asi que a una direccion arbitraria pasante por un punto dado estaran asociados dos vectores:

Uno € vector tension asociado al plano cuya normal es la direccidn propuestay otro
El vector deformacion especifica asociado a esa mismadireccion
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Estado de Deformacion en Puntos de un Medio Continuo

Generalidades

Los cuerpos bajo la accion de diversas causas (cargas, variacion de temperatura 'y cedimentos
de vinculo), se deforman. Es decir, modifican la distancia entre sus puntos, varian los angulos entre

sus direcciones y su volumen.

Se andlizara la deformacion en € entorno de un punto de un medio continuo, efectuando las

siguientes hipétesis.

La deformacion es continua. Los puntos pertenecientes a entorno del punto considerado siguen
perteneciendo d entorno del punto en la posicion deformada. Quedan excluidos por lo tanto, los
casos de rotura o discontinuidad del medio.

Las curvas en € entorno del punto mantienen su grado durante la deformacion. Es decir, una recta
seguird siendo una recta luego de la deformacion, una circunferencia en la posicion original se
transformar& en otra curva de segundo grado (circunferencia, €lipse, €tc.).

L os desplazamientos son infinitamente pequefios frente a las otras dimensiones en juego.

Repaso de cinemética del cuerpo rigido

Cinematica es la parte de la Mecénica que estudia € movimiento de los cuerpos prescindiendo

de las causas que lo originan.

Un punto A de un cuerpo en movimiento ocupard en d transcurso del mismo diversas

posiciones respecto de una terna supuesta fija hasta arribar a su posicion final A¢ (Figura 1).
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Se denomina Trayectoria del punto A alalinea continua formada con las sucesivas posiciones
gue ocupa a producirse e movimiento.

Se define como Desplazamiento del punto A (a,) @ vector con origen en la posicion inicia
del punto A y extremo en la posicion find del mismo. El desplazamiento del punto A es una

magnitud vectorial, sendo a, un vector aplicado.

El estudio a efectuar es atemporal, es decir independiente del tiempo transcurrido, interesando
solamente laposicion inicia y final del cuerpo.

En ambos casos (Trayectoria o Desplazamiento) no se ha considerado e tiempo transcurrido

paraque A alcancelaposicion Ad.

Movimientos simples del cuerpo rigido

a) Tradacion:
Un cuerpo experimenta una traslacion cuando todos los puntos del mismo tienen
desplazamientos paralelos, de igual intensidad y sentido.
a,llaglla. =b

Figura2

La tradacion se caracteriza mediante un vector b cuya direccion sera pardéela a los

desplazamientos de los puntos y su intensidad y sentido igual alos mismos.

El vector tradacion b resulta ser un vector libre, puesto que independientemente de su

ubicacion en e espacio define € mismo movimiento.

b) Rotacion de un cuerpo arededor de un ge:



Un cuerpo experimenta una rotaciéon alrededor de un ge, cuando seccionando con planos
normales a ge, las trayectorias de los puntos del cuerpo pertenecientes a uno cuaquiera de dichos
planos resultan ser arcos de circunferencia concéntricas con la interseccion del plano con € ge, de

forma ta que @ angulo centra correspondiente a los mismos es constante (q) y se denomina

intensidad de larotacion. Ver figura 3.

Figura3

La rotacién es una magnitud vectorid, puesto que para que quede perfectamente definido e
movimiento se debe determinar su direccion (direccion ddl ge), intensidad (q) y d sentido de giro en

torno a ge.

Adoptada una convencién para los giros (por gemplo: Regla del Tirabuzdn derecho), es
posible representar la rotacion como un vector g de direccion coincidente con € ge, médulo igua a

laintensidad de rotacion (q) y sentido tal que represente e giro de acuerdo ala convencion adoptada.

El vector q es un vector axilmente libre, es decir que cuaquiera que sea su posicién alo largo

dd ge d movimiento del cuerpo que representa es € mismo.

¢) Rotaciones muy pequefias:

Para una rotacion, la trayectoria del punto A es @ arco de circunferencia AA¢=q OA. El

desplazamiento del punto A es a, = A¢ A (secante del arco de circunferencia). Si q es muy



pequefio, secante, arco y tangente se confunden, con lo cual la direccion del desplazamiento del punto

A se asmila a vector tangente en e punto es decir, a,= AA@A’- A, y su modulo, a arco de

circunferencia /a,/ @q xOA .

Figura4

Se verifica que para rotaciones pequefias, € desplazamiento de cuaquier punto A de cuerpo
puede expresarse mateméticamente como producto vectorid.

ar=q° (A- E)
Siendo E un punto arbitrario del ge.
En efecto, e vector resultante del producto vectorid tiene direccion norma a plano

determinado por ambos vectores (Plano OAE , Figura 4), y su médulo es igua a producto de los

maodulos por € seno del dangulo comprendido:

a” (A- E) =|a[%A- E>senj =q>0A=|ax
i e

q OA
El sentido, es el queresultedegirar g hacia A- E.

Direccion, modulo y sentido coinciden con los de a., €s decir, que S q €es pequefio, €

desplazamiento de un punto del cuerpo se puede expresar Como:

a,=q" (A- E)



Es importante recordar que toda ecuacion vectorial equivale a tres ecuaciones escalares.

En efecto s q =q,i +q,j +q,k, siendo q,, g, y g, las componentes del vector g segin una

terna ortogonal x,y,z,y A- E=(X,- x )i +(y.- V)i +(z.- z )k las componentes del vector

A- E seglnlamismaterna

Resulta:

aAX :qy(ZA_ ZE)_ qz(yA_ yE):J
aAy :GIZ(XA— XE)_ qx(ZA_ ZE)yaA:anr+a ]’+a Kk
a,, :qx(yA_ yE)' Cly(XA— XE)L

O bien podemos expresarlo en forma matricial :

Ay :o(XA' XE)' qz(yA_ yE)+qy(ZA' ZE)
aAy :qz(XA_ XE)+O(yA_ YE)' qX(ZA_ ZE)
a,, :'qy(XA' XE)+qX(yA_ yE)+O(ZA_ ZE)

o -q, g,
{al=la, o -qfA-H )
-q, a9, o

Movimientos en general de un cuerpo rigido

Es posible demostrar que cualquier movimiento de un cuerpo rigido puede ser descripto
mediante una combinacion adecuada de movimientos simples.

Esta demostracion, como asi también la composicion de los movimientos simples escapa a
alcance del presente trabajo, paralo cua se remite a lector alabibliografiaindicada.

En definitiva se puede afirmar que cualquier movimiento es equivaente (conduce a la misma
posicién final de cuerpo) a una Unica rotacién y una Unica traslacion, con lo cua e desplazamiento de

un punto cualquiera del mismo cuerpo podré expresarse como:



a.=b+q" (A- E)
Siendo:
b = Vector traslacion resultante de reduccion.
q = Vector de rotacion resultante de reduccion

A = Punto para el cual se caculad desplazamiento.
E = Punto arbitrario sobre €l eje de rotacion (recta de accion de q )

Desplazamiento relativo

Todo movimiento resulta relativo respecto de cierto cuerpo 0 terna que se asume
arbitrariamente como fijo.

Se denomina Desplazamiento Relativo de un punto A respecto de otro B a desplazamiento
gue experimenta el punto A s sesupone el punto B como fijo.

Para ello es necesario eiminar & desplazamiento de punto que se considera fijo
(desplazamiento de arrastre).

S a. y as son los desplazamientos de A y B respecto de una misma terna fija, €
desplazamiento relativo de A respecto de B (axs) seré

Ans =aa- as

Asa =As - Aa =-am
Ene caso que as = as

EAB =53A =0

Figura5



Resulta asi, que € desplazamiento relativo de B respecto de A, es de igud moédulo y
direccion pero sentido opuesto a desplazamiento de A respecto de B (Figurab).

Desplazamientos relativos debidos a movimientos rigidos del cuerpo

Las deformaciones de un cuerpo estan relacionadas con los desplazamientos relativos de los
puntos del entorno del punto considerado.

Sin embargo existen desplazamientos relativos debidos a movimientos rigidos del cuerpo, es
decir que no conllevan deformacion.

Resultan nulos los desplazamientos relativos entre los puntos del cuerpo a efectuarse una
traslacion, puesto que:

Por lo tanto en unatradacion ass =as - aa =0 .

Si se gplica una rotacion q (qx,qy,qz) a un cuerpo arededor de un ge pasante por un punto

E, el desplazamiento del punto B ser& as =q~ (B- E)
Y e del punto A: ax=q " (A- E)
El desplazamiento relativo de B respecto de A

am=as- a.=q" (B- E)-q" (A- E)=q" [(B- E)- (A- E)]
am=q° (B- A)

Deigual forma g, =q° (C- A)

Es decir, que € desplazamiento relativo de cualquier punto respecto de otro, a producirse en
el cuerpo una rotacién rigida resultaigual a que se produciriasi se aplicara una rotacion paralelaala
original pero pasante por €l punto supuesto fijo.



Para gemplificar la antedicho, supongamos un Carrusel o Caesita, (en este caso € vector
rotacion serdnormal a plano del dibujo) (Figura 7).

Figura7

Si fijamos laternaen € punto M.

y
y
>
M
N M

<Y

°0
¢

El punto N habrarotado respecto de laternafijaen M unvalor q .

Vamos a fijar € origen de la terna en & punto que consideramos fijo, y por lo tanto las
componentes del vector B- A serén xg, Y, Z, respecto dedichaterna

Segln laexpresion matricia ser&

' Aeall 0 -4; 9, ' Xg U
| |
}_ayBAy: qz 0 'qx_ll_ ysy:[Dq]{B}

{azBAIJ 'qy a. 0 {ZBIJ
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Resulta importante destacar que estos desplazamientos relativos no implican ni cambio en las
distancias entre puntos, ni cambios de forma (los angulos se mantienen).

Si analizamos una esfera de radio unitario (Figura 8), para los puntos: X (1.0.0), Y (0.1.0),

Z (0.0.1) los desplazamientos relativos seran:

aXX:O an:-qz aZx :qy
aXy :qz aYy:O aZy :-qx
aXz:-qy aYz :qx aZZ:O

Figura8

Los desplazamientos a « , ay, a, resultan normaes a las direcciones X, Yy, Z

respectivamente, y tratdndose de rotaciones pequefias tal como lo hemos dicho, las distancias resultan:

AX = AXC, AY = AYC y AZ = AZC

11



Ademas la terna contintia siendo ortogonal (baste para verificarlo € ir aplicando unaauna g,
d,, d,). Por lo tanto dicho movimiento no conlleva ni cambio de distancias, ni de forma, hecho que es

redundante puesto que se trata del movimiento de un cuerpo rigido.

o
X0 %

Figura8a

Resultaimportante destacar que la matriz [Dq] de transformacion es una matriz antisimétrica

Esta relacion es biunivoca. Es decir que s se obtienen |os desplazamientos de los puntos de un
cuerpo mediante una transformacion.

Ta_ u a, a, amixu

|

a,y=a, a, a,iy.y=[Af8}
|

1

&b B % A Zb

Y s lamatriz [A] es antismétrica, debe interpretarse el movimiento como una rotacion rigida
de componentes.
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Oy =85 =- ay qy:a13:'a31 q,=a, =-4a,

Estado de deformacion

Desplazamiento relativo especifico - deformacion especifica

Tanto las variaciones de distancia entre puntos como los aumentos o disminuciones de
volumen o variaciones angulares, estén asociadas a los desplazamientos relativos entre puntos del

Mismo cuerpo.

Sean u=u(x,y,z); v=v(x,y.z); w=w(x,y,z) las funciones continuas y derivables, con
derivadas continuas hasta € orden que se requiera, que representan las componentes del vector de

desplazamiento de un punto cualquiera del sdlido, de modo que para un punto A(xA, Yar zA) resulta

3,20
V(XA7 Yas ZA)S/aA = aXAT+ayAJ“+aZAIZ
W(XA7yA7ZA)Ip

a, =u,
a, =V

a, =W,

Si se pretende estudiar la deformacion en € entorno de un punto A, es necesario determinar

los desplazamientos relativos de los puntos de dicho entorno fijando €l origenen A.

Sea un punto B del entorno de A enladireccion r, cuyas coordenadas respecto de unaterna

conorigenen A sean B (dx,dy,dz).

dr dy

Figura9

z

El desplazamiento de B respecto de A seré&
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a, =Ug-U, :du:de+ﬂ—“dy+Ldz

X y z
a, =Vg-V,= =£dx+&dy+£dz
X y z
a, =Wg- W, =dW=ﬂ—de+ﬂ—Wdy+ﬂ—Wdz

Z
X y z

as =agi ta,] +ask =dui +dv.j +dwk

Se denomina desplazamiento relativo especifico asociado aladireccion r a limite, cuando la
distancia tiende a cero, del cociente entre e vector desplazamiento relativo de un punto cuaquiera
perteneciente aladireccion r y ladistanciade dicho punto a origen de coordenadas.

ar

er =lim=—
D@0 Dr

v

Figura 10

Se ha admitido por hipétesis que en € entorno del punto las rectas contindian siendo rectas
luego de la deformacion:

as _éc

Por lo tanto dicho limite existe pues resulta por proporcionalidad de tridngulos: q cte
Por lo tanto e° = lim 2F =cte = 22 = &
D@0 Dr dr dr
A’
c¢e
ac
B¢7
C
B
.
0° A X
z Figurall
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Es decir que a cada direccion pasante por € punto A estudiado (caracterizado por € versor
') se hace corresponder un desplazamiento relativo especifico. Se trata entonces de una magnitud
tensorial, pues para que quede perfectamente definida es necesario € conocimiento de dos vectores, €

versor direccion 1,y € desplazamiento relativo especifico e

Para un punto B ubicado a una distancia dr * en la direccion r , suficientemente pequefia

como para admitir que e es constante en toda la distancia, € desplazamiento relativo de B serd

éB = eT"‘dr .

Por lo tanto se puede admitir que fisicamente, & desplazamiento relativo especifico
corresponde a desplazamiento relativo de un punto perteneciente a la direccion r y cuya distancia a

origen resulta unitariay arbitrariamente pequefia.

e —7:Jr+—T+—WR=*érxr+ érxjv'*'*erzlz
d d d, d,
*er :LI+Lm+Ln
X ﬂx ﬂy 1-[Z
*er :&I+&m+&n
Y ﬂx ﬂy 1-[Z
e, :h|+hm+hn
g ﬂx ﬂy 1-[Z
1, 1,
el 1,
T,

o

=

)‘

D

=]

x

= _a

<
—_-.‘—_-1 —_-.‘—_-. —_-.‘—_-.
N s N < N c
[N aYaY N oY’

L

:
o
x
=
<

¢

4
+
3
+
=

Siendo: I =IT

Se podria imaginar una esfera de radio unitario, con centro en Ay hacer corresponder a cada
punto de la esfera (a cada direccion) su desplazamiento relativo especifico asociado, con lo cua se
obtendrian |os desplazamientos de cada punto suponiendo fijo € punto A.
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Ahora bien, estos desplazamientos relativos especificos, involucran no solo los que estan

asociados con la deformacion que se pretende estudiar sino también los correspondientes a cualquier

rotacion que haya experimentado e solido a cua pertenecen.

Para poder identificar los desplazamientos relativos que son debidos a la deformacién pura del

solido, se descompone la matriz de transformacion en una matriz simétrica y una antisimétrica,

descomposicidn que mateméaticamente resulta Gnica.

. T %Y
al, 1, T
NP T =5 PR | (R
{er}zéT I ﬂt{"}
é X y zl;]
er, . T.d
e u
gl 1, T.g
ie 1, 21, T
iée )
* IA:]'a.[v ﬂug \
[e)-tgglu e I
,22 . Ty 1,
jetad, 9,0 18, 1,9
By 2) - =
fez 1.[x ﬂzﬂ zgﬂy ﬂzﬂ
Llamando:
O PR &< P P
§ ﬂx zéﬂy x @ 2
fe)-el@ 1.2 % 1
L 0
eted, , 1.0 18, 1.0
g8, 1.3 2&1, f.5
¢ o mon
e 2§'ﬂx T 5
e .
a1, 1.9
k=825 7= O
é X y @
e 1g, 1.0 1#, 1.9
€28, 1.5 261, T.;

[
-

NI, NI
<§ —_-.‘ﬁ
< S

+

—_-.‘—_-' —_-.‘—_-.
s b s

™>OO
&=
+
<

=
=

oo o S _%9&\8:'&':%,
D: D} D> D D> D> D> D> D> D

=
N

4

@O0
=
x
1

N
&

N
MO

=
N

=

c

=

<

Qo
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Es decir que & desplazamiento relativo especifico resulta como suma de dos vectores, uno de

—q
los cuales (€r ) resulta ser € desplazamiento relativo del punto debido a una rotacién rigida del sdlido,

no implicando por lo tanto deformacion en e entorno del punto.

En efecto, siendo la matriz de transformacion [1;] antisimétrica, comparandola con la matriz

[ IJ (pag. 5), las componentes del vector rotacion resultan:

T VO L . O 1.
T Ny U 22, Ty 2T T

d
Por lo tanto, los desplazamientos relativos especificos [er] corresponden a los debidos

exclusivamente a la deformacin experimentada en e entorno del punto.

Se define entonces € vector Deformacion especifica asociada a una direccion pasante por €
punto A como € desplazamiento relativo asociado a esa direccion debido exclusivamente a la

deformacion experimentada en el entorno del punto A.
{édr} :[TD]{I’} :{er}

Lamatriz [TD] resulta simétricay se denomina Tensor de Deformacion.

Se andliza€ caso en que € solido no hubiera experimentado ninguna rotacion.

En este caso, los desplazamientos relativos especificos (éra), coinciden con las deformaciones

b _
(€or) puesto que los desplazamientos relativos especificos debidos a la rotacion (e(;| ) resultan nulos, y

lamatriz de transformacion expresada en || resulta simétrica puesto que al ser larotacion nula:

g =g 2g
2gT, T.g
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q :}ﬂu - EQ:O b J:E
72 1Tz ﬂxB 1Tz 1Tx
q :}a[v_&.g:o p ="
280, 9,5 1, 1,

Se denomina Estado de Deformacién en un punto de un medio continuo, a conjunto de los

infinitos vectores deformacion especifica asociados a las infinitas direcciones pasantes por e punto

considerado:

g L 1%+ v =+ EaTU +hg&
2 T, 2§ﬂy 5 28T, f.q
SO <3P B PR L P K brh=fe)
coft, 1,5, 28, g
elay, 1,0 124, 1,9 1. G
A G—+t—= —L—+—= — -
Q8. .5 261, 1.5 % U

Para las direcciones x, y, z, coincidentes con los e€es coordenados,

correspondientes y las componentes de |os vectores deformacion especificos serén:
Direccion x:

i .. ..
a1 1 _ 0 1 :
f=ld ezl o lBb? o i 00

T4 q, 28, 1,5 28 15
Direcciony:

100 )
(TR SR A 0 1

Y % Tg e ST S Tgg Ty s
'dp y =@ y y lzg
Direccion z:
100 ) 5
{Z}leql'/ eﬂz}%+hg e :}aﬂv +E— e :ﬂ

I 2¢1, 1.3

Con lo cual laexpresion [I I } Se puede expresar con:

los vaores
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B

—
x

[ |v}<

—
D
——
I
—_—— —— —

&
N
N

® @ O
o e
1
W BB
<
D
2
® Md @
&
Cﬁ‘;x;‘:’
o)

6
—}ﬂu +&+ e =e =

0 o)
eXY :eyx - = vz 7y _}a[v +L: ezx _exz :}ﬂw +ﬂu:
Zﬂy ﬂxg 2%, ﬂyg 287, 1.5

Por lo tanto para conocer los infinitos vectores deformacion especificos asociados a las
infinitas direcciones pasantes por un punto (Estado de Deformacidn) es suficiente conocer las

deformaciones especificas asociadas a tres direcciones y determinar € tensor [TD] que caracteriza a

estado de deformacidn (Permite conocer e vector Er asociado a cualquier direccion I‘q).

Siendo X, y, z, una terna arbitraria, para cualquier par de ges ortogonales I' y r{ debera

cumplirse (por ser € Tensor de Deformaciones Simétrico) que €, =€, .

Es decir que la componente del vector deformacion asociado a la direccion I' segin la
direccion ' normal ala misma, seréd igual ala componente de la deformacion asociada a rd segln la
direccion I' (Figura 12) pues bastard considerar € eje rd norma a ambos y referir @ estado de

deformacion a la nueva terna (T, 1 r€), con lo cual d tensor deberd ser smétrico y €,¢=€, y

€.¢=C¢. r¢ A

I r

\ert =Crre

Figura12
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La conclusén anterior puede generalizarse mediante € siguiente  TEOREMA DE
RECIPROCIDAD:

Dadas dos direcciones arbitrarias S y t, la proyeccion de la deformacion especifica

asociada a la primera sobre la segunda, es igual a la proyeccion de la deformaciéon especifica

asociada a la segunda direccién sobre la primera €4 =€;.

y

Figura 13

Demostracion:

Sean dos direcciones arbitrarias

g iLo
($=tmy {t}=imy
inb inh

eXX
[TD] = exy
(S

Xz

,:_exs=ex>ls+eyxrr1 +e,n, ,:,ext =e ), te,m+e,n
Resltrs 18 =S TEMAEN 18,76 +g,m+e,n

[, — [

TeB _eles +eyznl +ezzns Tezt _elet +eyzm +ezzr[

La proyeccion de la deformacion especifica de s sobre t seré&:
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e, =esX=e/ +e,m+en

e, =8,lJ, +¢,mm+enn +e (I, m +.m)+e, (mn +mn) +e,(nl, +,n)

Y laproyeccion de la deformacidn especificadet sobre s seré&

g, =€ s=e ] +e,m+e,n

&, =6,ld, re,mm+e,nn +e, (Lm +.m)+e (mn +mn)+e,(nl, +,n)

Resultando:

€ =&

l.g.9.d.

Deformacion del paralel epipedo elemental

Tomando un paralelepipedo de aristas dx, dy, dz:

F¢

ce¢

Figura 14
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Y conocidos los vectores deformacion especifica éx, éy, € es posible determinar la posicion

de los puntos BI, Edy X.

Dado que las aristas son infinitésimas, y la deformacidn es continua, € tensor deformacion
sera similar en todos los vértices del paralelepipedo. Es decir que una direccion paralela a X pasante

por E (EF), tendra una deformacion similar a AB, con lo que se concluye que E®( sera paralelaa

ABC y por lo tanto es posible la determinacion de la posicion fina de todos los vértices del
paralelepipedo (Figura 14).

Ay
eyydy
4 ey
eyay | E F
dy Aerydy
H G erxdy
erzdy e A ey
o° A dx B | exxd X
e o
D C
e ézxdz
z Figura15

Para hallar € desplazamiento G* G=¢€,4 bastard con considerar la suma de deformaciones en

la poligona AB, BF y FC resultando:

erx :e>0(¢ +eyxdy +ezxdz
e, d =e d +e d +ed,

ed =ed +e d +e.d,
Dividiendo por dr:
e, =e | +e, m+e,n

: e,=¢/J+e m+e,n {é} :[TD]{r}
le,=e ) +e,mte,n
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Sendo |, M, N, los cosenos directores de ladireccion T .

Deformacion especifica longitudinal y transversal — Distorsion

El vector é asociado a la direccion I, tendra en general direccion arbitraria, siendo por lo

tanto posible descomponerlo en un vector de direccion coincidente con I 'y otro de direcciéon normal

a mismo.
Se denomina Deformacion especifica longitudinal (a) asociada a la direccion I' a la

componente del vector deformacion especifica de direccion coincidente con la direccion origind I' y

1
Deformacion especifica transversal (€ ) asociada a la misma direccién, ala componente del vector

deformacion especifica de direccion normal aladireccion I .

Para las direcciones coincidentes con |os g es coordenados, por gemplo ladireccion X, resulta

claro que €, es la deformacion especifica longitudina y €y, €., las componentes del vector

deformacion especifica transversal, resultando:

el

Traténdose como se ha dicho de deformaciones muy peguefias, la variacion de distancia en la

direccion I' por unidad de longitud, estara representada por ‘érr y @ angulo @ que forma la

—t
direccion original I con ladireccion ¢ luego de la deformacion por (€,

y re

ct et

! ce
¢ Jer
a m
| X
/n/
z Figura 16
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En efecto (Figura 16).

O _oE_

_err
lo CO

t

a»tgp= & »ert
1+e

r

yooe

pues €, Al

Se denomina Distorsion Oy asociada a dos direcciones iniciamente ortogonales, a la

variacion del angulo recto que formaban iniciamente Sy 1.

Analizando las componentes de las deformaciones especificas asociadas a la direcciones S y
t, originalmente ortogonales (Figura 17), es claro que las componentes de deformacion paraelas ala

direccion U (normal a plano St), no producen variacion del angulo entre Sy 1, resultando ( con
aplicacion del teorema de reciprocidad).

_ _& & _
0, =a, +a, _H +# =2, e =e,
o =%
=
2

gSt :kst

A gy ,
&s /
A
&u / /
F[H

dl //

ue

U Figura 17
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Para una direccion I' cualquiera, pasante por e punto A, existirdn infinitas direcciones
normales a la misma, pudiéndose determinar la distorsién entre I' 'y una cualquiera de €ellas, resultando

maxima para la direccion I ¢ , hormal a I y perteneciente a plano definido por ladireccion I y €

vector deformacion especifica e y nulaparaladireccion I'l normal adicho plano.

grr¢ :%rrtt
grr@ = Zerrﬂr = O

Ge

/
Cre

Ere

Figura 18

Direcciones principales - Deformaciones principales

Se denomina Direccion principal a las direcciones cuya deformacion especifica transversal
resulta nula; y a los vectores deformacion especifica asociados a ellas, Deformaciones principales,
cuyadireccion coincidiracon I .

Teorema de existencia de las Direcciones principales.

s |, M, N son los cosenos directores de una direccion | principal cuya deformacion

especificaes €; , debera verificarse:
Qx :elili :e>o<li +eyxm +ezxr]

ay :Qim :exyli +eyyrri] +ezyr]
e.=§n =eJ te,m+e,n
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De donde:

E.-e)i + em + en =
o tllame en =4,

I
TJCD-:

eszi + eyzrn + (ezz - Q|)n

Para que & sistema de ecuaciones homogéneas admita soluciones distintas de la trivial

(|i =m=n :0), la que por otra parte no es solucion del problema pues no satisface la ecuacion

2 2 2 .
|.”+m”+N" =1 ecuacion de condicion para que |, M, N sean cosenos directores de una

direccion, debera ser nulo @ determinante de los coeficientes.

§e>o<_ Q|) eyx ZX l\:l

e u_
é €y (eyy' Qi) €y l;l_O
8 exz eyz (ezz_ Q|)H

Determinante de donde obtenemos:

Donde;

|, =e, +e, +e,
_ 2 2 2
l,=eg,tee,1e.e,.-€, -6, -€,

|, = Det[T]

La ecuacion {VI} €S una ecuacion cubica de coeficientes redes, y por lo tanto admite a menos
unaraiz real.

Es decir, que a menos existe una direccion para la cual la deformacion especifica transversal
resultanula.
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En otro orden de cosas, los coeficientes de la ecuacion {V I} son una caracteristica del estado de
deformacion y no de las direcciones X, Y, Z, elegidas para caracterizarlo. Por lo tanto han de ser

iguales cualquiera sea la terna elegida. Dichos coeficientes se denomina Invariantes del Estado de

Deformacion.

l,: Invariante lineal.
|, Invariante cuadratico.

| : Invariante ctbico

Efectuando, un cambio de terna de modo tal que la direccion z coincida con la direccion

principal cuya existencia se ha demostrado, resultan |os nuevos ges X, yﬂ 3.

El estado de deformacion estaré caracterizado por el siguiente tensor de deformacion:

€ €4 O

€,4¢ 0

0 &

fao Y e

xge
0

&
Puesto que €, =€q =€ =€ =0 por ser ladireccion Z® 3 una direccion principal.

De existir las otras dos direcciones principales, perteneceran a plano x{- yﬂ puesto que

deberan ser normalesa Z0° 3 en virtud del Teorema de reciprocidad.

Planteando las ecuaciones [V} para la nueva terna, para que existan soluciones distintas de la

trivial, debera anularse @ determinante.

4ex&¢_e|i) s 0O u
Ce lus) 0 o
é exw em € U
g 0 0 [e-e)f

Desarrollado por latercer columna:

(€67 6 (Bate+lent - €5 =0
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Resultando como soluciones de la ecuacion:

a) (%‘ Qi)zo P e, =€, (yaconocida)
b) Qiz } Qi(%"'eym)"'(emﬁwg ezxw) =0

Las raices de la ecuacion de segundo grado seran:

= Qm"'emi\/ (em"'em)z - 28,4800+ e

&

&= ig 2 é“‘ex@ﬂ [vu}

Las raices dadas po{ VI I} , resultan redles, pues @ radicando es siempre positivo (suma de
cuadrados).

Es decir, que d menos existen tres direcciones para las cuaes la direccion del vector
deformacion especifica coincide con la direccion I' asociada a la misma, o lo que es igud, la

deformacién especificatransversal resulta nula.

Para hallar los cosenos directores de las direcciones principales, se deberdn plantear las

ecuac ones{\/ } reemplazando €;, por el valor de la deformacion especifica principal correspondiente.

Por ejemplo, para halar los cosenos directores correspondientes a la direccion asociada con €

(e>o< - el)ll + eyxrn + ezxrl =

e)i +le,-em+ en =

ele + eyzrq + (ezz_el)n =

>0

i

UCD-:
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Este sistema de ecuaciones homogéneo, es indeterminado (admite infinitas soluciones), puesto

que e determinante de los coeficientes resulta nulo por ser € raiz de la ecuacién cubica caracteristica

del Estado de Deformacion.
Mateméicamente, la nulidad del determinante de coeficientes implica que una de las
ecuaciones es combinacion linea de las otras dos por lo tanto es posible eiminar una cualquiera de

ellas, conformando un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas.

Las infinitas soluciones del sistema dado se obtienen asignando un vaor arbitrario a una
incégnitay obteniendo las otras dos que quedan determinadas para un valor de la primeraincognita.

Por gemplo, diminada la tercera ecuacion del sistema: ﬁ/l [ }

(.- &), +e,m-+e,n =0y
e, +(eyy- em +e,n :0?; { IX }

Si seasignaa N =C (vaor arbitrario), se obtiene los valores |, =a y M =D resolviendo &

sistema de las ecuaciones con dos incognitas.

2 2 2
Dichos valores no satisfacen en general la ecuacion de condicion |, +m™+n" =1 de

manera que no representan |os cosenos directores de una direccién de existenciareal.

Ahora bien, s a, b y ¢ son vaores que satisfacen [IXJ, también seran solucion ad=ko>a;

bC=kx; cl=k>C y a adoptar K distintos valores, se obtienen las infinitas soluciones del
sstema

Detodas éllas, la que interesa es la que satisface ademas la ecuacion de condicidn:

|, =k>a m, = k xb n, = kxc

1

Jak+b +¢

|7 +m’ +n” =k +KP P+ P =1 b k=

Por o tanto:

29



a b C

b a2+ e m Ja +b* +c? n &+’ +¢

Los valores &, b y C obtenidos originamente asignando un valor arbitrario a una incognita

en € sistemall X| se denominan coeficientes directores.

Se han determinado asi, las direcciones principales y las deformaciones principaes asociadas
a ellas. En virtud del teorema de reciprocidad, dichas direcciones resultan normales entre si, con lo
cua se podria elegir para caracterizar €l estado de deformacion una terna que coincida con las
direcciones principales. Dichaterna se denomina Terna Principal.

En ese caso, € tensor deformacion sera

Figura 19

Puesto que €, =€, =€,; =€;, =€, =€, =0

Y losinvariantes;

=€ +e, +&,
|,=eg, +ee, +eg
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l, =det[T,]= e e,e,
La misma conclusion se obtiene mediante un razonamiento estrictamente matematico.

En efecto, @ tensor deformacion [TD] resulta un tensor simétrico y susceptible de ser

diagonalizado.

Es decir que & tensor puede expresarseen base I, N, y Ny, como:

€& 00U
e u
& & Oy
0 0 ef

Sendo €, € y € losautovaloresy N, N, y I, los autoversores (autovectores de médulo

unitario) asociados alos mismos.

Clasificacion del estado de deformacion

Se ha definido como Estado de Deformacion, en un punto a conjunto de las infinitas
deformaciones especificas asociadas a las infinitas direcciones pasantes por dicho punto.

Si se caracteriza el estado de deformacion mediante la terna principal, para una direccion

cuaquiera I' cuyos cosenos directores sean Ny ; N,y Iy, respecto de esta terna resultan las

siguientes componentes del vector deformacidn seglin la mismaterna.

{e}=[T,}{n

& 0 0undu e,=en,

~

{er}:go eZ Ollfian_ly,DeQ:ezan
0 0 efn} e;=en

=€ +e, +&,
|,=eg, +ee, +eg
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,=[T,|=e.e, &,

Si las infinitas deformaciones especificas tienen direcciones arbitrarias en e espacio, € estado

de deformacion es espacial o tripley resultara €1 0, €1 0y €1 0P 1,1 0.

Si las infinitas deformaciones especificas asociadas a las infinitas direcciones pasantes por €
punto, resultan paralelas a un plano, € estado de deformacion es plano o doble.

En este caso, una de las deformaci ones especificas principal es sera nula.

En efecto s € =0, cualquiera sean los valoresde Ny ; N, y Ny, @ vector deformacion solo
tendréd componentesnonulas €, ;1 y € ,.

Si una de las deformaciones principales se anularesulta 1,° O e 1,1 0.

Findmente, s todas las deformaciones especificas resultan paralélas a una direccion dada, €
estado de deformacion en € punto es simple o lineal .

En forma similar a anterior, deben resultar dos deformaciones principales nulas. Por gemplo
si € y €; son nulos, cualquiera sean los valores de Ny, ; N, y Ny, & vector deformacién tendra sélo

componente €.

Para este caso, en que dos de las deformaciones especificas principales se anulan resulta

,=0,1,=0 ¢ 1,10,
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Estado plano de deformacion

Se ha definido como estado de deformacion plano, a aquel en € cual los infinitos vectores
deformacion especifica resultan paralelos a un plano.

En ese caso una de las deformaciones principales es nula, resultando |os vectores deformacion
paralelos al plano perpendicular a dicha direccion principal.

Se estudiardn en principio las deformaciones asociadas a las rectas que pertenecen a plano
paralelo a las deformaciones especificas, es decir € haz de direcciones perpendiculares a la direccion
principa con deformacion nula

Para ello se hace coincidir e e principa con deformacion nula con € e coordenado Z..

El tensor deformacion sera en este caso:
€, e, W

%xy eyy Ol[’j:[TD]

g0 0 Of

z°6;

—

E el haz de rectas estudiadas, tendra N=0, puesto que resultan ser normales a eje Z, es decir:

| U

-

i
1T
{r}_' conlocud:

lo

jonn

ie, =gl +e,m

:|l e,=e)+te,m { x}
1 e,=0

e =[

En efecto, seadl rectangulo demental de aristas dx, dY de la Figura 20.
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Siendo los lados infinitésimos y la deformacion continua, una recta paraela al e X pasante
por B (BC) tendrd una deformacion igual a la que corresponde a lado AD resultando por lo

tanto B&( /7 AD(y D4 /7 ABC.

A y
eldr
(o8
A 4 T &rdr erd/’/ eryd
eyd | a| |
B /'/ C e, d ’//
dr
dy
a
' o
0° A dx D e,dX X

Figura 20

Para hdlar € desplazamiento del punto C, bastara con sumar los desplazamientos

correspondientes aloslados AD y DC,

g, dr=g dx+e dy

g,dr=e, dx+e dy

Llamando @ a &ngulo que forma dr con @ semigje positivo X medido en sentido antihorario

y dividiendo por dr.

€, =€,,C0% +e,, sena

e, =€, 08 +eyyser% [X'}

Que comparadas con la X resultainmediato | =cosa , m=sena .



Deformacion especifica normal y transversal

Para € estado plano de deformaciones, se efectuard un cambio en la convencién de signos de
las deformaciones transversales. Se consideran como positivas a las deformaciones especificas

transversales que provoguen un giro horario respecto del punto A 'y negativas en caso contrario. Por

lo tanto resultard €, = - €, .

En todas las deducciones y figuras de andlisis, se asigna valores positivos a las magnitudes
consideradas, pues de esta manera basta considerar cada magnitud con su signo para € uso de las
expresiones obtenidas.

Para las ecuaciones [Xﬂ resultaindistinto el empleo de €, o €,y , pues para su deduccion se
ha considerado la convencién anterior. Dada la nueva convencion adoptada para € estado plano, se

utiliza en las expresiones )g(l ]eyx , que es & que resulta positivo de acuerdo a ella (Figura 20).

Se expresa entonces las componentes de la deformacion especifica asociada a una direccion r
de lasiguiente forma

€, =€,C0sa +€,,Serm i

ery=eyxcosa+eyyserag (X1 & =6 TR

Las deformaciones especificas longitudina y transversal, teniendo en cuenta que la proyeccion
de laresultante es igua ala sumade las proyecciones de las componentes, resultaran

er =€, CoR +6, Serm

€, =6, sera - €, Cosl
Operando

e =(exx cosa +e, sena)cosa +(eyx cosa +6,, sena)sena
er =e,cosa +¢, serfa+2, sera cosa

Como Sen2a =2sema CosA y cos2a = serfa - cos’ a
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er =g, coda +e sefat+e, seria { XIII.l}

,_ _1+cosa ,_ _1-cosa
O bien, teniendo en cuentaque COS a=—_— sen"a=——_—

e, e -
AL

R > cosa +e, sena { xm.z}

Para |la deformacion especifica transversal

e =(e, com +e;lxsena) sena - (eyxcosa +e;/ysena) cosa

XX

e =(e, - E;A/)cosa sena+eyx(co§a- serfa)

e -
e = mz%serza-eyxcosaa { xw}

Deformaciones principales - Direcciones principales

Para obtener €l valor de las deformaciones principales, recodemos que s €, es el valor de una

de ellas; por ser eit = O resultara de acuerdo a[XII}

e, =€ cosa, =e, cosa, +e, sena,

e, =€ sena, =e,cosa, +e sena,

(e, - € )cosa, +e,, sena, =00
e, cosa, +(e, - e )sena, =0}, %V
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» X Figura21

Para que e sistema homogéneo de dos ecuaciones con dos incégnitas[ X\} admita soluciones

distintas de la trivial (Sena; = cosa; = 0) la que no representa solucién para e problema fisico

planteado, puesto que no cumple la ecuacién de condicion Sen 2 a, + cos’ a, =1, debera ser nulo

el determinante de los coeficientes.

=0

C.-e) e, J

e, (eyy - €

e’-e (exx +eyy)+exxeyy - e, =0

Cuyas raices son:

€ = > =
2 2
_exx+ewiJ(exx— eyy) - de’
e 5
.2
o —Cutey -, 0
i = -
2 TE 2 5
+ ,.2
o = Butey -0,
1 L
2 g 2 5%
,.2
e:m_ o€y 0 o2
? 2 2 5

Para ubicar las direcciones principales, bastar4 con plantear la nulidad de la deformacion
especificatransversal (ecuacion E<I V}.
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e =0=—"_—"sen2a,-e,cos2a,
2e
— yX

tg2a, Te.-e, [xv@

Si laecuacion %VI} sesatisfacepara @; =] |, tambiénloharapaa 4 , +p =94 |

Porlotanto ] 1+ =] | +pz

Es decir, que existen en @ plano ( X- Y )dos direcciones ortogonales entre si para las cuaes

t
€, resultanula.

Resulta claro que ambas direcciones resultan también normales a ee Z (tercera direccion
principal).

Valores maximo y minimo de las deformaciones especificas longitudinales

Se demuestra a continuacién que las deformaciones especificas principales corresponden a

valores extremos (méximo y minimo) de las deformaciones especificas longitudinales.

Para hallar 1os méximos o minimos de €, , se derivala expresion| X111.2) respectode @y se

iguala a cero dicha derivada.

e, te, e,-e

XX Yy
e = M+ oosza e, sz (2]
e -e
18— " ® osen2a +2¢ cos2a
Ta 2 "
Te. __ (exx _ ew)senZa +2e,, cos2a
fla

Dicha derivada se anulara para:
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- (exx— ew)senZaj +2e,cos2a, =0P

e

XX

-e

yy

[xvn}

Comparando la expresion XV11 | con la [xvﬂ resulta inmediato que @ ; =@, es decir, que

las direcciones principales coinciden con las que corresponden alos valores extremos de €, .

Valores méximo y minimo de las deformaciones especificas transversales.

Para halar las direcciones asociadas a los valores méximo o minimo de las deformaciones

especificas transversales se procede en forma andloga a apartado anterior, derivando la expresion de

ef respecto de @ eigualando acero.

e,- €
el == "sn2a-e, cos2a
2 yX
t
j;’ = (exx - eW)COSZa +2e,sen2a

Dicha derivada se anulardpara @ = b,

(exx - eW)COSij +2e sen2b, =0

e -e
thbJ =X W

2e,,

S la ecuacién @(Vllﬂ se sdtisface para b,-=y., también lo hara para

%III:%/I-'-ppyII :yl+p2

Es decir, que las direcciones buscadas (méaximo y minimo ef ) son ortogonales entre si.

Comparando la ecuacién %Vllﬂ conIe{XVIﬂ resulta
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thbj:_t ;-a p 2bj=2aj+pzb bj:aj+l21r
g )

J

Es decir que las direccion&s[l M II} en donde se producen € maximo y minimo e: , estan

orientadas a 45° respecto de las direcciones principales.

Para halar los valores de t-:'.t y e,t, se caracteriza e estado de deformacion mediante las

direcciones 1y 2 es decir se adopta como terna de referenciala tema principal.

Figura22

Considerando la ecuacion [XI\] y teniendo en cuenta que €, =€,, =0 por ser 1y 2

direcciones principales.

e-e
erlezsenZa

Paraladireccion|, & = 2 2a =

3 _ 3
Paraladireccion 11, & :Zp . 2a —Ep ;senza, =1

e -e e -e
sl | o el [
2 2

Por lotanto: €

Parareferirlo alaternax oy, teniendo en cuenta que
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2
e, te a& -¢e.0
elz XX W+ XX Wi +e§x
2 2 g
+ .2
ez:exx e, aeexx—ewg+eix
2 & 2
Y por lo tanto
e -e 0
e = | 2% +e’
2 g
xx
2
el =- gxx_eyy9+ez
1 - yX
\,g 2 g

Circunferencia de Mohr para las direcciones del plano xy.

Teniendo en cuenta las ecuaciones %I .2 } y [XIVJ

e_+e e. -e U

e - X W= Weos2a +e_senzZay

rr 2 2 yX 1,
Ce,-e y Xxi,
e :TwsenZa - e, C0s2a i)

S se adopta como ge de las abscisas €,,, y de ordenadas e,t las {XX} corresponden a las

ecuaciones paramétricas de una circunferencia, de modo tal que los puntos representativos de
direcciones que formen un angulo @ entre si, abarcarédn un —angulo central 2a en la circunferencia

Es decir, que a cada direccion perteneciente a plano XY e correspondera un punto de una

circunferencia representando en abscisas €,, y en ordenadas e,t .

Para halar las ordenadas y € radio de la circunferencia, se eleva a cuadrado ambas
expresiones de la (XX 1 y se suman miembro amiembro.

41



B - o~ Cyy O +e?
gerr- 5> = 7€ —g 5 = 7€, [ XX |
Recordando que la ecuacion de lacircunferenciaesen un plano X, Y :

(x-af +(y-bf =R’

Siendo a y b la abscisa y la ordenada del centro de la circunferencia, resulta que las
coordenadas del centro de la circunferenciay su radio seran:

XX 11 C:w,og R = mg +ejx XXV
g 2 g g 2 g

Construccion de la circunferencia de Mohr

Sean dos direcciones X e Y, cuyas deformaciones especificas caracterizan a estado plano de

deformacion (Figura 23). Normales aladireccion principa de deformacion nula

Considerando un €je de abscisas €, , y en ordenadas etr adoptando igua escala para ambos

se pueden obtener los puntos representativos de las deformaciones asociadas a las direcciones X e Y,

que sedenominan X e Y respectivamente (Figura 24).
Ay

Figura 23

Siendo X e Y los puntos imagen de direcciones ortogonales, abarcaran en la circunferencia

un angulo central igual a 22 =P, esdecir serén diametralmente opuestos.

42



Uniendo X con Y , en su interseccion con € ge de abscisas obtendremos C |, centro de la

circunferencia, que satisface lo expresado en| XXI11.]

el’
[ ‘
eyy ‘
|
s |
S
| es
eyx M €y
0 2a /1 exy
X
1
exx *eyy
2
Figura 24
El radio CY obien CX , puestoque X e Y pertenecenadla
a® -e 0
En efecto: CY :\/(NC)Z +(NY)2 = g = 5 T +e§x =R
[4]

Satisfaciendo lo expresado en @(XI V]

Para hallar las componentes del vector deformacion especifica asociado a un direccién S que

forma un angulo @ con € semige postivo X , bastara con encontrar en € punto S sobre la

circunferencia, midiendo a partir de CX un angulo 28 (Figura 24). La abscisa del punto ordenada

del punto S resultan: S = (essie;)

43



Resulta claro que los puntos 1 y 2 (Figura 24) corresponden a los puntos imagenes de las
direcciones principales, puesto que en ellos se anula la deformacion especifica transversal. Resultando:

.2
e, +e a® -e,.0
g =oc+R=">_"+ X TW L 4 g?
2 g 2 5 %
e, te e e 62
ezzoc- :M- Mi"‘GZ
2 % 2 5%

As mismo, los puntos| | y I| corresponden a los valores méximo y minimo de las
deformaciones especificas transversales siendo:

2 2
B, - €, 0 B, - €, 0

el =R= g”2W¢+e2 e, = g”2W¢+e§X
2 2

Polo de direcciones.

Si por d punto X delaFigura 24 se traza un paralela ala direccion asociada a ETX , €s decir

e de X,y por Y unapadela a dge Y, dichas rectas se interceptardn en un punto sobre la

circunferencia, que se denomina Polo de direcciones ( Pd ).

La afirmacion que Pd se encuentra sobre la circunferencia resulta de que e triangulo

D
Y Pd X esrectanguloen Pd pues X e Y son ortogonales y ademéas XY es un diametro de la

circunferencia, es decir, que e angulo YPdX  se encuentrainscripto en € misma.

Si a partir de Pd trazamos una paralela a la direccion S, su segunda interseccion con la

misma (puesto que la primera interseccion es Pd ) determina e punto S cuya abscisaserda €

y su ordenada ets .

En efecto, € angulo YPd S se encuentra inscripto en la circunferencia, y serdigud a a

siendo € angulo central correspondienteel SCX igual a 2a .



Haz de direcciones pertenecientes al plano YZ (normales al gex).

Para e estado plano de deformacién e tensor de deformaciones estard dado para laterna X,

y, z2° 3 por.
&, e, O

e u_
&y Gy OO_TD
g0 0 Of

L as direcciones consideradas en este haz tendrén como cosenos directores | =0, m, n pues

/

0

1€, =e,m
{e}=[mJr}P te,=e,m

No resulta extrafio que €,, =0 puesto que se trata de un estado plano de deformaciones. Las

cuales resultan todas paralelas al plano X, Y,y por lo tanto nula su componente segin Z .

e, =e X =el+e m+e,n=e m’

e, =e,m’ [xxg

La ecuacién[ XX\J nos indica que para las direcciones pertenecientes a dicho plano. La

méxima deformacion especifica longitudinal corresponde aladireccion y, puesto que Mél y méL.
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Siendo €,, y etr las componentes del vector € debera verificarse:

3 2

2 2 2 2 2
=e, te’=e,'m €, m

. Z_err
Ademésde XxxXv M =
Yy
e e
err2+e:2:eyx2i+eyyZi
eW eW
& “+e 20
err2 + e:Z = guzerr
& S 3
x ‘+e 0
2 yX W= t2
err - € e ;err +er -
& & 5
o 2 2 &
Q yX +eW =
Sumando a ambos miembros: % =
& 2y 5
, ® 2+e 0 @ 2+e 0 . @& 2+e 20
e, - G W e GV R T
& & 5 & %y j & 22y 5
€ a Z+e 20U g 2+e 0
é _ yX vy _l:l +et2: YyX W o=
e, 26 =u g % H XXVIII
g w W@
e, +e,” U
La[XXVII] resulta ser la ecuacion de una circunferencia con centro € 2% ’OE y
Yy
~ eyXZ +eyy2
radio R= 72 e , que es constante a tener definido € estado de deformacion.
Yy

Es decir, que los puntos imagenes de las infinitas rectas del plano YZ se encuentran sobre una

circunferencia con centro sobre € gje de abscisas.
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Eyx
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i >
el Cyy
np=0 iA exy
1¢=0 |
=0 T €yx
n = 0
0° z ) \C¢ err
Figura 25
Dicha circunferencia deberd pasar por los puntos representativos de Y y d origen de

coordenadas, que resulta ser € punto imagen del gje Z °© 3(932 =0 e; = () .

La parte punteada, de la circunferencia (mas ala del punto Y ) no representa direcciones

reales, puesto que para las direcciones del plano YZ resulta €, éeyy de acuerdo a[XX\/}

S hiciésemos girar en torno de Z los ges X e Y, hasta la posicion X%, con un

razonamiento analogo obtendriamos la circunferencia |¢= 0 hasta obtener las circunferencias

M =0 (cuando Y©° 2)y N, =0 (cuando Y ° 1) (Figura25).

Por lo tanto € estado de deformacidn, es decir las infinitas deformaciones especificas
asociadas a las infinitas direcciones pasantes por € punto estarén representadas por puntos interiores

del tridngulo curvilineo cuyos lados son las circunferencias extremas.
e

n2=0
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