ESTABILIDAD II A 22-05-03

Trazado de la elastica en barras de eje recto — Autor: Ing. Roberto Carretero

Trazado de elésticas en una barra de eje recto

Se analizara en la presente seccidn la determinacion de las elasticasde deformacién en una ba
eje recto, sometida a la accion de un estado de cargas genérico.
Se asumen la siguientes hipotesiscon los comentarios que hacen a las restriccionesque impone

a. Material elastico lineal

b. Linealidad estatica
El equilibrio se analiza en la configuracion no deformada de la barra

C. Linealidad cinemética
Losdesplazamientos se consideran lo suficientemente pequefios para suponer relaciones
linealesentre las componentesde los mismos.

d. Barra de seccidn transversal constante
Esta hipo6tesistiene por objeto ssimplificar la solucién de lasecuacionesdiferenciales
e. Losejes de la terna de referencia en el plano de la seccidn coinciden con los ejes princij

de inercia de la seccién transversal.

Lasrelacionesentre solicitaciones y desplazamientos han sido obtenidas al tratar la teoria gener
barras. Se relacionaron lascomponentesque identificaban loscambiosde forma del eje de la k
dag/dx, con el vector solicitaciones.
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La terna de referencia que se ha utilizado en el desarrollo es la siguiente.
N R
7

Se pueden plantear las siguientesrelaciones matematicas entre los girosy corrimientos

1
_ d _d
Oy-—&wg ez-d—xlug

y considerando la hip6tesisde pequefios desplazamientos (Linealidad cinematica) se puede
expresar la curvatura como

2 2
d d
Ay = —=W XZ=—
y dX2 g dx2 g

Planteando la determinacion de laselasticas en forma independiente para cada una de las
solicitaciones se obtendran las siguientes ecuaciones

d Ny d Qy - ky d Q%
—Uu = —\V. = — W, =
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A su vez lasecuacionesde equilibrio de una barra de eje recto en funcién de lascargasapli
son considerando las solicitaciones caracteristicas positivascomo se indica lassiguientes:
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Esta esla ecuacion diferencial de la elastica debida a la flexién en el plano xz

d d
0=q, - dx+ dQ gy =—0Q 0=-Q, -dx-M Q,=—M
y y Yo ax Y y z Y gx Z
d2 -
qy = —M 0 bien reemplazando
y 2z
dx
d4
ay = E-J;- —3vq 2
dx

Esta esla ecuacion diferencial de la el4stica debida a la flexidm en el plano xy

El efecto de la solicitacién por corte se obtiene superponiendo los efectos de esta solicitac
segln lo indicado mas arriba y considerando a gx la fuerza aplicada en la direccion del ej

G-A g2 G-A d¢?
qz= - _2Wg (3) Qy =" _2Vg (4’)
K7 dx Ky dz

En la direccion del eje de la barra se plantean lasecuaciones vinculadasa las cargasdistr
en la direccion del eje de la misma, fuerzas o pares segin corresponda.
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Lasseisecuaciones diferenciales planteadas posibilitan el trazado de laselasticasde deforme
de una barra recta sometida a un estado de cargas genérico. La solucién de lasecuaciones
diferenciales conducira a un total de 12 constantesde integracion para el estado mas general
Estas constantesdependeran de condicionesde borde y ponen en evidencia, en el sentido mi
general, losdesplazamientos que pueden sufrir las secciones extremas de una barra.

Por este motivo se identifican a lasmismas como los gradosde libertad de desplazamiento de
barra en el espacio dado que conocidos esos desplazamientosy el estado de cargas que actui
barra sempre sera posible con ajuste a las hipdtesis planteadas determinar la curva en el esp:
gue representa al eje deformado de la barra en estudio.

Se resolveran seguidamente diversos ejemplos de obtencién de elasticas de deformacidén met
aplicacidn de las ecuaciones diferenciales encontradas.

EJERCICIO N°1

Sea el caso de una barra sometida a una carga uniformemente distribuida en el plano xz, 0o b
descargada en ese plano

KN := 1000N mN:= 100kN mpa:= MN

m
E:=1 J:=1 q;:=1 L:=5

Elastica debida a la flexién

Se deben definir las condiciones de borde que estan reguladas por las restricciones absolutas
en este caso imponen losapoyos.

De acuerdo a lo visto se tendra . .
Si q,=0 se obtiene

j_; = :ZJy-x+ Cq j_;w=cl
2
:_;W= :Z\]y-X3+C1-X+ Cy d_22W=C1-x+ C,
dx
3 2
%(W=Eéz\]y'%+cl'xg+c2'x+c3 g_xw=cl-X;+Cz-x+C3
W= E?Z‘]y,;_jf+cl.%3+cz.%2+c3~x+c4 W=Cl.%3+C2~X;+C3'X+C4

Como se puede apreciar la forma de la elastica depende de la carga aplicada. La determina
la elastica dependera de las condicionesde borde. Seguidamente se analizan distintas situat
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e considera una barra empotrada en un extremo y sometida a una carga uniforme. Con el fin de
simplificar los ndmeros se considerara actuando una carga ficticia equivalente a g /E J,

d3 3
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2 2 2
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. Uzf & 1 7 2 3
}{4 }{3 }{2
W= =+ Gy —+ 0y —+ 0y x+C
Hef 74 1 & 2 7 3 4
En el apoyo izquierdo para x=0 se tendra w=l j—xwﬁnj =
. . dE d3
En el extrerno libre derecho =L se tendra I'L.'IEIr =0= Ew Q. =0= EW

Flanteando estas cuatro condiciones se puede obtener un sisterna de ecuaciones que permite
calcular las constantes y por ende la elastica

L=3 Ay =1
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La consideracion de la deformacién por corte requiere la resolucién por separado de la ¢

L+C2

2

0

?+C2‘O+ C3
03 2

0
+C2?+C30+C4

o |

diferencial que toma en consideracidn este tipo de efecto.

G-A ¢?
4= ——— W
dx
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De esta expresidn surge

2 _ Uz
dX2 gQ G- A
d _ Uz«
&WgQ- GA - X+ ClQ
2

Lascondicionesde borde seran lasvinculadas al corte

para x=0 se anula el corrimiento y la tangente esnula por lo cual lasconstantes son nul

2

Uz ¥z X
2

WgQ = G-A

Se puede aprovechar este ejemplo para determinar la influencia de la deformacién relativi
respecto de la que genera la flexion

El corrimiento maximo se verifica en el extremo de la barra

_ Tz %y 2 _ N . 2o | 1
Mgoma GAT Wgmmax= | %25 * (%) T e
4
qz'l—
W, = —
gMmax E'Jy

WgMmax _ L2 - 2 L)
WgQmas EJ_y 2-(1+p) y
G A
Si se considera en forma ssmplificada que el factor de forma y el modulo de Poisson proxirn

la unidad se tiene que la relacién entre los corrimientos debidos a estas solicitacionesessil
a la denominada esbeltez de la barra al cuadrado

Si la seccion fuese rectangular, se puede escribir en forma aproximada
WgMmax L1\2

_gMmax_ 5. (—j

WgQmas

Si consideramos una relacién minima para configura una barra de 2 se tendria una inciden
orden del 2% de losdesplazamientosdebidosal corte con respecto a losdebidos a la flexic¢
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EJERCICIO N2

Considerando carga y luces similares pero una barra empotrada en el extremo izquierdo y articulada

en el extremo derecho.

7
/
7 gz >
Z "X
W
Z
Given
0= Lg c,-L+0C
- RS Bt M =0 para x=L
DE 2
D=qﬁ-E+C1-E+C2-D+C3 d weidw=0 para x=0
0= I:|4+C I:|3+C I:|2+C o+ w =0 para x=0
Hzf 74 1 6 2 3 3 4
4 3 2
L L L
O=ge — +0y-— 40y — +0s-L+C w =1 para x=L
R R 4 &
=25
2
Find| 2, ,04,C4,C 2
ind(C,C5,C5.C) — 3
N
N
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Es de apreciar que en este Gltimo caso se ha resuelto un sistema hiperestatico de primer
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