Propagacion de errores
Ejercicio 1

Calcular las siguientes expresiones, incluyendo sus cotas de error absoluto, donde:
x =2,00,y=3,00y z =4,00 (estos valores estan correctamente redondeados)

a)3x+y-z
Datos: 3x+y—z=w x = 2,00 y = 3,00 z = 4,00
— 3 |2 gy, = | dw dw
AW_Zi=1|dxi|Axl ~ lax Ax+|dy|Ay+ dz Az WA AW~dW
Ax  dx
Ax; = 0,5.107t Ax = Ay = Az = 0,5.107%2 = 0,005
w+Aw
Aw = 3.0,005 + 0,005 + 0,005 = 0,025 = 0,03 w
w-Aw

w=32+3-4=5

w=w+4dw w =500+ 0,03

Xx-Ax X Xx+Ax X



c) x sen (y / 40)
Datos: x.sin(y/40) =w x = 2,00 y = 3,00
oy — ‘dW‘A N |dW|A

Y= lax x dy y

)

aw = sin (22 005 +
w = |Sin 40 5

2,00 (3,00
cos

40 40 >| e

Aw = 0,000623 = 0,0007

)

/\_200 ) (300
w = 2,00.sin 20

) = 0,149859414

w=w+Aw w =0,150 + 0,0007

w+Aw

w-Aw

Aw  dw
Ax  dx

X-Ax X Xx+Ax X



Ejercicio 2

Calcular la siguiente expresion, incluyendo su cota de error absoluto: w =xy2/z donde x=2,0+ 0,1,y = 3,0
+0,2yz=1,0+0.1. Indicar qué variable tiene mayor incidencia en el error en w.

2]
Datos: w:% x=20+01 y=30+02 z=10+0,1
y ‘ ~|4 +| |y + i
Y a7 T Tyl T az
y? xy xy? 32 2.3 2.32
Dw = [—|Ax +2| = Ay + |5 [Az ==.01+2.22.02+55-.01=09+24+18=51=5
z z 1 1 12
/\_2.32_18
w=——=
A
w=wt+Adw w=20+5
Aw xAx |xy|yAy xy®| z Az y2 xz Dx 2|xy| yz Ay+ xy?| z% DAz
wo wx 22 |lwz  |z|xy?x zlxy? y z% |xy? z

Ry =1.Ry+2.R, + 1L.R,

La variable que tiene mayor incidencia en el error de w es y.



Cuando se efectua un célculo, hay una precisién necesaria y suficiente para alcanzar la tolerancia requerida
en el resultado. Es decir, no hace falta conocer cada entrada con la maxima precision. Para el ingeniero esto
es vital, ya que hace a la “economia”: no pedir mas de lo necesario.

Ejercicio 4:

Se tienen las siguientes expresiones algebraicamente equivalentes:

i) f=(2¥2-1)°

i) f=1/(2Y2 + 1)®

iii) f = (3 - 2%2V2)3

iv) f = 1/(3 + 2*2V?)3

v) f = (99 - 70*2%2)

vi) f = 1/(99 + 70%212)

a) Demostrar que, efectivamente, son algebraicamente equivalentes.

b) Utilizando el valor aproximado 1,4 para la raiz cuadrada de 2, indicar qué alternativa proporciona el mejor
resultado.

Algoritmos algebraicamente equivalentes no son numéricamente equivalentes: propagan de forma distinta
los errores.



Ejercicio 5

Se tiene la expresién y =In [x - (x2- 1) A 0.5]. a) Calcular y para x = 30, incluyendo su error absoluto. Suponer
que la raiz cuadrada se conoce con 6 decimales correctos y que el error en x es despreciable. b) Obtener
una expresion matematicamente equivalente a la anterior, pero mejor condicionada desde el punto de vista
numeérico, y recalcular el resultado con el nuevo error.

- x = 30 (se desprecia su error absoluto, Ax=0)

- laraiz cuadrada se conoce solo con 6 decimales correctos

La raiz cuadrada introduce error, entonces

x2—=1 5 r=ftA40r

Con seis decimales correctos
Ar = 0.0000005 = 0.5-107°
=In(x—r)

-1
30 —29.9833287

Ar =0 + -0.5-107°

dy
by = ‘d ‘AH |E




Ay = 0.000029992 =~ 0.00003 = 0.3-10~*

Logramos 4 decimales significativos y uno medianamente significativo.
9 = In(2 — ) = In(30 — 29.9833287) = —4.09406667 ...

y = —4.09407 + 0.00003

La resta de magnitudes similares produjo un efecto de cancelacion de términos. Esta resta se presenta
dividiendo en el factor de amplificacion del error. Al dividir por un nimero pequefio, el factor resulta critico
para la propagacion de errores. Cada vez que se presenta un efecto de cancelacion de términos se buscara:

e Sies posible, eliminar dicha cancelacion de términos
e Sino es posible, procurar que suceda lo antes posible en el algoritmo

Expresion original:
y = ln(x—\/x2 - 1)

Multiplicando y dividiendo por el conjugado:

l < 5 1x+\/xz—1> : (x2+x\/x2—1—x\/x2—1—(x2—1)> : ( 1 )
=lnlx—Vx2—-1————=)=1In =In|—————
Y x+Vx2—-1 x+VxZz—1 x+Vx2—1

Aplicando la propiedad del logaritmo In(a/b) = In(a) — In(b):

y=ln(1)—ln(x+ x2—1)=—ln(x+ x2—1)

Obtuve un algoritmo alternativo matematicamente equivalente.



De nuevo llamando r = Vx2 — 1, la expresién queda:
y=—In(x+r)

La cota del error de la raiz:

Ar=0.5-10"°

Aplicando propagacién de errores:

-0.5-107° =~ 0.1-1077

dy dy
Ay = |==|bx + |==
Y |dx| x+|dr xX+r

Ar=0+‘

La cota del error en el resultado dio mucho menor a la del algoritmo original (3 6rdenes de magnitud mas
chica), pues no se produjo el fenébmeno de cancelacion de términos. El denominador en el factor de
amplificacién ya no es una resta de magnitudes similares.

El célculo del valor medio debe dar lo mismo que en el algoritmo original:
y=—IX+7)=—In(30+ 29.9833287) = —4.09406667 ...
El valor del resultado correctamente expresado queda:

y = —4.09406667 + 0.00000001



Ejercicio 6:

Se realizan observaciones de un satélite para determinar su velocidad. En la primera observacion la distancia
al satélite es L = 30.000 + 10 km. Luego de 5 segundos (medido con 4 digitos de precision) la distancia radial
ha aumentado en p = 125 + 0,5 km y el cambio en la orientacion ha sido g =0,00750 + 0,00002 radianes.
Calcular la velocidad del satélite, incluyendo su error, suponiendo que el mismo se mueve en linea rectay a
velocidad constante durante ese intervalo de tiempo.

Es un problema simple de propagacion de errores. Soélo que los errores de calculo de ciertas cantidades son
errores de entrada de otros calculos.



Ejercicio 7:

En una computadora, una celda de memoria tiene 2 posiciones binarias para almacenar los signos de la
mantisa y del exponente, 11 posiciones decimales para la mantisa y 3 posiciones decimales para el
exponente. Por ejemplo, el nimero 1 se almacena de la siguiente forma: +31415926536+001. Indicar cémo

se almacenan los niumeros:
a) 2,7182818285 b) -1073741824 c) 0,577216 d) -123E-45

La maquina puede representar sélo una cantidad finita (aunque grande) de numeros reales.



Ejercicio adicional A1l:

A.1) Se dispone de un algoritmo para computar la siguiente integral:

1 . 2 10
I(a,b) =J ela+x?) dx

0
Utilizando dicho algoritmo se obtuvo la siguiente tabla de resultados:

a b I
0.39 0.34 1.425032
0.40 0.32 1.408845

0.40 0.34 1,398464
0.40 0.36 1.388198
0.41 0.34 1,372950

Ahora bien, se midieron las cantidades fisicas = e y, obteniéndose:
-=0,400+ 0,003 v =0.340 £ 0,005

Estimar el error en /(z,y) y expresar el resultado final.



I(a,b) = F(z,y)

al al dF (z, 0F (z,
Al = [— Az+‘— Ayz‘ ( y)‘ Az+‘ .7)
0zlp ayl, 0z P P
0F(z,y) ol _ 1.372950 — 1.425032 e
9z  ba 0.41 — 0.39 -
0F(z,y) 61 1.388198 — 1.408845
= = = —0.516175

dy &b 0.36 — 0.32
Al = 2.6041.0.003 4+ 0.516175.0.005 = 0.01039
Adoptando un solo digito para la cota, la misma nos queda 4l = 0.01

Al =001 - 05107"1<Ax<05107¢% - 0.005<Ax<005 - t=1 Por lo tanto, la forma
correcta de expresar el resultado es I =] + A = 1.40 + 0.01

Este tipo de evaluacion del error, por “perturbaciones experimentales”, es comun en la practica ingenieril.



Gréfica de proceso

c=a<ob>b

sc = 2 50+ L sp
©=9a°* " ap

0c Jdcada Jdcbdéb Odca dcb
rc=—=

¢ Goce heh ouel ohe

c=<ou>(a)

sc=255
c=>-0a
dca
rc =—-ra= faxra(+p)

dac

——ra+——rb=faxra+ fb*rb(+u)



Ejercicio 8

Determinar las cotas para los errores relativos de v y w (que son dos expresiones algebraicamente
equivalentes) en los siguientes casos, utilizando la gréafica de proceso:

a)v=ata,w=2a b) v=atata,w=3a
Suponer que a es positivo y que los nimeros 2 y 3 tienen una representacion exacta en la computadora.
Comparar los resultados de las dos expresiones y extraer conclusiones. Calcular dichos errores para a =
0,6992 (correctamente redondeado), redondeando a 4 digitos luego de cada operacién aritmética.

bjv=a+a+a, w=3a

1 1
ra5+ra5+€1| = Ira + el < Iral + e

|Tn1| =



N1 a Ty, T Taa (ra + &)1 + 150
|r,72| =" + 1, &l =|—+&| = &
n+a n+a ny+a n+a
(M +a) + &y €171 2 2
Tho| = + & =|r, + + | =1tz T & S gl + =& T+ |
|712| n+a 2 a m+a 2 a 31 2 |a| 31 |2|
[Tl = |rq + &1 < || + &
£, < U Irvlﬁl.ra+§.,u lrwl < L.y +1.u Ty =Ty
Fy
Ry <Cp.R+E,.pu Ca=a

Cp: Numero de condicion del problema (factor de amplificacién de los errores relativos inherentes). No
depende del algoritmo, depende del problema matematico.

Fu: Término de estabilidad (factor global de amplificacion de errores de redondeo). Depende del algoritmo y
del problema matematico.

Ca: Numero de condicion del algoritmo. Ca<=1 Estable, Ca>>1 Inestable (o mal condicionado)
Con a=0,6992 €1, = 0,5.107t = 0,0005
|r,72| < 20,0005 = 0,00083 v =2,0976 + 0,0009 = 2,098 + 0,0009

|1y] < 0,0005 w = 2,0976 £+ 0,0009 = 2,098 £+ 0,0005



Ejercicio 9:

Considerar las expresiones v = (a-b) / c y w = (a/c) - (b/c). Suponer que a, b y ¢ son positivos, sin errores
de entrada y que a es aproximadamente igual a b.

a) Demostrar que el error relativo por redondeo en w puede ser mucho mayor que el mismo error en v.
b) Calcular dichos errores paraa = 0,41, b =0,36 y ¢ = 0,70, utilizando aritmética de punto flotante con 2
digitos de precision.

(a—b)
c

a)v =

|rr]1| = |€1|




|r,72| = |r,711 +7.(-1)+ £2| 7, =0 |r,,2| = |g; + &

| = |Tn2| = leg + &l < legl| + ezl <2

|7y1] = lral + 7.(—1) + &] T, =7,=0 [t | = lel
|rn2| =1 +1.(—1) + & T, =1=0 |Tn2| = |&,|
N1 —N2

M1 —n2
T =|r + +s|=|£ —+£—+£|
|773| 7111]1_1]2 72 Nn1—1M2 3 1773 2 N3 3



n —12 74 72| Iml 72|
Il = s = o1 2+ £ 12 o+ ] < lel o2 + leal T+ lesl < g oo + T+ 1
wl = s R PRI Bl PR I P S N BITN
1] + 7] 22
N1 N2 c
1| = 13| < <—+1)z ==kl
wh = I < =5 “\Twl
22 wl«2=t» 155 <x,

b) |Tv| < 20,05 = 0,1

(0,41)
0,70 ( (
< A TA 4 =
Ir] < | 2 0.08 +1 10,05 2

)

9
1)0,05=0,79
0,08) * )

Aunque haya cancelacion de términos, hay algoritmos mas estables que otros. Notar que el segundo
algoritmo involucra mas operaciones y que, al postergar la cancelacion de términos, produce la amplificacion

de los primeros errores de redondeo.



Ejercicio 10: en el calculo numérico, el orden de las operaciones influye. Esto es debido a la precision finita.

Ejercicio 13

Calcular v - w? usando aritmética de punto flotante de 4 digitos de precision, con v =
4321y w=43 11, utilizando los siguientes algoritmos:

a) (v v)-(w"w) by(v+w)"*(v—w)

Indicar cual algoritmo es mas conveniente y justificar.

Datos: v? —w? t=4 v =43.21 w = 43.11

Para ver cual es el algoritmo més conveniente, vamos a realizar un andlisis mediante la gréafica de procesos.

Algoritmo A): y, = (v.v) — (w.w)



Llamaremos i,, i,,a los errores inherentes relativos; y a los errores relativos de redondeo en cada operacion
£1,&,, &5 . Sabemos que ||, |&,], le3] < 1

ery =i, +i, +& = 2i, + & er, =1y, +iy, +& =20, + &

a b (2i, + &)a — (2iy, + &)b
eryA=eram—erbm+s3= a—b

+ &3

Separando los términos que dependen del error inherente de los términos que dependen del error de
redondeo, tenemos:

2ai, — 2bi,, ag; — be, 2%, — 2wy, | vie —wle

aF +é& =
a—>b a—>b 3

erys = + &

v2 — w2 v2 — w2

|€1|:|€2|:|53|SM |lv|)|lW|Sr



acotando resulta

| |<2vz+2w2 N 1+U2+W2
er. <———r1 —_—
YA |v2 _W2| |v2 _W2| K

El término que multiplica a r es designado con el nombre de CONDICION DEL PROBLEMA (Cp), y es el
factor de amplificacion de los errores de relativos inherentes. La condicién del problema depende
exclusivamente del problema numérico, es decir que para cualquier algoritmo que elijamos para resolver
nuestro problema, la condicién del problema sera la misma.

El término que multiplica a u se denomina TERMINO DE ESTABILIDAD (Te), y depende del problema
numeérico y del algoritmo elegido.

2 2
La condicion del problema vale: C,, = % = 863
Z . - v24w?
El término de estabilidad vale: Te, = i T 1 =432

Algoritmo B): y = (v + w). (v —w)



er, = i, — i, ——+¢ er i i + &
a YV y+w W v+w 1 b= vy w Woy— 2
iy V+iy,w i, v—iy,w
er,=——+¢ ery = + ¢
@ v+w 1 b v-w 2

i,V + iyyw + ly® = Uy

w
eryp = erg +er, + & = +& +éet+ &3

v+w vV—w

(v —w)(,v+i,w)+ (W +w)(i,v—i,w)
@ —w?)

eryp = +é& t+& +é&3

(Qv2i, + 2w?iy,)
(v? —w?)

eryp = +é& +& +&3

e, lezl, le3] < p iy, liwl <7



acotando resulta

| | < 2v% 4 2w? L @)
er 7
YB| = |v2 _ W2| H

D, 2v%+2w?
La condicién del problema vale: C,p =~ - = 863

v2-w?|
El término de estabilidad vale: Teg = 3

Tal como vimos anteriormente, el Cp es igual en casos, independientemente del algoritmo. Lo que disminuye
notablemente es el término de estabilidad.

Esto nos muestra que el segundo algoritmo es el mas conveniente, ya que operando como él indica, el error
de redondeo propagado serd mucho menor.

Ejercicio 17: esto es, en general, lo que se busca en la practica: que los errores debido al redondeo en las
operaciones sean despreciables frente a los debidos a los errores de entrada.
Ejercicio 18:

Se desea evaluar z = cos (a2 - al) , donde al = 1,345 £ 0,0005 y a2 = 1,352 + 0,0005, ambos medidos en
radianes. Los célculos se efectiian con 7 digitos de precision. El valor del coseno se obtiene de una tabla
con 5 decimales significativos. Se pide:



a) Calcular z y efectuar una estimacion de la cota de error mediante la grafica de proceso. Identificar la
principal fuente de error.

b) Repetir el calculo anterior utilizando el algoritmo alternativo:
Z =cos a2 cos al + sen a2 sen al
Explicar cudl de los dos algoritmos es mejor y justificar.

a a
Tp1 = arz - arl + Uy

a; a,
1, = —¢ytan(P)re + 1y = —P tan(p,) (arz - aﬁ + #1) + p2

= ri[tan(pay] + rz[—tan(d,)az] + w [—ptan(d,)] + u,
< R[tan(¢,)a; + tan(Ppy)a,] + Ulp tan(¢,) + 1] = Rc, + Uf,, =R,



¢p = (az + ay)tan(a; — a;) = 0.02

fu=(a; —atan(a; —a)) + 1= 1

61

-a2tana2

-oltanal

a2/tano2

al/tanal

ri ua



Variable auxiliar Error relativo

¢1 = cos(ay) Te1 = —aztan(az)r, + uy
¢, = cos(ay) Ty = —aytan(a)r + py
¢35 = sen(ay) T3 = az/tan(az)r; + us
¢4 = sen(ay) Toa = az/tan(a)r + py
b5 = b1, Tos = Tp1 +Tp2 + Us

b = P3¢y Toe = Tp3 + Tpa T Us
z=¢s+ ¢ TZ=%T‘¢5+%T¢6+M7

Reemplazando:

¢ ()
Tz=75(7"¢1+7"¢2+ﬂ5)+76(7"¢3 +7”¢4+.U6)+H7 =

¢s b6
= (—aztan(az)r, + py — agtan(a)ry + p; + ps) + > (az/tan(az)r; + ps + ag/tan(a)ry + py + Ue) + U7



Reagrupando:

T, =T % 1/tan(e;) — % tan(al)] +na; [% 1/tan(ay) — % tan(az)| + % (11 + p2 + ps)

b6
(s + pg + 1g) + 17

JL =
VA

Llamemos C; al primer corchete, es decir:

_ P

C, = ~ 1/tan(ay) — %tan(al)

Recordando que tan(a) = sen(a)/cos(a) y reemplazando ¢s, ¢¢ y Z por sus expresiones:

sen(a,)sen(a,) cos(aq) cos(ay)cos(ay) sen(a;)

G = cos(ay)cos(a,) + sen(ay)sen(a,) sen(a;) B cos(a,)cos(ay) + sen(ay)sen(a,) cos(a,)

Simplificando y restando:

_sen(az)cos(a,) — cos(az)sen(a,)
~ cos(ay)cos(ay) + sen(a,)sen(ay)

1

Recordando las identidades trigonométricas, el numerador es sen(a, — @) y el denominador cos(a, — a;). Luego:

sen(a, — ay) tan( )
=———=tan(a, — @
L7 cos(a, — ay) z 1



Si ahora llamamos C, al segundo corchete:

b6

C, = ~ 1/tan(a,) — %tan(az)

Reemplazando:

B sen(a,)sen(a;) cos(ay) cos(ay)cos(ay) sen(a,)
~ cos(ay)cos(ay) + sen(a,)sen(ay) sen(ay) B cos(ay)cos(ay) + sen(ay)sen(ay) cos(asy)

C

Operando:

_ sen(ay)cos(az) — cos(ai)sen(a;)

27 cos(ay)cos(ay) + sen(ay)sen(a,)

Ahora el numerador queda sen(a; — @,). Como es una funcién impar, sen(a; — a,) = —sen(a, — @, ). Luego:

—sen(a, —ay)

= = —tan(a, — a
2 COS(aZ—al) (2 1)

Volviendo a la expresion de 7;:



®s b6
1, = npajtan(a; — ay) — rpaztan(a, — aq) + 7(#1 + 4y + ps) + > (uz + 1y + pg) + 17

< R[(ay, + a))tan(a, — a;)] + Ps 3U + Ps 3U+U

¢s+ d6 ¢s + b6
= R[(a; + aj)tan(ay — a;)] + 4U = Rc, + Uf, =R,

¢p = (a; + ay)tan(a; — a;) = 0.02

fu=+4



