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OP = N − OD

Para esquemas centrados cuando par.(N)≠par.(OD)OP = N − OD(+𝟏)

Para esquemas en adelanto/atraso y centrados [cuando par.(N)=par.(OD)]

f´con 2 puntos adelanto/atraso → OP = 1
f´con 2 puntos centrada              → OP = 2 → 𝑔𝑎𝑛𝑜 1 𝑂𝑃

f´con 3 puntos adelanto/atraso → OP = 2
f´con 3 puntos centrada              → OP = 2

f´´con 3 puntos adelanto/atraso → OP = 1
f´´con 3 puntos centrada              → OP = 2 → 𝑔𝑎𝑛𝑜 1 𝑂𝑃
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1• Combinación Lineal →

2• Desarrollo Taylor →
𝑓 𝑥0 = 𝑓 𝑥1 + 𝑓´ 𝑥1 𝑥0 − 𝑥1 +

𝑓´´ 𝑥1 𝑥0 − 𝑥1 2

2!
+
𝑓´´´ 𝑥1 𝑥0 − 𝑥1 3

3!
+ 𝑂(ℎ4)

𝑓 𝑥2 = 𝑓 𝑥1 + 𝑓´ 𝑥1 𝑥2 − 𝑥1 +
𝑓´´ 𝑥1 𝑥2 − 𝑥1 2

2!
+
𝑓´´´ 𝑥1 𝑥2 − 𝑥1 3

3!
+ 𝑂(ℎ4)

𝑓´ 𝑥1 ≈ 𝑎 𝑓 𝑥𝑜 + 𝑏 𝑓 𝑥1 + 𝑐 𝑓(𝑥2)

𝑁 = 3, 𝑂𝐷 = 1 ⇒

(1)

Eje 1. Construir una aproximación centrada con tres puntos de f´(x) y analizar la precisión del esquema obtenido.

𝑂𝑃 = 2
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1• Combinación Lineal →

2• Desarrollo Taylor →

𝑓´ 𝑥1 ≈ 𝑎 𝑓 𝑥𝑜 + 𝑏 𝑓 𝑥1 + 𝑐 𝑓(𝑥2)

𝑁 = 3, 𝑂𝐷 = 1 ⇒

(1)

Eje 1. Construir una aproximación centrada con tres puntos de f´(x) y analizar la precisión del esquema obtenido.

𝑂𝑃 = 2

𝑓 𝑥0 = 𝑓 𝑥1 + 𝑓´ 𝑥1 −ℎ +
𝑓´´ 𝑥1 −ℎ 2

2!
+
𝑓´´´ 𝑥1 −ℎ 3

3!
+ 𝑂(ℎ4)

𝑓 𝑥2 = 𝑓 𝑥1 + 𝑓´ 𝑥1 ℎ +
𝑓´´ 𝑥1 ℎ2

2!
+
𝑓´´´ 𝑥1 ℎ3

3!
+ 𝑂(ℎ4)

3• Reemplazo en (1)

𝑓´ 𝑥1 ≈ 𝑎 𝑓 𝑥1 + 𝑓´ 𝑥1 −ℎ +
𝑓´´ 𝑥1 −ℎ 2

2!
+
𝑓´´´ 𝑥1 −ℎ 3

3!
+ 𝑂(ℎ4) + 𝑏 𝑓 𝑥1 + 𝑐 𝑓 𝑥1 + 𝑓´ 𝑥1 ℎ +

𝑓´´ 𝑥1 ℎ2

2!
+
𝑓´´´ 𝑥1 ℎ3

3!
+ 𝑂(ℎ4)

𝑥0 − 𝑥1 = −ℎ

𝑥2 − 𝑥1 = ℎ
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4• Despejo los coeficientes [a,b,c]

𝑓´ 𝑥1 +𝑅𝐷 = 𝑎 𝑓 𝑥1 + 𝑓´ 𝑥1 −ℎ +
𝑓´´ 𝑥1 −ℎ 2

2!
+
𝑓´´´ 𝑥1 −ℎ 3

3!
+ 𝑂(ℎ4) + 𝑏 𝑓 𝑥1 + 𝑐 𝑓 𝑥1 + 𝑓´ 𝑥1 ℎ +

𝑓´´ 𝑥1 ℎ2

2!
+
𝑓´´´ 𝑥1 ℎ3

3!
+ 𝑂(ℎ4)

𝑓´ 𝑥1 + 𝑅𝐷 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 𝑓 𝑥1 + −ℎ𝑎 + ℎ𝑐 𝑓´ 𝑥1 +
ℎ2𝑎

2
+
ℎ2𝑐

2
𝑓´´ 𝑥1 +

−ℎ3𝑎

6
+
ℎ3𝑐

6
𝑓´´´ 𝑥1 + 𝑂(ℎ4)

0 1
0 Error trunc.

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0

−ℎ𝑎 + ℎ𝑐 = 1

ℎ2𝑎

2
+
ℎ2𝑐

2
= 0

𝑎 =
−1

2ℎ
; 𝑏 = 0 ; 𝑐 =

1

2ℎ
→ 1 1 1

-ℎ 0 ℎ

ℎ2

2

0 ℎ2

2

𝑎

𝑏

𝑐

0

1

0

=

→



Diferenciación numérica

6Tarela - Ezcurra - Poltarak - Hirschmann - Alderete - Diaz

𝑓´ 𝑥1 + 𝑅𝐷 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 𝑓 𝑥1 + −ℎ𝑎 + ℎ𝑐 𝑓´ 𝑥1 +
ℎ2𝑎

2
+
ℎ2𝑐

2
𝑓´´ 𝑥1 +

−ℎ3𝑎

6
+
ℎ3𝑐

6
𝑓´´´ 𝑥1 + 𝑂(ℎ4)

Error trunc.

𝑒𝑇 ≤
−ℎ3𝑎

6
+
ℎ3𝑐

6
máx 𝑓´´´ 𝑥 𝑐𝑜𝑛 𝑥0 ≤ x ≤ 𝑥2 𝑎 =

−1

2ℎ
; 𝑏 = 0 ; 𝑐 =

1

2ℎ

𝑒𝑇 ≤
ℎ2

12
+
ℎ2

12
máx 𝑓´´´ 𝑥

𝑒𝑇 ≤
ℎ2

6
máx 𝑓´´´ 𝑥 Cota de 𝒆𝑻. 

Esquema de orden 2 

⇒ 𝑓´ 𝑥1 ≈
−1

2ℎ
𝑓 𝑥𝑜 + 0 𝑓 𝑥1 +

1

2ℎ
𝑓(𝑥2) 𝑓´ 𝑥1 ≈

𝑓 𝑥2 − 𝑓(𝑥0)

2ℎ
⇒ Aproximación centrada de la f’(x1), con 

3 puntos

Análisis de 𝑒𝑇



Eje 2. Estimar el valor de f´(1,000) utilizando la siguiente tabla de valores para función sen(x):
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1• Combinación Lineal de la derivada a aproximar 

OP=N - OD
OP=  1

𝑓´ 𝑥1 ≈ 𝑎 𝑓 𝑥0 + 𝑏 𝑓 𝑥1

x f(x)

0,920 0,79560

1,000 0,84147

N =2
OD=1

⇒

𝑓 𝑥0 = 𝑓 𝑥1 + 𝑓´ 𝑥1 −ℎ1 +
𝑓´´ 𝑥1 −ℎ1

2

2!
+ 𝑂(ℎ1

3)2• Desarrollo Taylor 

𝑓´ 𝑥1 = 𝑎 𝑓 𝑥1 + 𝑓´ 𝑥1 −ℎ1 +
𝑓´´ 𝑥1 −ℎ1

2

2!
+ 𝑂(ℎ1

3) + 𝑏 𝑓 𝑥1

𝑓´ 𝑥1 = 𝑎 + 𝑏 𝑓 𝑥1 + −ℎ1𝑎 𝑓´ 𝑥1 +
ℎ1

2𝑎

2
𝑓´´ 𝑥1 + 𝑂(ℎ1

3)

Error de trunc.

3• Reemplazo en (1)

(1)

0
1

⇒
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x f(x)

0,920 0,79560

1,000 0,84147

𝑎 + 𝑏 = 0

−ℎ1𝑎 = 1

⇒

𝑓´ 𝑥1 ≈ 𝑎 𝑓 𝑥0 + 𝑏 𝑓 𝑥1

𝑏 =
1

ℎ1

𝑎 =
−1

ℎ1

𝑓´ 𝑥1 ≈
−1

ℎ1
𝑓 𝑥0 +

1

ℎ1
𝑓 𝑥1

𝑓´ 1,000 ≈
1

0,08
[−0,79560 + 0,84147]

𝑓´ 1,000 ≈ 0,57338

⇒
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x f(x)

0,920 0,79560

1,000 0,84147

𝑓´ 𝑥1 ≈ 𝑎 + 𝑏 𝑓 𝑥1 + −ℎ1𝑎 𝑓´ 𝑥1 +
ℎ1

2𝑎

2
𝑓´´ 𝑥1 + 𝑂(ℎ1

3)

Error de trunc.

𝑒𝑇 ≤ máx 𝑓´´ 𝑥
ℎ1

2𝑎

2
𝑐𝑜𝑛 0,920 ≤ x ≤ 1,000

𝑒𝑇 ≤ −sen 1 −
ℎ1
2

𝑒𝑇 ≤ 0,034 ≈ 0,04

Cota del 𝒆𝑻

co s( 1,000) − 0,57338 = 0,033

¿Cómo podría mejorar el resultado?
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x f(x)

0,950 0,81342

1,000 0,84147

OP=N - OD
OP=  1

𝑓´ 𝑥1 ≈ 𝑎 𝑓 𝑥0 + 𝑏 𝑓 𝑥1

N =2
OD=1

⇒

𝑏 =
1

ℎ2
𝑎 =

−1

ℎ2

𝑓´ 𝑥1 ≈
1

ℎ2
𝑓 𝑥1 − 𝑓 𝑥0

𝑓´ 𝑥1 ≈
1

0,05
0,84147 − 0,81342

𝑓´ 1,000 ≈ 0,56100

⇒

𝑒𝑇 ≤ 0,021 ≈ 0,03

|𝑐𝑜𝑠(1,000) − 0,56100| = 0,0207
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𝑓´ 1,000 ≈ 0,57338 𝑒𝑇 ≤ 0,034 ≈ 0,04ℎ1 = 0,08

ℎ2 = 0,05

→

→ 𝑓´ 1,000 ≈ 0,56100 𝑒𝑇 ≤ 0,021 ≈ 0,03

Resumiendo: ↓ 𝒉 → ↓ 𝑒𝑇

(!! ↑ 𝑒𝑅)

¿Cómo podría mejorar el resultado?
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𝑓´ 𝑥2 ≈ 𝑎 𝑓 𝑥0 + 𝑏 𝑓 𝑥1 + 𝑐 𝑓 𝑥2

𝑓 𝑥0 = 𝑓 𝑥2 + 𝑓´ 𝑥2 𝑥0 − 𝑥2 +
𝑓´´ 𝑥2 𝑥0 − 𝑥2 2

2!
+
𝑓´´´ 𝑥2 𝑥0 − 𝑥2 3

3!
+ 𝑂(ℎ1

4)

𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥2 + 𝑓´ 𝑥2 𝑥1 − 𝑥2 +
𝑓´´ 𝑥2 𝑥1 − 𝑥2 2

2!
+
𝑓´´´ 𝑥2 𝑥1 − 𝑥2 3

3!
+ 𝑂(ℎ2

4)

01/12/2021

Eje 2. Estimar el valor de f´(1,000) utilizando la siguiente tabla de valores para función sen(x) y un                        
esquema de orden 2:

x f(x)

0,920 0,79560

0,950 0,81342

1,000 0,84147OP=N - ODN =3
OD=1

⇒

𝑓 𝑥0 = 𝑓 𝑥2 + 𝑓´ 𝑥2 −ℎ1 +
𝑓´´ 𝑥2 −ℎ1

2

2!
+
𝑓´´´ 𝑥2 −ℎ1

3

3!
+ 𝑂(ℎ1

4)

𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥2 + 𝑓´ 𝑥2 −ℎ2 +
𝑓´´ 𝑥2 −ℎ2

2

2!
+
𝑓´´´ 𝑥2 −ℎ2

3

3!
+ 𝑂(ℎ2

4)

OP=  2⇒

Desarrollo Taylor 
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𝑓´ 𝑥2 ≈ 𝑎 𝑓 𝑥0 + 𝑏 𝑓 𝑥1 + 𝑐 𝑓 𝑥2

01/12/2021

Eje 2. Estimar el valor de f´(1,000) utilizando la siguiente tabla de valores para función sen(x) y un                        
esquema de orden 2:

x f(x)

0,920 0,79560

0,950 0,81342

1,000 0,84147

𝑓´ 𝑥2 = 𝑓 𝑥2 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑓´ 𝑥2 −ℎ1𝑎 − ℎ2𝑏 + 𝑓´´ 𝑥2
ℎ1

2𝑎

2
+
ℎ2

2𝑏

2
+ 𝑓´´´ 𝑥2

−ℎ1
3𝑎

6
−
ℎ2

3𝑏

6
+ 𝑂(ℎ1

4) + 𝑂(ℎ2
4)

0 1 Error de trunc.0

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0

−ℎ1𝑎 − ℎ2𝑏 = 1

ℎ1
2𝑎

2
+

ℎ2
2𝑏

2
= 0

𝑎 = 20,833

𝑏 = −53,333

c = 32,500

⇒ ⇒
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𝑓´ 𝑥2 ≈ 𝑎 𝑓 𝑥0 + 𝑏 𝑓 𝑥1 + 𝑐 𝑓 𝑥2

01/12/2021

Eje 2. Estimar el valor de f´(1,000) utilizando la siguiente tabla de valores para función sen(x) y un                        
esquema de orden 2:

x f(x)

0,920 0,79560

0,950 0,81342

1,000 0,84147

𝑓´ 𝑥2 ≈ 20,833 𝑓 𝑥0 − 53,333 𝑓 𝑥1 + 32,500 𝑓 𝑥2

𝑓´ 1,000 ≈ 0,54038



15

Diferenciación numérica

Tarela - Ezcurra - Poltarak - Hirschmann - Alderete - Diaz01/12/2021

Eje 2. Estimar el valor de f´(1,000) utilizando la siguiente tabla de valores para función sen(x) y un                        
esquema de orden 2:

x f(x)

0,920 0,79560

0,950 0,81342

1,000 0,84147

𝑒𝑇 ≤ 0,000403 ≈ 0,0005

𝑒𝑇 ≤ má x | 𝑓´´´ 𝑥 |
−ℎ1

3𝑎

6
−
ℎ2

3𝑏

6
𝑐𝑜𝑛 0,920 ≤ x ≤ 1,000

𝑒𝑇 ≤ −cos 0,920
−ℎ1

320,833

6
−
ℎ2

3(53,333)

6

|𝑐𝑜𝑠(1,000) − 0,54038| = 0,0000777

𝑓´ 𝑥2 = 𝑓 𝑥2 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑓´ 𝑥2 −ℎ1𝑎 − ℎ2𝑏 + 𝑓´´ 𝑥2
ℎ1

2𝑎

2
+
ℎ2

2𝑏

2
+ 𝑓´´´ 𝑥2

−ℎ1
3𝑎

6
−
ℎ2

3𝑏

6
+ 𝑂(ℎ1

4) + 𝑂(ℎ2
4)

Error de trunc.

𝑎 = 20,833 ; 𝑏 = −53,333



16

Diferenciación numérica

Tarela - Ezcurra - Poltarak - Hirschmann - Alderete - Diaz01/12/2021

𝑓´ 1,000 ≈ 0,57338 𝑒𝑇 ≤ 0,034 ≈ 0,04ℎ1 = 0,08

ℎ2 = 0,05

→

→ 𝑓´ 1,000 ≈ 0,56100 𝑒𝑇 ≤ 0,021 ≈ 0,03

Resumiendo:

↓ 𝒉 → ↓ 𝑒𝑇

(!! ↑ 𝑒𝑅)

¿Otra forma de mejorar el resultado?

𝑁 = 2, OP = 1

𝑒𝑇 ≤ 0,000403 ≈ 0,0005𝑓´ 1,000 ≈ 0,54038𝑁 = 3, OP = 2 →
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Eje 2. Mejorar la estimación f´(1,000), utilizando extrapolación de Richardson (Teórica de Integración).

𝑓´𝑅 𝑥2 = 𝑓´1(𝑥2) +
𝑓´1(𝑥2) − 𝑓´2(𝑥2)

ℎ2
ℎ1

𝑂𝑃

− 1

𝑓´𝑅 1,000 = 0,54037

𝑓´1 1,000 ≈ 0,57338

𝑓´2 1,000 ≈ 0,56100

𝑓´𝑅(1,000) = 0,57338 +
0,57338 − 0,56100

0,05
0,08

1

− 1
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𝑓´ 1,000 ≈ 0,57338 𝑒𝑇 ≤ 0,034 ≈ 0,04ℎ1 = 0,08

ℎ2 = 0,05

→

→ 𝑓´ 1,000 ≈ 0,56100 𝑒𝑇 ≤ 0,021 ≈ 0,03

Resumiendo:

↓ 𝒉 → ↓ 𝑒𝑇

(!! ↑ 𝑒𝑅)• 𝑁 = 2, OP = 1

𝑒𝑇 ≤ 0,000403 ≈ 0,0005𝑓´ 1,000 ≈ 0,54038• 𝑁 = 3, OP = 2 →

𝑓´𝑅 𝑥2 = 0,54037• Extrapol. de Richardson →

ℎ1 = 0,08

ℎ2 = 0,05
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→ Método alternativo de determinación de los coeficientes

𝑓´ 𝑥2 ≈ 𝑎 𝑓 𝑥0 + 𝑏 𝑓 𝑥1 + 𝑐 𝑓 𝑥2

Si f(x)=1 f´(x)=0 𝑓´ 𝑥2 = 0 = 𝑎 1 + 𝑏 1 + 𝑐 1

Si f(x)=(x-x2) f´(x)=1 𝑓´ 𝑥2 = 1 = 𝑎 𝑥0 − 𝑥2 + 𝑏 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑐(𝑥2 − 𝑥2)

Si f(x)=(x-x2) 2 f´(x)= 2(x-x2) 𝑓´ 𝑥2 = 0 = 𝑎 (𝑥0 − 𝑥2)2 + 𝑏 (𝑥1 − 𝑥2)2 + 𝑐 (𝑥2 − 𝑥2)2

01/12/2021

x f(x)

0,920 0,79560

0,950 0,81342

1,000 0,84147

→ →

→ →

→ →
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Método alternativo de determinación de los coeficientes

Si f(x)=1 → 𝑓´(𝑥2) = 0 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐

Si f(x)=(x-x2) → 𝑓´ 𝑥2 = 1 = 𝑎 −ℎ1 + 𝑏 −ℎ2

Si f(x)=(x-x2) 2 → 𝑓´ 𝑥2 = 0 = 𝑎 (−ℎ1)2 + 𝑏 (−ℎ2)2

01/12/2021

𝑓´ 𝑥2 ≈ 𝑎 𝑓 𝑥0 + 𝑏 𝑓 𝑥1 + 𝑐 𝑓 𝑥2

1 1 1     0
-h1 -h2 0     1
-h1² -h2² 0     0

→

𝑎 = 20,833 ; 𝑏 = −53,333 ;     𝑐 = 32,500

x f(x)

0,920 0,79560

0,950 0,81342

1,000 0,84147
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→ Método alternativo de determinación de los coeficientes

𝑓´ 𝑥2 ≈ 𝑎 𝑓 𝑥0 + 𝑏 𝑓 𝑥1 + 𝑐 𝑓 𝑥2

𝑓´ 𝑥2 ≈ 20,833 𝑓 𝑥0 − 53,333 𝑓 𝑥1 + 32,500 𝑓 𝑥2

01/12/2021

𝑓´ 𝑥2 ≈ 0,54038

x f(x)

0,920 0,79560

0,950 0,81342

1,000 0,84147



MUCHAS GRACIAS!
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¡Consultas?


