-+ Facultad de Ingenieria UBA
¥ Analisis Numeérico
Curso Tarela

Ecuaciones diferenciales

Problemas de valores de contorno en 2D

Ecuaciones elipticas



-~

Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 1

La ecuacion de Laplace en 2D: ] =0
2 2
.
dx< 0y 2 @p=0— — ¢ lineal
se cumple en el siguiente dominio
rectangular, con las condiciones de \J o o=1
contorno especificadas a continuacion @ lineal
(Dirichlet): L i i

a) Discretizar el problema en diferencias finitas utilizando un paso Ax = Ay = 1.

b) Analizar el sistema de ecuaciones lineales resultante. Qué propiedades tiene la matriz de
coeficientes?

c) Resolver el sistema de ecuaciones lineales utilizando un método adecuado.

d) Graficar la solucion utilizando 1solineas de @.



2. Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 1

a) Discretizar el problema en diferencias finitas utilizando un paso Ax = Ay = 1.
| Cuantas incognitas hay? |

L . i~ p=0
Variables independientes: 0 1 5 3 4
X = Xxo + jAx | .<Pi—1j > X
y =yo + idy J |

1 '—.—‘ ------------ — ¢ lineal

. Pij-1 | Pij - Pij+1 |
Derivadas segundas: 0=0— | |
az_‘Pz‘Pij—1_2¢ij+‘Pij+1 2 o
ox2 — Ax2 Pi+1j ‘(P lineal
0% L Pim1j =20t Py
0y? ~ Ay? '



Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 1

a) Discretizar el problema en diferencias finitas utilizando un paso Ax = Ay = 1.

| Cuantas incognitas hay? |

L . i p=0
Variables independientes: 0 5 3 4
X = xqo + jAx i Ot | > X
y = Yo + iAy J
1e 0 ------------ — ¢ lineal
. Pij-1 | Pij - Pij+1
Derivadas segundas: o=0—] |
62902901]1 29011+(Pl]+1 ? i & (p=1
0x? Ax? Pir1j ‘(p lineal
az‘Pz(pl 1j 2‘P11+‘Pl+1]
ay? Ay? !



2. Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 1

a) Discretizar el problema en diferencias finitas utilizando un paso Ax = Ay = 1.

<Pij—1—2§0ij+<Pij+1+<Pi—1j—2<Pij+<Pi+1j:0

Ax? Ay? i
0 % 2 3 4
En este problema Ax = Ay, luego i ®oo0 ®o1 P02 P03 Poa
=0 =0 =0 =0 =0
v | |
e /T + @ 1+ ©: . —4@;: : =0 ® @ I‘____________g_ ____________
(pl] 1 QDL]+1 Pi 17 901+1] (pl] 1 ®10 011 i 12 i§013 P14
=0 i i = 0.50
i=1,j=1)@10+ P12+ Po1 + P21 — 4911 =0 5 | |
i=1,j=2 + + + — 4 =0 P20 P21 P22 P23 P24
J ) P11+ Q13 + Qo2 + @22 P12 =0 ~ 025 =050 =075 =1

i =1,] =3) Q12 + P14 + @o3 + P23 — 413 =0



2. Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 1

a) Discretizar el problema en diferencias finitas utilizando un paso Ax = Ay = 1.

<Pij—1—2§0ij+<Pij+1+<Pi—1j—2<Pij+<Pi+1j:O

Ax? Ay? i

0 1 g 3 4
En este problema Ax = Ay, luego i Yoo |Po1 o2 |Po3 Po4
0 =0 =0 =0 =0 )

.._+ . . _|_ ._._|_ . _4:() ____________ : > S
(Pl] 1 QDL]+1 Pi 1y Pi+1 ] (pl] 1 ®10 ?‘Pll 17 ?‘P13 P14

=0 = 0.50
i=1j=1) @10+ @12+ Qo1 + P21 — 411 =0 5 |

i=1,j=2 + + + — 4 =0 P20 P21 P22 P23 P24
J ) P11+ P13 + Po2 + P22 P12 =0 025 =050 =075 =1

i =1,] =3) Q12 + P14 + @o3 + P23 — 413 =0



2. Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 1

a) Discretizar el problema en diferencias finitas utilizando un paso Ax = Ay = 1.

<Pij—1—2<.0ij+<Pij+1+<Pi—1j—2<Pij+<Pi+1j_

0

P14
= 0.50

P24

Ax? Ay? i
0 1 2 % 4
En este problema Ax = Ay, luego i Yoo {Po1  Po2 Po3
¢ =0 =0 =0 =0
Pij—1t Pijr1 T Qi1+ Pir1j—49;; =0 1 _E,b_l_(;"""Ji_g_o_Q _______ ?9012 Yor: |
=0 |
t=1j=1) @10+ P12 + Po1 + P21 — 49011 =0 y) ! ’ O
7 — 1, =9 + + + — 4 =0 D20 P21 P22 P23
J ) P11 + @13 + Po2 + P22 P12 ~0 — 025 =050 =075

i=1,j=3) @12+ P14+ Po3+ P23 —4¢913=0

=1



2. Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 1

a) Discretizar el problema en diferencias finitas utilizando un paso Ax = Ay = 1.

Incognitas: @11, P12, P13

] >
—4@P11 + P12 = —P10 — Po1 — P21 0 1 2 3 4
— 4 + = — — i Poo Qo1 | ®o2 P03 Pos
P11 P12 T P13 Po2 — P22 . 20 20 20 20 20
P12 — 4P13 = —Q14 — Qo3 — P23 | | |
1 010 P11 012 @1s P14
Multiplicando por —1 y ordenando: =0 = 0.50
2 | | |
4 -1 0 P11 P10 T Po1 T P21 0.25 $20 ‘ﬁ21 ‘522 ‘523 ‘524
-1 4 —1|-|Piz|=| @o2t+®22 |=]050 =0 =tes St =lie =
0 -1 4 P13 P14 T Po3 T P23 1.25




Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 1

b) Analizar el sistema de ecuaciones lineales resultante. Qué propiedades tiene la matriz de

coeficientes?
4 -1 P11 0.25
-1 4 P12 0.50
0 -1 9131 [1.25 0
i
La matriz A es simétrica, diagonal dominante, \
definida positiva y tridiagonal. 1

| Queé significa? | 2

_____________________________________________________




Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 1

b) Analizar el sistema de ecuaciones lineales resultante. Qué propiedades tiene la matriz de

coeficientes?
4 -1 P11 0.25
-1 4 P12 0.50
0 -1 P13 1.25

La matriz A es simétrica, diagonal dominante,
definida positiva y tridiagonal.

Todos los métodos iterativos convergen.

Ademas, se puede calcular el wgyim, para SOR.

_____________________________________________________




-~

Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 1

c) Resolver el sistema de ecuaciones lineales utilizando un método adecuado.

4 -1 0 P11 0,25
-1 4 —-1]:|912|=10,50
0O -1 4 P13 1,25

Resolvemos usando SOR:

g011 — 0125
(plz — 0250
§013 — 0375

_______________________

______________________________




. Problemas de valores de contorno en 2D
‘ Ejercicio 1

d) Graficar la solucion utilizando 1solineas de @.

0

0.9

0.8

0.7

0.1



2. Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 2

El potencial electrostatico puede dV/on =0
expresarse con la ecuacion de Laplace: #
0%V 0%V p

52 R e 2 V=0—] — 9V /on =0

Considerar el siguiente dominio '
rectangular con las condiciones de v /on =0
contorno especificadas a
continuacion (Dirichlet y Neumann): = 4 -

o— /=1

a) Discretizar el problema en diferencias finitas para p = 0 utilizando un paso Ax = Ay = 2.
b) Resolver el sistema de ecuaciones resultante y graficar la solucion obtenida.

c) Programar un codigo computacional que permita discretizar el dominio en pasos mas
chicos, por ejemplo Ax = Ay = 0.05.

d) Volver a resolver el problema acercando progresivamente la carga V=1 hacia el borde
1zquierdo y graficar los resultados obtenidos en cada caso.



2. Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 2

a) Discretizar el problema en diferencias finitas para p = 0 utilizando un paso Ax = Ay = 2.

| Cudntas incognitas hay? |

Variables independientes: 00 , av/dy =0 p
X = x¢ + jAx : S
y =Yo tiAy i
Viib—v=0 | av/ex=0—

Derivadas segundas: '
0%V Vi =2V, :+V,;

~ Lj—1 L] Lj+1 12 . i V=1
0x? Ax? ‘OV/ay 0
0%V _ Vi1 j = 2Vij+Vig
dy? Ay? v




2. Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 2

a) Discretizar el problema en diferencias finitas para p = 0 utilizando un paso Ax = Ay = 2.

En este problema Ax = Ay, luego

oV /dy = 0

00 2 4
Vijci+Vijsa t Vi j+Vigj— 49 ;=0 ;

| |
Derivadas primeras igualadas a 0: vV l—v=0 - dV/ox =0 —
VvV Vij1a=Vija |
ox = 2ax 07 Vi =Vin
aV Viegj—Visqj L2 | | o
3y = 20y =0-=>Vi_1j=Vi41; vV /dy =0

Esto permite deshacerse de los nodos fantasma.



2. Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 2

a) Discretizar el problema en diferencias finitas para p = 0 utilizando un paso Ax = Ay = 2.

*

i=0,jj=1)Voo+ Vo +V_q11+Vi1—4Vy; =0 V-
Cond. borde: V_{; = V4 ;
Reemplazo: Vg + Vs + 2V —4Vyy = 0 i |

0, 1 2
i=0j=2)Vor+Voz +Vorp+Vip —4Vp2 =0 Voo =0 Vo1 Vo2
Cond. borde: V_1, = Vi3 ; Vo1 = Vo3 ¢
Reemplazo: 2V, + 2V, — 4Vy, = 0

1 e :
i=1,j=1) Vip=0 Vi Via=
Ec. dif: Vg + Vi, + Vo1 + Vo — 4V =0 Y
Cond. borde: Vy; = Voq y

ReemplaZO: VlO + V12 + 2V21 — 4‘V11 =0



2. Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 2

a) Discretizar el problema en diferencias finitas para p = 0 utilizando un paso Ax = Ay = 2.

*

. . V_
l=0,]=1)V00+V02+V_11+V11_4V01=O : 12
Cond. bOI‘de: V_11 — V11 :
Reemplazo: Voo + Vo, + 2Vy; — 4Vy; = 0 i |

0 1 2

® 9 —g--®

t=0,j=2)Vo1 + Vo3 +V_12 + V12 =4V, =0 . Voo =0 Vou Voz Vos
Cond. borde: V—12 = V12 ;VOI = V03 \l/ i
Reemplazo: ZVOl + 2V12 — 4-V02 =0 |

1 ' O
i=1,j=1) Vip=0 Vi Vip=
Ec. dif: VlO + V12 + V01 + V21 — 4‘V11 =0 Y
Cond. bOl‘de: VOl — V21 y

ReemplaZO: VlO + V12 + 2V21 — 4‘V11 =0



2. Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 2

a) Discretizar el problema en diferencias finitas para p = 0 utilizando un paso Ax = Ay = 2.

i= O,] — 1) V00+V02+V_11+V11_4V01 — O
Cond. bOI‘de: V_11 — V11

ReemplaZO: VOO + VOZ + 2V11 — 4‘V01 =0 J -

0 1 2
. Voo = 0 T Vg X
L = O,] — 2) VOl + V03 + V_12 + V12 - 4‘V02 — O | 00 — 01 02
Cond. bOI‘de: V—12 — V12 ;V01 — V03 \l/
Reemplazo: 2V, + 2V, — 4Vy, = 0

1@ ® O
i=1,j=1) Vio =0 Vi1 Via=

|

Ec. dif: VlO + V12 + V01 + V21 — 4‘V11 =0 Y :
Cond. borde: Vy; = Vo4 y :
Reemplazo: V10 + V12 + ZVOl — 4-V11 =0 !



2. Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 2

a) Discretizar el problema en diferencias finitas para p = 0 utilizando un paso Ax = Ay = 2.

Incognitas V4, Voo, Vi1
—4Vo1 + Voo + 211 = —Vio
2Vo1 — 4V = =2V,

2Vo1 — 4V1y = —Vio — V12

Multiplicando por —1 y ordenando:

4 -1 =21 [Voq Voo 0
—2 4 0 |- |Vo2| = 2V, = |2
-2 0 4 Vi1 Vio + V12 1

< =

] >
1
: ~ X
Voo =0 i Vo1 Vo2
Vip=0 Vi1 Via=
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Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 2

b) Resolver el sistema de ecuaciones resultante y graficar la solucion obtenida.

4 -1 =271 [Vo1 Voo 0
[—2 4 0 [-Voz| = 2Vi, = [2‘
-2 0 4 Vi1 Vio + V12 1 _
|
0 1 2
Resolviendo: Voo = 0 Vo Ve, ~ X
: |
Vo, = 0.40 \ |
VOZ — 070
Vll — 045 1 i ®
Vip=10 Vi1 Via=




. Problemas de valores de contorno en 2D
‘ Ejercicio 2

b) Resolver el sistema de ecuaciones resultante y graficar la solucion obtenida.
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. Problemas de valores de contorno en 2D

‘ Ejercicio 2

c) Programar un codigo computacional que permita discretizar el dominio en pasos mas
chicos, por ejemplo Ax = Ay = 0.05.
2




Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 2

d) Volver a resolver el problema acercando progresivamente la carga V=1 hacia el borde izquierdo y
graficar los resultados obtenidos en cada caso.
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Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 3

Sea la siguiente ecuacion diferencial:

02M+2 0“M +62M+ )
0x? oxdy  0y? P=

con condicion de borde M = 0 en el contorno definido por Q = [0; L] X [0; L].

a) Discretizar el dominio utilizando un paso Ax = Ay = L/4 y la ecuacion diferencial a
orden 2.

b) Resolver el sistema de ecuaciones lineales resultante para L = 2 y p = 1. Tenga en cuenta
que el problema presenta varios ejes de simetria con lo cual se puede reducir la cantidad
de incognitas, adaptando las condiciones de contorno consecuentemente.



Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 3

a) Discretizar el dominio utilizando un paso Ax = Ay = L/4 y la ecuacion diferencial a
orden 2.

Resolucion de derivada cruzada:

02 0 (oM 1 G(M o )
dxdy o0x\dy /| 2Ayodx t+1J -1y

d 1

a(MHl i) = E(MHl j+1— Miyqj-1)
(Ml 11) — (Ml 1j+1 Mi—lj—l)

d0*M 1

oy 2Ay > Ax (Ml+1 je1 — Miyq 1 —Mi_q 41 + M4 j—1)
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Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 3

b) Resolver el sistema de ecuaciones lineales resultante para L = 2 y p = 1. Tenga en cuenta
que el problema presenta varios ejes de simetria con lo cual se puede reducir la cantidad
de incognitas, adaptando las condiciones de contorno consecuentemente.

Condici6n de contorno de simetria con respecto a un eje con angulo arbitrario:

| S

do/0x
. z(p — [ax ay] . ag;ay] =0

| Sc

versor normal al eje de simetria
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Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 4

Dada la ecuacion diferencial de transferencia de calor:

T=0
0 aT 0 oT A
w("aﬁ*ﬂ"@)*wo
2 T=0— —— T lineal
donde T es la temperatura, k la
conductividad térmica y gy el E _ o T=1
calor volumétrico, con las condiciones T lineal
de contorno de Dirichlet: < A N

a) Discretizar el problema en diferencias finitas utilizando un paso Ax = Ay = 1 y resolver el

sistema de ecuaciones resultante parak = 1y qy = 1.
b) Repetir la resolucion utilizando k = k(x,y) = 1 + x/4.
c) Repetir la resolucion utilizando k = k(T) =1+ T.



Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 4

a) Discretizar el problema en diferencias finitas utilizando un paso Ax = Ay = 1 y resolver el
sistema de ecuaciones resultante para k = 1y qy = 1.

Resolucion de derivada segunda con k = cte:

o ( 0T\ 0koT  0°T 0°T Tijo1—2T;; + T; j4q
k — k. =k =k =
dx \ Ox ax 0x dx? dx? sz

=0

La ecuacion en diferencias resultante es lineal.



Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 4

b) Repetir la resolucion utilizando k = k(x,y) = 1 + x/4.

Resolucion de derivada segunda con k = k(x, y) (dato). Opcidn 1, discretizacion directa:

akaT_1 . oT oT 1 (T ) K (T
ox\ dx/] Ax ij+%6x. _Ax2(11+1 ij+1 — T j_1 ij

1 ij—%a 1
]+§ l
COnk (kl]+1+kl])/2 k j 1=(kij+kij—1)/2

Opcidn 2, resolucion de la derivada (aparece el término advectivo dk/dx):
d ( 6T> ok oT 62T_ Kijv1—kij—1Tij41— T j—1 I g = &0 5 =7 Ty 7

0x

— =——+k +hy
0x d0x 0x dx? 2Ax 2Ax t sz

La ecuacion en diferencias resultante sigue siendo lineal.

ij—1))



Problemas de valores de contorno en 2D
Ejercicio 4

c) Repetir la resolucion utilizando k = k(T) =1+ T.

Resolucion de derivada segunda con k = k(T) (incognita). Opcion 1:

0 oT 1
0x (k( ) ax> T 2Ax2 [(-(Ti j1) + k(T D)(Ti jor = Tij) — (R(Ti ) + k(Ty j-))(Tij — Ti j-1)]

Opci6n 2:

d T 1 11
7x <k(T) 6x> = ArZ [Z (k(T; j+1) = k(T; j—))(Ti j41 — Ti jo1) + k(T; )(T; joq — 2T ; + T ]+1)]

La ecuacion en diferencias resultante ahora es no lineal.



