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Relaciones:
La segunda vuelta

n el capitulo 5 presentamos el concepto de relacién y después nos concentramos en

algunos tipos especiales de relaciones llamadas funciones. Regresaremos a las relacio-
nes en este capitulo para enfatizar el estudio de las relaciones sobre un conjunto A, es
decir, subconjuntos de A X A. Dentro de la teoria de lenguajes y las maguinas de estados
finitos del capitulo 6, encontramos muchos ejemplos de relaciones sobre un conjunto A,
donde A representa un conjunto de cadenas de un alfabeto dado o un conjunto de estados
internos de una médquina de estados finitos. Desarrollaremos distintas propiedades de las
relaciones, junto con las formas de representar relaciones finitas para su uso en un compu-
tador. Los grafos dirigidos reaparecen como una segunda manera de representar tales rela-
ciones, Por dltimo, ¢ntre las muchas posibles relaciones sobre un conjuntoA, hay dos tipos
especialmente importantes: las relaciones de equivalencia y los drdenes parciales. En par-
ticular, las relaciones de equivalencia surgen en muchas dreas de las matemiticas. Por el
momento usaremos una relacion de equivalencia sobre un conjunto de estados intemnos en
una miquina de estados finitos M, a fin de encontrar una méquina M,, con el menor niime-
ro de estados internos posible, que realice las tareas que M es capaz de realizar. El proce-
| dimiento necesario para lograrlo se conoce como proceso de minimizacion.

7.1
Repaso de relaciones:
Propiedades de las relaciones

Comencemos recordando algunas ideas fundamentales consideradas anteriormente.

Definicién 7.1 Si A, B son conjuntos, una relacién de A en B es cualquier subconjunto de A X B. A los
subconjuntos de A X A se les llama relaciones sobre A.

a) Definimos la relacién 3 sobre el conjunto Z comoa#® b, o (a, b) EHR, sia < b. Este
subconjunto de Z X Z ¢s la relacion ordinaria “menor o jgual que” sobre el conjun-
1o Z, y también puede definirse sobre Q o R, pero no sobre C.
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b) Sear € Z°. Parax,y € Z, la relacion modulo n 2 estd definida comoxRysix—y
es un miltiplo de n. Por ejemplo, sin =7, encontramos que 9% 2, 33 11, (14. M) €
3, pero 3 91 7 (es decir, 3 no estd relacionado con 7).

<} Para el universo ¥ = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, consideremos el conjunto (fijo) C C %
donde C={1, 2, 3, 6}. Definimos larelacién & sobre # () como AR BsiA N C=
B N C. Entonces los conjuntos {1,2, 4,5}y {1, 2, 5, 7} estdn relacionados, ya que
{1,2, 4,5} N C={1,2}={1,2,5,7} N C. Igualmente encontramos que X =
{4, 5}y Y= {7} también se relacionan, ya que X N C =@= ¥ N C. Sin embargo, los
conjuntos$=11,2,3,4,5} yT={1, 2,3, 6, 7} no estdn relacionados; es decir, S:?{T,
yaque SNC=(1,2,3)%{1,2,3,6}=TNC.

SeaX un alfabeto, con lenguajeA C X*. Parax, y € A, definimos xy si x es un prefijo de
¥. Podemos definir otras relaciones sobre A reemplazando “prefijo” con un “sufijo” o una
“subcadena.”

Consideremos una maquina de estados finitos M =(5, 4, €, v, w).

a) Para s, 5, € §, definimos 5, % 5, si V(s,, x) = 5,, para algin x € $ La relacién &
establece el primer nivel de accesibilidad.
b) También podemos dar la relacidn del segundo nivel de accesibilidad para S. En este
caso, 5 & s, si W5, x; X;) = 5,, para algunas x, x; € $°. Esto puede extenderse 2
niveles superiores si surge la necesidad. Para la relacion general de accesibilidad,
tenemos que V(s,, ¥) = 5., para algin y € §*.
Dados s, 5, € §, definimos la relacion de 7-equivalencia, que se denota con 5, E, 5,
y se lee “s5; es 1-equivalente a 5,”, cuando @(s;, x) = @{s,.x) para todo x € & En
consecuencia, 5, E, 5, indica que si la maquina M parte del estado 5, 0 5,, la salidaes
la misma para cada elemento de & Esta idea puede extenderse a los estados k-
equivalentes, donde escribimos 5, E; s, si (s, V) = 0(s.. y) para todo y € $# En
este caso, obtenemos la misma cadena de salida para cualquier cadena de entrada
en ¢ si empezamos en §; 0 5.
Si dos estados son k-equivalentes para todo & € Z*, entonces decimos que son
equivalenres. Analizaremos esta idea con mds detalle en secciones posteriores de
este capitulo.

c
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Ahora analizaremos algunas de las propiedades que puede satisfacer una relacién.

efinicién 7.2

Una relacién % sobre un conjunto A es reflexiva si paratodo x € A (x, x) € R,

Decir que la relacion 2 ¢s reflexiva significa simplemente que cada elemento x de A
se relaciona consigo misme. Todas las relaciones de los ejemplos 7.1 y 7.2 son reflexivas.
Larelacién general de accesibilidad del ejemple 7.3(b) y todas las relaciones mencionadas
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en la parte (c) de ese ejemplo también son reflexivas. [;Qué tienen de malo las relaciones
del primer y segundo niveles de accesibilidad dadas en las partes () y (b) del ejemplo 7.37]

ParaA = (1,23, 4}, unarelacién & C A x A es reflexivasi y sélosi%® 2 {(1, 1), (2, 2).
(3. 3), (4, 4)}. En consecuencia, &, = {(1., 1), (2, 2), (3, 3)} no es una relacién reflexiva
sobre A, mientras que ®; = {(x, y) [x, y € A, x £ v} es reflexiva sobre A.

Dado un conjunto finito A con |4] = n, tenemos que |axal=r por lo que hay 27
relaciones sobre A. ;Cudntas de ellas son reflexivas?

SiA={a.a..... a,) una relacién 3 sobre A es reflexiva si y sélo si {(a,, a,) 1=
< n} CR. Siconsideramos los demds n*— n pares ordenados deA X A [los de la forma (a,,
ay), donde i #j para | < i, j < n], conforme construimos una relacién reflexiva & sobre A
podemos incluir o excluir cada uno de estos pares ordenados, asi, por la regla del produc-
to, existen 21 relaciones reflexivas sobre A.

Definicion 7.3 La relacion & sobre ¢l conjunto A es simétricasi (x, ) ER=3(y. x) ER paratodosx, y EA.

SiA=1{1, 2,3}, tenemos:

a) _%-((I 2),(2, 1), (1, 3). (3, 1)} es una relacién simétrica (pero no reflexiva) sobre

b) F?L= {(1, 1), (2,2). (3, 3), (2, 3)} es una relacién reflexiva (pero no simétrica) sobre

o F={(1,1)(22), 3. 3}y R = {(1. 1), (2. 2), (3, 3). (2. 3),(3. 2))] son dos
relaciones sobre A que son reflexivas y simétricas: y

d) Fe={(1,1),(2, 3),(3, 3)} es una relacién sobre A que no es simétrica ni reflexiva.

Para contar las relaciones simétricas sobre A = (@), @, . . ., a,} escribimosA X A comoA,
U A, donde A, = l(a,‘a}l l<i=n}yA;=(a.a) | 1 <ij=nyi #j], porloque cada
par ordenado de A X A estd exactamente en uno de los conjuntos Ay, Aa. Para Ay, |A.] =
|A x AJ— IAJ ‘ = n*=n = n(n — 1), un entero par. El conjunto A contiene (1/2)(n* - n)
subconjuntos §; de la forma {(a. g, (@, 4;)} donde | < i < j < n. Para construir una
relacién simétrica & sobre A, para cada par ordenado de A, tenemos nuestra eleccién usual
de exclusion ¢ inclusion. Para cada uno de los (1/2)(n* — n)subconjuntos §, (1 <i<j <n)
de A; tenemos las mismas dos opciones. Asi, por la regla del producto, existen 27 . 212
"l = 212 relaciones simélricas sobre A,

Para contar las relaciones sobre A que son reflexivas y simétricas, tenemos sélo una
opeitn para cada par ordenado de A,, por lo que tenemas 27~ relaciones sobre A que
son reflexivas y simétricas.
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yefinicién 7.4

Para un conjunto A, una relacidn % sobre A es rransitiva si para todos x, 3, 2 € A, (x, ¥),
(3. 7) €2 = (x, 2) € Z. (Asi, s1.x “estd relacionado con™ y, y y “estd relacionado con™ z,
queremos que x “esté relacionado con” z, donde y tiene ¢l papel de “intermediario™.)

Todas las relaciones de los ejemplos 7.1 y 7.2 son transitivas, al igual que las del ejemplo
7.3(c).

Definimos la relacién % sobre el conjunto Z* como a R b s1 a divide (exactamente) a b; es
decir, b= ca para alglin ¢ € Z". Ahora bien, six®y vy yR z, jtenemos x7A z? Sabemos que
xGy=y=sxparaalgins € Z*y y®Rz = z=ry donde 1 € Z". En consecuencia, z=ry=
#(sx) = (15s)x para 1s € Z~, por lo que obtenemos x3R z y % es transitiva. Ademds, R es
reflexiva, pero no simétrica, ya que, por ejemplo, 2% 6 pero 6@42.

Consideremos la relacién % sobre el conjunto Z donde definimos a R b si gb = 0. Para
cualquier entero x tenemos que xx = x* = 0, por lo que xF.x y R es reflexiva. También, si
x, ¥y € Ly xRy, entonces

xRy > xy 20> yxr 20> yRx,

por lo que la relacion 22 también es simétrica. Sin embargo, aqui encontramos que (3, 0),
(0, =7) € &, yaque (3)(0) = 0 v (0)-7) = 0, pero (3, -7) & & ya que (3)(-7) < 0. En
consecuencia, esta relacién ne es transitiva.

SiA=1{1,2, 3,4}, entonces R, = {(1, 1), (2, 3), (3. 4), (2, 4)} es una relacién transitiva
sobre A, mientras que %, = {(1, 3), (3, 2)} no es transitiva, ya que (1, 3). (3, 2) € &, pero
(1,2) € Fa.

En este momento, es probable que el lector esté listo para contar el mimero de relacio-
nes transitivas scbre un conjunto finito. Pero esto no es posible ya que, a diferencia de los
casos de las propiedades reflexivas y simétricas, no existe una férmula general conocida
para el nimero total de relaciones transitivas sobre un conjunto finito. Sin embargo. en
una seccién posterior de este capitulo, tendremos los conceptos necesarios para contar las
relaciones R sobre un conjunto finito que son (al mismo tiempo) reflexivas, simétricas y
transitivas.

Examinemos una iltima propiedad de las relaciones.

efinicion 7.5

Dada una relacién 3 sobre un conjunto A, & es antisimétrica si paratodosa, b €A,
(aRby b%a) = a =b. (En este caso, la tnica forma en que podriamos tener a “relacio-
nado con™ b y b “relacionado con™ a es cuando @ y & son el mismo elemento de A.)
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Para un universo dado 9L, definimos la relacién 22 sobre #(4L ) como (A, B) €E%sid CB,
para A, B C QL. Asi, @ es la relacién de subconjunto del capitulo 3y si ARBy BRA,
entonces A € By B € A, de lo que obtenemos A = B, En consecuencia, esta relacién es
antisimétrica, asf como reflexiva y transitiva, pero no simétnca.

Antes de comenzar a pensar que “no simétrico” es sindnimo de “antisimétrice”, consi-
deremos lo siguiente.

ParaA = (1,2, 3}.larelacién R sobre A dada por& = (1, 2), (2. 1). (2. 3)} no es simétrica,
pues (3, 2) & R; y tampoco es antisimétrica, yaque (1,2) (2, 1) € pero 1 # 2. La
relacion &, = {(1, 1), (2, 2)} es simétrica y antisimétrica.

(Cudntas relaciones sobre A son antisimétricas? Si escribimos

AxA={(1.1),(2,2).3.3}U{(1,2),(2,1),(1,3).3.1).(2,3), (3, 2}

debemos hacer dos observaciones mientras tratamos de construir una relacion antisimétrica
R sobre A.

1) Podemos incluir o excluir cualquier elemento (x, x) € A X A, sin preocuparnas por
el hecho de que J sea o no antisimétrica.

2) Paraunelemento de la forma (x, y),x # y, debemos analizar (x. y) v (¥, x) ¥ observar
que, para que 3 sea antisimétrica, tenemos tres opciones: (a) colocar (x, y) endR; (b)
colocar (¥, x) en: o (c) no colocar (x, ¥} ni (¥, X) en 2. [;Qué ocurre si colocamos
(x. Y y(¥x)enRH?]

Asi, por laregla del producto, el nimero de relaciones antisiméiricas sobre 4 es (29)(3%) =
@935, 8i | 4| =n>0, entonces existen (25)3*"?) relaciones antisimétricas sobre A.

Para nuestro siguiente ejemplo regresaremos al concepto de dominio de una funcién,
que definimos por primera vez en la seccién 5.7.

Sea 7 el conjunto de todas las funciones con dominio Z* y codominio R; es decir, & =
{flf: Z* = R}. Paraf, g € definimos la relacién sobre 7 comofJg sifes dominada
por g (0 f € O(g)). Entonces 3 es reflexiva y transitiva.

Sif. g: Z* — Rse definen como f(n)=nyg(n)=n+ 5, entoncesf F# gy g & fpcmf
#g. por lo que @ no es antisimétrica. Ademds, si h: Z* — R estd dada por h(n) =
entonces (f; h), (g, k) € R peroni (A, f) ni (h g) estdn en 5. En consecuencia, la relacmn
R tampoco es simétrica.

En este momento hemos visto las cuatro propiedades principales que surgen en €l estu-
dio de las relaciones. Antes de terminar esta seccion, definiremos dos conceptos mas, cada
uno de los cuales utiliza tres de estas cuatro propiedades.

Definicion 7.6

Una relacién 3t sobre un conjunto A es un orden pareial, o una relacién de orden parcial,
si R es reflexiva, anusimétrica y transitiva.
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La relaci6n del ejemplo 7.1(a) es un orden parcial, pero la relacién de la parte (b) de ese
ejemplo no lo es, ya que no es antisimétrica. Todas las relaciones del ejemplo 7.2 son
6rdenes parciales, al igual que la relacién de subconjunto del ejemplo 7.11.

Nuestro siguiente ¢jemplo nos permite relacionar esta nueva idea de orden parcial con
resultados que estudiamos en los capitulos 1 y 4.

Comenzames con ¢l conjunto A = {1, 2, 3, 4, 6, 121, ¢l conjunto de divisores enteros
positivos de 12, y definimos la relacién 3 sobre A como x @y si x divide (exactamente) a
». Como en el ejemplo 7.8, encontramos que J es reflexiva y transitiva. Ademss, six, y €
A son tales que xRy y ¥R x, entonces

xGiy= y=ax, paraaiging € Z', y
¥R x= x=bhy, paraalginb € Z°.

En consecuencia, se sigue que y = ax=a(by) = (ab)y, y como y # 0, tenemos ab = 1. Como
a b €L ab=1=a=b=1,porloquey=uxy% es antisimétrica y define un orden parcial
para el conjunto A.

Supongamos ahora que queremos contar el nimero de pares ordenados que aparacen
en esta relacién S. Podemos simplemente enumerar los pares ordenados de A X A que
forman &:

R={(1,1),(1,2).(1.3). (1,4),(1,6),(1,12), (2,2). (2. 4), (2, 6),
(2,12),(3,3),3.6). (3, 12), (4. 4). (4, 12).(6,6). (6, 12), (12, 12)}

De esta manera, vemos que hay 18 pares ordenados en la relacién. Pero si quisiéramos
analizar ¢l mismo tipe de orden parcial para el conjunto de divisores enteros positivos de
1800, definitivamente nos desanimaria el método de simplemente enumerar todos los pa-
1es ordenados. Asi que analicemos la relacién & con més detalle. Por el teorema funda-
mental de 1z aritmética, podemos escribir 12 = 2% - 3; vemos entonces que si (¢, d) E &,
entonces

e=27- 88 ¥ d=28-3%,

dondem, n,p,g ENcon0=m=p=<2y0=n=g=1.

Sitenemos en cuentael hechode que 0 < m = p < 2, vemos que cada opci6n param, p
es simplemente una seleccidn de tamario 2 de un conjunto de tamafio 3 (el conjunto {0, 1,
2}) dende se permiten las repeticiones. (En cualquiera de este tipo de selecciones, si existe
un entero no negativo més pequefio, entonces s¢ le asigna a m.) En el capitulo 1 aprendimos
que dicha seleccitn puede hacerse de{*~ 2| = (1) = 6 formas. Y, de manera similar, podemos
seleccionar ny g de *~3-' = {§ = 3 formas. Asf, por la regla del producto, deben existir
(6)(3) = 18 pares ordenados en 2, como ya vimos antes cuando las enumeramos.

Supongamos ahora que analizamos una situacién similar, el conjunto de divisores ente-
ros positivos de 1800 = 2*- 3*- 5%, Aqui trabajamos con (4)(3)(3) = 36 divisores y un par
ordenado usual para este orden parcial (dado por la divisién) se ve como (2 3*- 5, 2v. 3v
-5, dende s s, v, w ENcon0Ersu<s30Ss<v=2y0=<r<w=2 Asi,
el nimero de pares ordenados de la relacién es

(300 = A = 0)6)6) = 360,
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y definitivamente no queremos enumerar todos los pares ordenados de la relacidn para
obtener este resultado,

En general, paran € Z* conn > 1. usamos el teorema fundamental de la aritmética para
escribir

n=pyprpP - pd,

dondek EZ-, py<p.<p:i<---<p,ypesprimo.e, € Z paracada | <i <k, Entonces
n tiene [.(e, + 1) divisores enteros positivos. Y cuando consideramos el mismo tipo de
orden parcial para este conjunto (de divisores enteros positivos de n), vemos que el niime-
ro de pares ordenados en la relacién es

k

[]((e,- + I)2+ 2- 1) N E(e‘_ ;_ 2)‘

=1\

Definiciéon 7.7

Una relacion de equivalencia % sobre un conjunto A es una relacidn que es reflexiva,
simétrica y transitiva.

a) La relacién del ejemplo 7.1(b) v todas las del ejemplo 7.3(c) son relaciones de
equivalencia.
b) SiA={1.2, 3}, entonces

={(1,1).(2,2).(3.3)},

{(1.1).(2,2),(2.3).(3,2), (3. 3)},

Ry ={(1,1).(1,3),(2.2),(3, 1), 3. 3)}, ¥

Ra=1{(1,1),(1,2), (1,32 (2,1),(2,2),(2,3).(3.1),(3.2), 3, )} = A X A

son relaciones de equivalencia sobre A

Para cualquier conjunto A. A X A es una relacion de equivalencia sobre A. ysi A =
{a. @ ..., a.). entonces la relacion de igualdad 2 = ((a. a)ll=is nlesla
minima relacién de equivalencia sobre A.

d) SeanA={1,2,3.4,5.6.7}. B={x. v, 2} v f- A— Bla funcién sobre

F={(1,x).(2,2),03,x). (4,9),(5.2), (6. y). (7. x)}-

Definimos la relacién 3 sobre A como a® b si fla) = f(b). Entonces. por ¢jem-
plo, vemosque 1 1, 1#3.2325,3% 1 y4326.

Para cualquier a € A. fla) = f(a) va que fes una funcidn: entonces. a’Aa y & es
reflexiva. Supongamos ahoraque a, b € A y aR b, Entonces aiR b= fia) = fib) =
ftb)=f(a)=> bR a, por lo que % es simétrica. Por dltimo. sia. b c EAyanb. b
R ¢, entonces f(a) = f(b) y f(b) = f(c). En consecuencia. f(a) = f(e) y (aihb A bR
¢) = aFc. Asi, 2 ¢s transitiva. Como % es reflexiva, simétrica y wransitiva. es una
relacién de equivalencia.

Enestecaso, & = ((1. 1). (1. 3), (1, 7). (2, 2). (2. 5). (3, 1). (3. 3). (3. 7). (4. 4).
(4. 6).(3,2),(5,5).(6.4),(6,6),(7,1).(7.3). (7. D}.

©
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€) Si % es una relacion sobre un conjunto A, entonces &t es al mismo tiempo una
relacién de equivalencia y un orden parcial en A si y sélo si G es una relacién de
igualdad sobre A.

JERCICIOS 7.1

1. SiA={l, 2,3, 4}, dé un cjemplo de una relacién = sobre A que sea
a) reflexiva y simétrica, pero no transitiva
b} reflexiva y transitiva, pero no simétrica
€) simétrica y transitiva. pero no reflexiva

N

Parz la relacién (b) del ejemple 7.1, determine cinco valores de x para los cuales (x, 5) E R,
. Para la relacién 2 del ejemplo 7.13, seaf: Z*= R donde fin) = n.

a) Determine tres elementos fi. fi. fs € ¥ tales que fAfy fRfparatodo | =i = 3.

b} Encuentre tres elementos g, 8 E F talesque g R fpero fRg paratodo | =/ <3

w

4. a) Formule de nuevo las definiciones de las propiedades reflexiva, simétrica, transitiva y
antisimétrica de una relacidn 2 (sobre un conjunto A}, usando cuantificadores.

b} Use los resultados de la parte {a) para especificar cudndo una relacién % (sobre un con-
junto A} (1) no es reflexiva; (it} no es simétrica; (iii) no es transitiva; y (iv) no es
antisimétrica.

5. Para cada una de las siguientes relaciones, determine s1 la relacidén es reflexiva. simétrica,
antisimétrica o transitiva.

a) RCZ x L' dondeaRbsia ‘b (se lee “adivide a2 b”, como se definid en la seccién
4.3).

b) 2 es la relacion sobre Z tal que a R b si alb.

) Para un vniverso dado 4L y un subconjunto fijo C de AL, definimos S sobre F{AL)
coma sigue: Para cualesquiera A, B C AL tenemos ARBsiANC=BNC.

d) Enel conjunto A de todas las rectas de R?, definimos la relacidn # para dos rectas fy, &
como {, % {; si [; es perpendicular a (.

&) 2 es la relacidn sobre Z tal que xR y st x + ¥ es par (impar).

) 2R es la relacion sobre Z 1al que xR y 51 x — ¥ es par (impar).

g) F esla relacién sobre Z tal que x& y s1 med(a, b) = 1: es decir, si a y b son primos
relativos.

h) Sea Tel conjunto de todos los tridngulos de R”. Definimos 3 sobre T como t R si
¥ 1; tienen un dngulo cen la misma medida.

i) ZReslarelacidn sobreZ x Zial que (a. B)R(c. d)sia <c. [Nota RC(Z X Z) %
(ZxE)]

i) 2 esla relacion sobre Z" dada por xRy six'+ _\" €5 par.

6. (Cudles de las relaciones del ejercicio 5 son rdenes parciales? ;Cudles son relaciones de
equivalencia?
7. a) Sean 2,. %, relaciones sobre un cenjunto A. Demuestre o pruebe que es falso que 2, R,
reflexivas = &, M F; reflexiva.
b) Resuelva la parte (a), sustituyendo cada ocurrencia de “reflexiva” por (i) simétrica; (ii)
antisimétrica y (iit) transitiva

8. Resuelva el gjercicio 7 reemplazando cada ecurrencia de M por U,

9. Para cada una de las siguientes proposiciones acerca de las relaciones sobre un conjunto A,
A| =n, determine si la proposicién es verdadera o falsa, Si es falsa, dé un contragjemplo.
a) 5178 es una relacién reflexiva sobre 4, antnnml x | =n
b} S8i 3 es una relacién sobre 4 y | 2 | = n, entonces 3 es reflexiva.
€) SiR, &, son relaciones schre A y #; 2 &), entonces &, reflexiva (simétrica, antisiméirica,
transitiva} =» &, reflexiva {simétrica, antisimétrica, transitiva).



7.2 Reconocimiento por computador: Matrices cero-uno y grafes dirigidos 357

d) Si®R,. R, son relaciones sobre A y R, D Ry, entonces R, reflexiva (simétrica, antisimétrica,
transitiva) = @&, reflexiva (simétrica, antisimétrica, transitiva).
€) Si @ es una relacién de equivalencia sobre A, entences # < I

10. Si A = {w x, ¥ z|, determine el mimero de relaciones sobre A que son (a) reflexivas; (b)
simétricas; (c) reflexivas y simétncas; (d) reflexivas y contienen a (x, ¥}, () simétricas y con-
tienen 4 (x, ¥); (1) antisimétricas; (g) antisi icas y a (x, ¥); (h) siméricas y
antisiméiricas; e {i) reflexivas, simétricas y antisimétricas.

11. Sean € Z"con n > | y sea A el conjunto de los divisores enteros positivos de n. Defina la

relacién G sobre A como xRy si x divide ( a v. Dy la idad de
ordenados que hay en la relacién & cuando s ¢s (a) 10; (b) 20; (c) 40 (d) 200; (e) 210 y (f)
13860.

12. Suponga que p,, p». p; son primos distintos y que n, k € Z°, con g} p3 pi. Tome A como el
conjunto de los divisores enteros positivos de n y defina la relacién 3 sobre A como xR y si x
divide (exactamente) a y. Si existen 5880 pares ordenados en S, determine k y lal.

13. ;Qué tiene de incorrecto el siguiente argumento?

Sea A un conjunto y 3 una relacién sobre A. Si & es simétrica y transitiva, entonces R es
reflexiva.

Demostracién: Sea (x, ¥) € &. Por la propiedad de simetria, (» x) € %. Entonces, como
(x, ¥), (v, x) € R, se sigue de la propiedad transitiva que (x, x) € R. En consecuencia, 3 es
reflexiva.

14. Sea A un conjunto tal que-|A| = n y sea % una relacién sobre A antisimétrica. ;Cudl es el
méximo valor de | % | 7 (Cudntas relaciones antisimétricas pueden tener ese tamafio?

15. SeaA un conjuntotal que | A | =n y sead una relacion de equivalencia sobre A tal que lal =
r. {Por qué r — n siempre es par?

16. Una relacién 3 sobre un conjunto A es irreflexiva si para todoa € A. (g, a)€ 2.

a) Dé un ejemplo de una relacién & sobre Z tal que 3 sea irreflexiva y transitiva pero no
simétrica.

b) Sea 2 una relacién no vacia sobre un conjunto A. Demuestre que si & satisface dos cuales-
quiera de las siguientes propiedades (irreflexiva. simétrica y transitiva) entonces no puede
satisfacer la tercera

¢ Si |al =n = 1, jcusntas relaciones diferentes sobre A son irreflexivas? (Cuantas no son
reflexivas ni irreflexivas?

7.2
Reconocimiento por computador:
Matrices cero-uno y grafos
dirigidos

Puesto que nuestro interés se centra en las relaciones sobre conjuntos finitos, dirigiremos
nuestra atencién a las formas de representarlas de modo que podamos verificar facilmente
las propiedades de la seccién 7.1. Por esta razén, desarrollaremos ahora las herramientas
necesarias: la composicién de relaciones, las matrices cero-uno y los grafos dirigidos.

De manera similar a la composicién de funciones, las relaciones pueden combinarse en
las siguientes circunstancias.
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efinicion 7.8

SiA, By Csonconjuntosy ®, €A X By R, € B X C, entonces la relacién compuesta &,
o %, es una relacidn de A en Cdefinidacomo &e R ={(x, D) |xEA,zE Cyexistey €
Bitalque (x, Y) ER,, (3 2) E R}

iCuidado! La composicion de dos relaciones se escribe en orden inverso al de la com-
posicidn de funciones. En breve veremos por qué.

SeanA=1{1,2,3,4},B={wx 3z} yC=1{35,6, 7). Consideremos &, = {(1, x), (2. %),
(3, ¥), (3. 2)}, una relacion de A en B y R: = {(w, 3), (x. 6)} una relacion de Ben C.
Entonces @A, » F:={(1, 6), (2, 6)} es unarelacion de A en C. Si%; = {{w, 5). (w. 6}} esotra
relacién de B en C, entonces &, %; = @.

Sean A el conjunto de los empleados de un centro de cdleulo, B un conjunto de lenguajes
de programacién de alto nivel y C una hista de proyectos {pi. pa - - -, s} de los cuales los
administradores deben asignar trabajo a las personas de A. Consideremos &, C A X B
donde un par ordenado de la forma (L. Pérez, Pascal) indica que el empleado L. Pérez
utiliza con eficiencia Pascal (y posiblemente otros lenguajes de programacién). La rela-
cion3; € B X C consta de los pares ordenados del tipo (Pascal, p,), 1o que indica que el
lenguaje Pascal se considera esencial para las personas que trabajan en el proyecto p,.
En la relacién compuesta 2, - %, encontramos ¢l par (L. Pérez, p;). Si no existe otro par
&n %; que tenga a p, como segunda componente, sabemos entonces que si L. Pérez es
asignado a p, esto se debe exclusivamente a su uso eficiente de Pascal. (En este caso,
B, R, se utiliza para establecer una concordancia entre los empleados y los proyectos
con base en el conocimiento de los lenguajes especificos de programacidn por parte del
empleado.)

El siguiente resultado, parecido a la propiedad asociativa de la composicién de funcio-
nes, es vdlido para las relaciones.

EOREMA 7.1

Sean 4, B. C, D conjuntos y %, C A % B, 3, C B x Cy®R;C C % D. Entonces R, o (Rac Fa)
= (R0 Fy) 0 R

Demostracion: Como B, ¢ (2 R:) ¥ (Ryo Ra) © F, son relaciones de A a D, existe una
razon para pensar que son iguales. Si (a, d) € B, o (R, R,), entonces existe un elemento
b€ Btal que (g, ) € R,y (b, d) € (R0 R:). Ademids, (b, d) € (Ryo Rs) = (b, 0) EFy
v (¢, d) € R, para algin ¢ € C. Entonces, (g, b) ER, v (b, ¢) €E R, ={a, ¢) € K, 0 %.. Por
ilimo. (g, ¢) ERj0 R y (6, d) E Ry=2a, d) € (RioFa) e Pay Fs (Foo ) C{RioR)
o %;. La inclusién opuesta se obtiene mediante un razonamiento similar.

Como resultado de este teorema. no existe ambigiiedad alguna cuando escribimos
Ry = Py = P para cualesquiera de las relaciones del teorema 7.1. Ademads, ahora podemos
definir las potencias de una relacién 3 sobre un conjunto.
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Definicién 7.9

Dado un conjunto A y una relacién @ sobre A, definimos las potencias de & en forma
recursiva como (a) R'=F; v (b) paran € Z°, ®™'= Re A"

Observemos que para n € Z*, R" es una relacién sobre A.

SiA={1,2,3,4} yR=1{(1,2),(1.3).(2.4).(3, 2)}, entonces #* = {(1,4), (1, 2), (3, 4)}.
F={(l.49)}yparanz= 4R = d

Conforme el conjunto A y larelacion % crecen, los cdlculos parecidos a los del ejemplo
7.19 se vuelven tediosos. Para evitarlo, la herramienta que necesitamos es el computador,
una vez que encontremos la forma de indicar 2 1a méquina la informacin relativa al con-
junto A y la relacién 2 sobre A.

Definicién 7.10

Una matriz cero-uno tm X n E = (e), «, €5 una disposicidn rectangular de nimeros en m
filas y » columnas, donde cadae,, paral <i < my | < j < n, denota la entrada de la i-
ésima fila y la j-ésima columna de E y cada una de dichas entradas es 0 o 1. [También
podemos escribir matriz (0.1) para este tipo de matriz.]

La marriz
1001
E=[0 1 01
1000

es una matriz (0,1) de 3 x 4, donde, porejemplo, e, = L. ess=0y ey = L.

Al trabajar con estas matrices usamos las operaciones comunes de suma y multiplica-
cién de matrices suponiendo gue 1 + 1 = 1. (Por lo tanto, la suma es booleana.)

Consideremos los conjuntos A, By C y las relaciones ;. 3; del ejemplo 7.17. Si el orden
de los elementos de cada uno de estos conjuntos se fija como en ese ejemplo. definimos las
matrices de relacidn de R, FR, como sigue

w) () (»n @ (5) (8 (7

mfo 1 0 o .o o
@l 1 0 o wa_ @0 1 0
ME)= 5l 0o 1 1r M= (Hhlo 0 o
@l o o o (a0 0 O
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Al construir M(%, ), trabajamos con una relacién de A en B, de modo que los elementos
de A se usan para sefialar las filas de M(%,) y los elementos de B indican las columnas. Asi,
por ejemplo, para indicar el hecho de que (2, x) € 3, colocamos un 1 en la fila marcada
con (2) y la columna marcada con (x). Cada 0 de esta matriz indica un par ordenado en
A X B quese omite en . Por ejemplo, como (3, w) & 2, hay un 0 en la entrada de la fila
(3) y la columna (w) de la matriz M(,). El mismo proceso se usa para obtener M(R,).

Si multiplicamos las matrices?. vemos que

o100t o0 fo1o
o100fo1of o1

ME)-ME)=|5 6 1 1]o0 0 o/ |0 o o =M@=
oooolooo loooe

y en general tenemos que si %, es una relacion de A en B y %, es una relacién de Ben C,
entonces M(3;) - M(34;) = M{ZR, < 7). Es decir, el producto de las matrices de relacin para
9. %, en ese orden, es igual a la mariz de relacién de 1arelacién compuesta, « 3,. (Esta
¢s la razon por la que la composicién de dos relaciones se escribid en €l orden dade en la
definicién 7.8.)

En los gjercicios 9 v 10 (que aparecen al final de esta seccidn) se pedird al lector que
demuestre el resultado general del ejemplo 7.21, junto con algunos resultados de nuestro
siguiente ejemplo, en el que se muestran mds propiedades de las matrices de relacidn.

Sean A = {1,2,3,4} y 2= {(1.2), (1, 3), (2. 4), (3, 2)}, como en el ejemplo 7.19. 8i
conservamos fijo el orden de los elementos de A, definimos la matriz de relacién para 3
como sigue: M(R) es ia matriz (0. 1) 4 X 4 cuyos elementos m,, para | = i, j = 4, estin
dados por

1, siLDER,

0, en ¢aso conlrario
En este caso tenemos que
0110
. looo1
M@=l 1 0 of
000 0

Ahora bien, jedmo podemos utilizar esto? Si calculamos (M(2)) con el convenio de
que 1 + 1 =1, entonces tenemos que

(M(R)) =

[=JE=T =
cooo
(=R =T

0
0
0
0

T El lector no familianizado con la multiplicacion de matrices o que sdlo desee hacer un breve repaso
deberd consu'tar ¢l Apéndice 2.
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que es la matriz de relacion de e % = &°. (Verifique el ejemplo 7.19.) Ademds,

0000
_|0000
™@®*=|0 ¢ o ol
0000

la matriz de relacién de &= 6.

Lo que ocurre aqui puede aplicarse a la siacién general. Ahora estableceremos algu-
nos resultados acerca de las matrices de relacién y su uso en el estudio de las relaciones.

Usaremos la matriz (0, 1) de una relacién para reconocer las propiedades reflexiva,
simétrica, antisimétrica y transitiva. Para esto, necesitamos los conceptos de las siguientes
tres definiciones.

Definicién 7.11 Sean E = (e)n x m F = ( fisln x » dos matrices (0, 1) m X n. Decimos que E precede, o es
menor que. F, y escribimos £ = F,sie;=f, paratodos | €i<m, 1 <j<n.

SiE= [6 3 {_‘ yF= [6 ‘l] }: tenemos que E < F. De hecho, existen ocho matrices (0, 1)
G paralas cuales E < G

Definiciéon 7.12  Paran € Z*, I, = (8,), » , s lamatriz (0, 1) » X » tal que

Definicion 7.13  SeaA = (a,)..., una matriz (0, 1). La rraspuesta de A, que se escribe A*, es la matriz (@}), x .
talque g; =a, paratodos 1 = jsn 1l =i=m.
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01
SiA=|0 0|,entonces A" = [0 0.1 ’
11 1 6

Como muestra este ejemplo, la i-ésima fila (i-¢sima columna) de A es igual a lai-ésima
columna (i-ésima fila) de A¥. Esto imdica un método que podemos utilizar para obtener la
matriz A" de lamatriz 4.

[EOREMA 7.2

Dado un conjunto A con |A | = # y una relacién & sobre A, sea M la matriz de relacion
para Z&. Entonces

a) FResreflexivasiysélosif, =M.

b) % es simétrica si y sélo si M = M.

¢) ZAestransitivasi y sélosi MM =M = M.

d) R es antisimétrica si y s6lo siM N M < [, (La matriz M N M* se forma operando
en los elementos correspondientes de M y M¥ de acuerdo con lasreglas 0 N 0=0N
1=1N0=0y]1MN1=1,esdecir, el producto usual de ceros y unos.)

Demostracion: Los resultados se siguen de las definiciones de las propiedades de una rela-
cién y de la matriz (0, 1). Demostraremos esto para la parte (c), usando los elementos de A
para designar las filas y columnas de M, como en los ejemplos 7.21 y 7.22.

Sea M* < M. Si (x. ¥), ( z) € 2. entonces existen unos en la fila (x), columna (y) yen
la fila (¥), columna (z) de M. En consecuencia, en la fila (x), columna (z) de M2 hay un 1.
Este 1 también debe aparecer en la fila (x). columna (z) de M ya que M? < M. Por lo tanto,
(x, 2) € R y R es transitiva.

Reciprocamente, si 2 es transitiva y M es la matriz de relacién de 22, seas, . el elemento
de la fila (x), columna (z) de M*, con 5,.= |. Para que s, sea igual a 1 en M?, debe existir
al menosun ¥y € Atal que m,, = m,. = 1 en M. Esto ocurre sélo six Ay y yRz. Si R es
transitiva, entonces se sigue quex F z. Asi,m,. =y M?> = M.

La demostracion de las partes restantes se deja al lector.

La matoiz de relacion es una herramienta (til para el reconocimiento de ciertas pro-
piedades de las relaciones por parte del computador. Almacenando informacién como
ya lo hemos descrite, esta matriz cs un ejemplo de una estructura de datos. También es
interesante la forma en que se usa la matriz de relacién en el estudio de la teoria de
grafos? y la manera en que esta teoria se usa para reconocer ciertas propiedades de las
relaciones.

En este momento presentaremos algunos conceptos fundamentales de la teoria de grafos.
Con frecuencia daremos estos conceptos dentro de los ejemplos y no en términas de defi-
niciones formales. Sin embargo, en el capitulo 11, la exposicin no dara por hecho lo dado
aqui y serd mds rigurosa y amplia.

T Puesto que la terminologia de la teorfa de grafos no es estdndar, el lector podria encontrar algunas
diferencias entre nuestras definiciones y las de otros textos
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definicion 7.14

Sea V un conjunto finito no vacio. Un grafe dirigide (o digrafe) G sobre V estd
formado por los elementos de V, llamados vértices o nodos de G, y un subconjunto £
de V % V, conocido como las aristas (dirigidas) o arcosde G. Sia. bE Vy (g, b) €
ET, entonces exisie una arista de a a b. El vértice a es el origen o fuente de la arista, y
b es el términe, o vértice terminal, y decimos que b ¢s adyvacente desde a y que a es
adyacente hacia b. Ademés, si a # b, entonces (@, b) # (b, a). Una arista de la forma
(a, a) es un lazo (en a).

Para V= {1, 2, 3, 4. 5}, el diagrama de la figura 7.1 es un grafo dirigido G sobre V con el
conjunto de aristas {(1, 1), (1. 2), (1. 4). (3. 2)}. El vértice 5 es parte del grafo aunque no
sea el origen o el final de una arista: y se le conoce como vértice aislado. Como vemos, las
aristas no tienen que ser segmentos de recta, ni importa su longitud.

4 @) by
Figura 7.1 Figura 7.2

we

Cuando desarrollamos un diagrama de flujo para analizar un programa o un algoritmo,
trabajamos con un tipo especial de grafo dirigido donde 1a forma de los vértices puede
tener importancia en el analisis. Los mapas de carreteras son grafos dirigidos: en ellos, las
ciudades y los pueblos estdn representados por los vértices y las carreteras que unen dos
localidades estén dadas por aristas. En estos mapas, una arista estd dirigida con frecuencia
en ambos sentidos. En consecuencia, s1 G es un grafo dirigidoya. b € V.cona#b.y
(a, b).(b, a) € E, entonces se usa la arista Unica no dirigida {a, b} = (b, a} delafigura 7.2 (b)
para representar las dos aristas dirigidas de la figura 7.2(a). En este caso, @ y b son vértices
adyacentes. (Tampoco importa la direccién en los lazos.)

Los grafos dirigidos tienen un papel importante en muchas situaciones dentro de las
ciencias de la computacién. El siguiente ejemplo muestra una de ellas,

Los programas pueden procesarse mds rapidamente si cierias instrucciones del programa
se ejecutan en forma concurrente. Pero, para esto, debemos estar conscienies de que algu-
nas instrucciones dependen de instrucciones anteriores del programa, puesto que no pode-

+ En este capitulo s6lo permitiremos la existencia de una ansta de a a b. Las situaciones cr que aparecen
varias aristas sc llaman multigrafos se analizarén en el capitlo 11



Capitulo 7 Relaciones: La segunda vuetta

mos ejecutar una instruccién que necesita resultados de otras proposiciones que no han
sido ejecutadas todavia.

En la figura 7.3(a) tenemos ocho instruccicnes de asignacién que conforman el princi-
pio de un programa. Representamos estas instrucciones mediante los ocho vértices co-
rrespondientes s, 5, 55, . . . .5y de la parte (b) de la figura, donde una arista dirigida como (s,, s5)
indica que la instruceidn s; no puede gjecutarse antes de que se ejecute la instruceién s,. El
grafo dirigido resultante es el grafe de precedencia de las lineas dadas del programa.
Observe como este grafo indica, por ejemplo, que la instruccion s, se ejecuta después que
las instrucciones s, s;, 53 ¥ 5, Asi mismo, vemos que una instruccion como s, debe ejecu-
tarse antes que cualquiera de las instrucciones s;, Sa, 55, 57 0 55 En general, si un vértice
{instruccién) s es adyacente de otros m vértices (y sélo de ellos), entonces las instruccio-
nes correspondientes para estos m vértices deben ejecutarse antes de que pueda ejecutarse
la instruccién s. En forma andloga, si un vértice (instruccién) s es adyacente a otros n
vértices, entonces cada una de las instrucciones correspondientes de estos vértices necesi-
tala ejecucion de la instruccidn s antes de poder gjecutarse. Por tiltimo, del grafo de prece-
dencia vemos que las instrucciones s, §; ¥ 5, pueden procesarse en forma concurrente. De
acuerdo con ello, las instrucciones ;. 5, y 5 pueden ejecutarse al misme tiempo, para
después ejecutar las instrucciones ss y s;. (O bien, podriamos procesar las instrucciones s,
vy 5, en forma concurrente, y después las instrucciones ss, 5.y S3.)

5 £
() b :=3;
() ¢ b+2:
(s5) a -= 1
(s5) d := axb+5; b
(s5) e d-1;
(8) T :=1T;
(s;) e e+d;
(ss) = baf; 5 5 s
| @ b
|
Figura 7.3

Ahora queremos considerar la forma en que las relaciones y los grafos dingidos se
relacionan entre si. Para comenzar, dado un conjunto A y una relacién X sobre A, podemos
construir un grafo dirigido G con el conjunto de vértices A y conjunto de aristas £ C A X
A,donde (a, b) € Esia, b € Ay a® b. Esto se demuestra en el siguiente ejemplo.

ParaA ={1,2,3,4},seaZ = {(1. 1), (1. 2),(2. 3% (3, 2). (3, 3%, (3. 4), (4. 2)} una relacién
sobre A. El grafo dirigido asociado con 3 aparece en la figura 7 4(a). 8i no se tienen en
cuenta las direcciones, obtenemos el grafo no dirigide asociade que se muestraen la parte
(b) de la figura. Aqui vemos que el grafo es conexo, en el sentido de que, para cualesquiera
dos vértices x, y con x # y, existe un camino simple que comienza en x y termina en y. Tal
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camino simple consiste en una sucesidn finita de aristas no dirigidas, de modo que las
aristas { 1,2}, {2, 4} proporcionan un camino simplede 1a4, y las aristas {3.4}, {4,2}y
{2,1} ofrecen un camino simple de 3a 1.La sucesién de aristas( 3,4}, (4,2} y {2, 3} propor-
cionan un camino simple de 3 a 3. Este camino simple cerrado se conoce como ciclo. Este es
un ejemplo de un ciclo no dirigido de longitud tres, ya que tiene tres aristas en €1,

Cuando trabajamos con caminos simples (en grafos dirigidos y no dirigidos), no deben
repetirse los vértices. Por lo tanto, la sucesién de aristas {a, b}, (b, ], {e. f}, (£ b}, {b. d}
de la figura 7.4(c) no se considera un camino simple (de @ a d) ya que pasa por el vértice
b miés de una vez. En el caso de los ciclos, el camino simple comienza y termina en el
mismo vértice y tiene al menos tres aristas. La sucesi6n de aristas (b, f), (f, €), (e, d), (d. ©),
(c, b) presenta un ciclo dirigido de longitud cinco en la figura 7.4(d). Ninguna de las seis
aristas (b, ). (£, e). (e, b), (b, d). (d, c), (c, b) produce un ciclo dirigido en la figura, debido
a la repeticion del vértice b. Si hacemos caso omiso de sus direcciones, las seis aristas
correspondientes, en la parte (c) de la figura, pasan igualmente por el vértice b mds de una
vez. En consecuencia, no se considera que estas aristas formen un ciclo para ¢l grafo no
dirigido de la figura 7.4(c).

Ahora bien, puesto que hemos pedido que un ciclo tenga una longitud de al menos tres,
no consideraremos a los lazos como ciclos. También observamos que los lazos no tienen
nada que ver con la conexién de los grafos

{a) (b} @ (dy

Figura 7.4

Optamos por definir formalmente la siguiente idea, debido a su importancia para lo
hecho en la seccién 6.3,

Un grafo dirigido G sobre V es fuertemente conexo siparatodos x, y € V, talesquex # y,
existe un camino simple (en G) de aristas dirigidas de x a y; es decir, o bien la arista
dirigida (x, y) estd en G o, para algiin n € Z* y vértices distintos U, ¥z, . ... v, € V, las
aristas dirigidas (x, V) (0, V), . . ., (U, ¥) estdnen G.

En este sentido hablamos de las mdguinas fuer conexas en el capitulo 6. El grafo
de la figura 7.4(a) es conexo pero no fuertemente conexo. Por ¢jemplo, no existe un camino
simple dingidode 3a 1. Enla figura 7.5, €l grafo dirigido sobre V= (1, 2, 3, 4} es fuertemen-
te conexo y sin lazos. Esto también es cierto en cuanto al grafo dirigido de la figura 7.4(d).
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G—0 :
L
1 2 1
1 2
4 3 4
&) F,)
T 3 (@) &)
Figura 7.5 Figura 7.6

Para el conjunto A = {1, 2, 3, 4}, consideremos las relaciones @, = {(1, 1), (1, 2), (2, 1),
(2,2), (3,30, 3,40 (4,30, (4.8} y P = {(2, 4, (2,3).(3,2), (3. 3). (3, 4)}. Como lo
muestra la figura 7.6, los grafos de estas relaciones son disconexos. Sin embargo, cada
grafo es la uni6n de dos grafos conexos llamados componentes del grafo. Para®,, el grafo
estd formado por dos componentes fuertemente conexas. Para %;, una componente consta
de un vértice aislado y la otra componente es conexa pere no fucrtemente conexa.

Los grafos de la figura 7.7 son ejemplos de grafos no dirigides sin lazos y que tienen una
arista por cada par de vértices distintos. Estos grafos ilustran los grafos completos de n
vértices que se designan por K. En la figura 7.7 tenemos ejemplos de los grafos completos
con tres, cuatro v cinco vértices, respectivamente. El grafo completo K- consta de dos
vértices x, ¥ y una arista que los une, mientras que K, consta solamente de un vértice, sin
aristas, debido a que no se permiten los lazos.

En K, se cruzan dos aristas, {3, 5) v { 1. 4}. Sin embargo, ningtin punto de interseccidn
crea un nuevo vértice. Si intentamos evitar el cruce de las aristas mediante otro trazo del
grafo, volveremos a tener el mismo problema una y otra vez. Esta dificultad serd analizada
en el capitulo 11 cuando hablemos de la planaridad de los grafos.

1

(i) (K} tKs)

Figura 7.7
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Para un grafo G sobre un conjunto de vértices V, el grafo da lugar a una relacién 3 sobre
Vial que xRy si (x, y) es una arista de G. En consecuencia, existe una matriz (0, 1) para G.
y como esta matriz de relacién proviene de las adyacencias de los pares de vértices, se le
conoce como malriz de advacencia de G y como matriz de relacién de &.

En este momento ligaremos las propiedades de las relaciones y la estructura de los
grafos dirigidos.

SiA={1,2,3} yR=((1.1).¢1,2),(2,2),(3,3),(3, 1)}, entonces R es una relacion reflexiva
y antisimétrica sobre A, pero no es simétrica ni transitiva, El grafo dirigido asociado a 2
consta de cinco aristas, tres de las cuales son lazos que resultan de la propiedad reflexiva de
2. (Véase la Fig. 7.8.) En general, si 2 es una relacién sobre un conjunto finito A, entonces
S es reflexiva si y sélo si su grafe dirigido posce un lazo en cada vértice (elemento de A).

Larelacién & = ((1, 1), (1,2), (2, 1), (2, 3), (3. 2)} es simétricasobre A = { 1. 2. 3}, pero no
es reflexiva, antisimétrica ni transitiva. El grafo dirigido de 9 aparece en la figura 7.9. En
general, una relacién 2 sobre un conjunto finito A es simétrica si y sélo si su grafo dirigido
contiene solamente lazos y aristas no dirigidas.

Para A = {1, 2, 3}, consideremos & = (1, 1), (1, 2). (2, 3). (1, 3)}. El grafo dirigido de &
aparece en la figura 7.10. En este caso, R es transitiva y antisimétrica. pero no reflexiva ni
simétrica. El grafo dirigido indica que una rclacidn sobre un conjunto A es transitiva siy
solo si su grafo dirigido sausface lo siguiente: para cualesquiera x, y € A, si existe un
camino simple (dirigido) de x a y en el grafo asociado, entonces también existe una arista
(x, ¥). [En este caso, (1, 2). (2, 3) es un camino simple (dirigido) de 1 a 3, por lo que
también tenemos, por transitividad, la arista (1, 3).] Observe que el grafo dirigido de la
figura 7.3 del ejemplo 7.26 también tiene esta propiedad.

La relacién 3 es antisimétrica debido a que no existen pares ordenados en % de la
forma (x, ¥} ¥ (% x) conx # y. Para usar el grafo dirigido de la figura 7.10 en la caracteri-
zacidn de la simetria, debemos notar que para cualesquiera dos vértices x, y con x # y, el
grafo contiene como maximo una de las aristas (x, y) o (3 x). Por lo tanto, no existen
aristas no dirigidas distintas de los lazos.

3 3

Figura 7.8 Figura 7.9 Figura 7.10

Nuestro ltimo ejemplo trata de las relaciones de equivalencia.
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w
B
wn

R, &,

Figura 7.11

Para A = {1, 2,3, 4, 5}. las siguientes son relacicnes de equivalencia sobre A:

2:={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4),(4,3), (4,4).(5,5)},
= {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2).42,3),(3,1), (3,2).(3.3),
(4,4),(4,5).(5,4) (5.5}

Sus grafos asociados aparecen en la figura 7.11. Si pasamos por alto los lazos de cada
grafo, vemos que el grafo se descompone en componentes, como K, K, v K. En general,
una relacién sobre un conjunte finito A es una relacién de equivalencia si y sélo si su grafo
asociado es un grafo completo aumentado con los lazos en cada vértice o si consta de Ia
unién disjunta de grafos completos aumentada con lazos en cada vértice.

EJERCICIOS 7.2

1.

w

~

oo

w

. Para una relacion 3 sobre un conjunto A, defina %" =

. SiA={1,23.4),5ea 2

ParaA ={1.2, 3, 4}. sean R y F las relaciones sobre A definidas como & = {(1.2). {1.3). (2,
4),(8. 4} ¥y F = {(L 10(1.2).(1.3).(2. 3). (2. 4}}. Determine A= F. F = R, B R Fy F*

. 5i 2 es una relacion reflexiva sobre un conjunto A. demuestre que 27 también es reflexiva sobre A.
. Proporcione la demostracion de la inclusion opuesta del teorema 7.1.
. Para los conjuntos A, B y C, consideremos las relaciones %, CA X B, CBX Cy®R, CBX

C. Demuestre que (2) 2 (R U R = (F = RI U G =R0y DV F 23 N3 C(Fe R
M (7R, = #5). (Dé un gjemplo para mostrar que 1a inclusién propia puede ocurrir en la parte (b).)
(a, a)|a E AL S \A | =n, demuestre
que existens, t EN, con 0 < s <z < 2% tales que ' =%
{0110, (1, 2), (2, 3), (3, 3). (3, 4). {4, 4)} una relacion sobre A.
Tsobre A tales que F = FperoRe F =RoT={(1. 1), (1, 2).(1.4)}

Encuentre dos relaciones &,

. ¢Cudntas matrices (0, 1) de 6 X 6 cumplen que A = A*?

10611
. SiE=|0 1 0 1/, icudntas matrices (0. 1) F satisfacen £ < F?
1000
. Considere los conjuntos A = {ay, @, - - .. a.).B=lby k..o, LYy C={cnca. c,}. donde

los elementos de cada conjunio permanecen fijos en el orden dado. Sea %, una relacidnde Aa
By sea ®, unarelacion de B a C. La matriz de relacién de 3, ¢s M(R)), donde i = 1, 2. Las filas
¥ columnas de estas matrices estdn indexadas por los elementos de los conjuntos adecuados 4,
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11.
12.

14.

15.

16.

By C, de acuerdo con los 6rdenes ya dados. La matriz de R, = R, es la matrizm X p M(R, = Fy),
tal que los elementos de A (en ¢l orden dado) constituyen un fndice de las filas, y los elementos
de C (también en el orden dado) son un indice para las columnas.

Muestre que paratodo 1 =i < my 1 = j = p, los elementos de la i-ésima fila y la j-ésima
colurnna de M(3R,) - M(R,) ¥y MR, © R,) son iguales. [Por lo tanto, M(R;) - M(R,} = M(%R, 2 3,).]

. SeaA un conjunto tal que [A] =n, y consideremos que el orden de la lista de sus elementos es

fijo. Para % € A X A, sea M(%) la matriz de relacién correspondiente.

a) Demuestre que M(%) = 0 (la matriz n X n con todos sus elementos iguales a 0) si y sélo si
=0

b) Demuestre que M(R) = 1 (la matrizn X n con todos sus elementos iguales a 1) si y s6lo si
R=AXA.

€) Use el resultado del ejercicio 9, junto con el principio de induccién matematica, para de-
mostrar que M(%&™) = [M(3)]" paratodom € Z*.

Proporcione las demostraciones del teorema 7.2(a). (b) y (d).

Use el teorema 7.2 para escribir un prog (o para d un itmo) que reconozca
las relaciones de equivalencia sobre un conjunto finito.

. a) Trace el digrafo G, =(V,.E,).donde Vi={a, b, c. d. e. /) y E, = {{a. B). (a, d). (b, ), (b, &).

(d, b). (d, &). (e ). (&, ). (f D).

b) Trace el grafo no dirigido G: = (Vs Ex), talque Vo= (5, f, 1, 0, wo x, % 2} ¥ Ex = {{s. 1),
{5 2}, {8 x}, {6 ul. [row], {u, w), (o, 2}, {0 w), (oox). (0 v) {w 2] (e vl ).

Para el grafo dirigido G = (V, E) de la figura 7.12. clasifique cada una de las siguientes propo-

siciones como verdadera o falsa.

a) El vértice ¢ es el origen de dos aristas en G.

b) El vértice g es adyacente al vértice h.

c) Existe en G un camino simple dingido de da b.

d) Existen dos ciclos dirigidos en G.

g
f Figura 7.12
ParaA = [a. b, ¢, d. ¢, f]. cada grafo o digrafo de la figura 7.13 representa una relacion % sobre
A. Determine la relacidn® C A X A en cada caso, asi como su matriz de relaci6n asociada M(3t).

ParaA = (u, w, x, 3, z}. cada una de las siguientes es la matriz (0, 1) de una relacién 2R sobre A.
En este caso, las filas (de arriba hacia abajo) y las columnas (de izquierda a derecha) estdn
indexadas en el orden v, w, x, ¥, 2. Determine la relacidn % € A X A en cada caso y trace el
grafo dirigido G asociado con &.

01100 01110
10111 10100
a) M(&)=|0 0 0 0 1 b) M&)=|1 10 0 1
00001 10001
0000GCO0 00110
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o
o

) (iiy it} (v}

Figura 7.13

17.

18.

20.

21,

22.

23,

24.

Sea G = (V, E) un grafo dirigido con matriz de adyacencia M. ; Cémo podemos identificar un
vértice aislado de G a partir de la mairiz M?

a) SeaG=(V, E)el grafo dirigidotal que V= {1,2,3,4.5.6. 7T} yE= l()'.;ﬂ 1si<j=<T}L
i) (Cuéntas aristas existen para este grafo?
ii) Cuatro de los posibles caminos simples dingidos en G de 1 a 7 serian:
D (L7% 2} (1.3).(3,5).(5.6). (6, %
3) (L2),(2,3), (3. Ty 4) (L4, @7
(Cudntos caminos simples dirigidos existen (en total) en Gde 1 a 7?7
b) Ahora, sean €EZ", n = 2 y considere el grafo dirigido G= (V. E)con V={1,2,3.....n]
yE= Hi.j)!l si<j<n)
i) Determine | E| ii) ¢Cudntos caminos simples dirigidos existen en G de 1 an?
iii) Sia.b € Z*con | £ a<b < n, cudntos caminos simples dirigidos existen en G dea
ab?
(El lector puede consultar el ejercicio 20 de la seccidn 3.1.)

. Parad ={1,2.3.4],sea® = {(1, 1).(1,2), (2, 3), (3, 3), (3. 4)} una relaci6n sobre A. Trace el

grefo dirigido G sobre A asociado con . Haga lo mismo con 3, &’ y &".

Para |A] =5, ccudintas relaciones 22 sobre A existen? ;Cudntas de estas relaciones son simétn-
cas?

Sea |A| = 5. (a) ;Cudntos grafos dirigidos pueden construirse sobre A? (b) ;Cudntos de estos
grafos de la parte (a) son en realidad no dingidos?

(Cudntas aristas (no dirigidas) existen en los grafos completos K, K; y X, donde n € Z*7

a) Manteniendo fijo el orden de los elementos como 1, 2, 3, 4, 5, determine las matrices de
relacién (0, 1) para las relaciones de equivalencia del ejemplo 7.33.
b) (Conducen los resultados de la parte (a) a alguna generalizacién?

a) Sea F la relacién sobre A = {1, 2,3, 4. 5, 6, 7}, tal que el grafo dingido asociado con &
consta de las componentes que se muestran en la figura 7.14, cada una de las cuales es un
ciclo dirigido. Encuentre el entero n > | mds pequefio. tal que %" = & ;Cudl es el valor
minimo de n > 1 para el que el grafo de " contiene algunos lazos? ;Ocurre en algin
momento que el grafo de 3 conste Gnicamente de lazos?

b) Respondz las mismas preguntas de la parte (a) para la relacién R sobreA = (1. 2,3,....9,
10}, si el grafo dirigido asociado con & se muestra en la figura 7.15.

¢) ¢Indican algin hecho general los resultados de las partes (a) y (b)?
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1 2 5
1 2 3 4
- e
vm ;
4 3 7 6 s 3 8

Figura 7.14 Figura 7.15

25. Trace un grafo de precedencia para ¢l siguiente segmento de programa de coémputo:

(s2) a = 1:

(s2) b = 2;

(53) a = a+d;
(54) € = b;

(ss) a ;= 2ea—1;
(5s) b = aec:
(s1) c =7

(s3) d = c+2:;

, 7.3
Ordenes parciales:
Diagramas de Hasse

$i pedimos a algunos nifios que reciten los nimeros que conocen, oiremos una respuesta
uniforme de “'1, 2, 3,...". Sin prestar atencidn al hecho, dan una lista de los nimeros en
orden creciente. En esta seccién analizaremos mds de cerca esta idea de orden, algo que tal
vez hemos dado por sentado. Comenzaremos por sefialar algo acerca de los conjuntos N,
Z,Q,RyC.

El conjunto N es cerrado en las operaciones binarias de suma y multiplicacién (ordina-
rias), pero si buscamos la respuesta a la ecuacién x + 5 = 2, vemos que ningun elemento de
N e¢s una solucion. Asf, extendemos N a Z, donde podemos realizar la resta, asf como la
suma y la multiplicacién. Sin embargo, pronto encontramos problemas al tratar de resol-
ver la ecuacién 2x + 3 = 4. Si nos extendemos a Q, podemos realizar la divisién entre
mimeros distintos de cero, ademads de las otras operaciones. Pero esto también demuestra
ser inadecuado; la ecuacion x*— 2 = 0 necesita que introduzcamos los mimeros reales, pero
irracionales +4/2. Incluso después de ampliar Q a R, surgen mds problemas al intentar
resolver ©+ 1 = (. Por tltimo, llegamos a C, el sistema de los mimeros complejos, donde
podemos resolver cualquier ecuacién polinomial de la forma c.x" + ¢, x™' +-- -+ e’ +
¢ x+cy=0,donde c, € Cpara0 s i < n,n>0yc, # 0. (Este resultado se conoce como
el teorema fundamental del dlgebra, Su demostracién requiere material relativo a las fun-
ciones de variable compleja, por lo que no la incluiremos aqui.) Durante este proceso de
construceidn de N a C, para tener una mayor capacidad de resolver ecuaciones polinomiales,
algo se perdid al pasar de R a C. En R, dados dos nimeros ry. -, con r, # r;, sabemos que
r, < r; 0 r; < ry. Sin embargo, en C tenemos que (2 + i) # (1 + 2i), pero ;qué significado
podemos dar a una proposicién como “(2 +i) < (1 + 2i)"? jHemos perdido la capacidad de
“ordenar” los elementos en este sistema numérico!
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Para comenzar a analizar més de cerca el concepto de orden procederemos como en la
secci6n 7.1. SeaA un conjunto y 32 una relacién sobre A. El par (4, &) s un conjunto parcial-
mente ordenado, si la relacién 3 sobre A es un orden parcial, ¢ una relacion de ordenamiento
parcial (como la establecida en la definicién 7.6). Si decimos que A es un conjunto parcialmen-
te ordenado, entendemos que existe un orden parcial 2R que hace de A un conjunto parcialmen-
te ordenado. Los ejemplos 7.1 (a), 7.2, 7.11 y 7.15 son conjuntos parcialmente ordenados.

Sea A el conjunto de cursos ofrecidos en una ¢scuela. Definimos la relacién % sobre A
comox @&y six, ¥ son el mismo curso o si x ¢$ un premequisito para y. Entonces % hace de
A un conjunto parciaimente ordenado.

Definimos 2 sobre A = {1, 2, 3,4) como xRy six | ¥; es decir, x divide (exactamente) a y.
EntoncesZ = {(1, 1), (2, 2),(3, 3), (4. 4), (1, 2), (1, 3), (1. 4), (2, 4)} es un orden parcial v (4,
2R) es un conjunto parcialmente ordenado. (Esto es similar a lo que aprendimos en el gjemplo
7.15)

En la construccién de una casa, ciertas tareas, como la construccién de los cimientos,
deben realizarse antes de emprender otras fases de l1a construceion. SiA es un conjunto de
tareas que deben realizarse para construir una casa, podemos definir una relacién % sobre
A comoxZy six, ydenotan la misma tarea o si la tarea x debe realizarse antes de que inicie
la tareay. De esta forma imponemos un orden sobre los elementos de A, lo que lo convierte
en un conjunto parcialmente ordenado, también conocido ¢omo la red PERT (siglas en
inglés de técnica de evaluacién y revision de programas). (Estas redes comenzaron a ad-
quirir importancia durante la década de 1950 para ¢l control de la complejidad que surgié
en la organizacién de las miltiples y distintas actividades necesarias para llevar a cabo
proyectos a muy gran escala. Esta téenica fue desarrollada realmente y utilizada en primer
lugar por 1a Marina de Estados Unidos para coordinar los diversos proyectos necesarios
para la construceién del submarino Polaris.)

Consideremos los diagramas de la figura 7.16. Si (a) fuera parte del grafo dirigido
asociado con una relacion &, entonces, como (1, 2), (2, 1) € # ¢on 1 # 2, R no podria ser

(@) (b}
d Figura 7.16
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antisimétrica. Para (b), si el diagrama fuera parte del grafo de una relacién transitiva &
entonces (1,2),(2,3) EF = (1,3) €ER. Como(3,1) E@Ry 1 # 3,7 no es antisimétrica,
por lo que no puede ser un orden parcial.

A partir de estas observaci si una relacién % sobre un conjunto A, y G es
¢l grafo dirigido asociade con &, veremos que:

i) Si G contiene un par de aristas de la forma (g, b), (b, a). parag, b E Acona # b,0
ii} Si 2 e¢s wansitiva y G contiene un ciclo dirigido (de longitud mayor o igual que
tres),

entonces la relacién % no puede ser antisimétrica, por lo que (A, #i) no es un orden
parcial.

Consideremos el grafo dirigido para el orden parcial del ejemplo 7.35, La figura 7.17(a) es
la representacidn grafica de R, En la parte (b) de 1a figura, tenemos un diagrama un poco
mis sencillo, que s llama diagrama de Hasse de .

Cuando sabemos que una relacién 3 ¢s un orden parcial sobre un conjunto A, podemos
eliminar los lazos de los vértices de su grafo dirigido. Puesto que 3 también es transitiva,
basta con tener las aristas (1, 2) y (2, 4) para garantizar la existencia de la arista (1, 4), asi que
no necesitamos incluir dicha arista. De esta forma obtenemos el diagrama de la figura 7.17(b).

0{3 S

(a) )

Figura 7.17

En la figura 7.18 tenemos los diagramas de Hasse de los cuatro conjuntes parcialmente
ordenados siguientes. (a) SiU = {1, 2, 3} y A =2(4L ), % es la relaci6n de inclusién sobre
A. (b) En este caso, R es la relacién “divide exactamente” aplicadaaA = {1,2,4,8}.(c)y
(d) Aqui tenemos la misma relacién que en la parte (b), aplicada a {2, 3, 5, 7} en la parte
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/123\ .

\§<>(/ : i =

[

(@ (®) ] (d)

Figura 7.18

(cyya{2, 3,5 6,7, 11, 12, 35, 385} en la parte (d). En la parte (c) observamos que un
diagrama de Hasse puede tener todos sus vértices aislados; también puede tener dos (o
mds) componentes conexas, como se muestra en la parte (d).

Sea A = (1,2, 3, 4, 5}. La relacion & sobre A, definida como x Ry si x £ y, es un orden
parcial. Esto hace de A un conjunto parcialmente ordenado que podemos designar por
(A, %).S1B={1,2.4} C A, entonces el conjunto (B X By NZA = {(1,1),(2,2), (4,4).
(1, 2), (1, 4), (2, 4)} es un orden parcial sobre B.

En general, 513 es un orden parcial sobre A, entonces para cualquier subconjunto B de
A, (B % B) N % hace de B un conjunto parcialmente ordenado, si el orden parcial sobre B
se induce de 3.

Ahora analizaremos un Lipe especial de orden parcial.

efinicion 7.16 i (A, %) es un conjunto parcialmente ordenado, decimos que A es totalmente ordenado si
para todos x, y € A ocurre que x By o y R x.
En este caso, decimos que & es un orden roral.

a} Sobre el conjunto N, la relacidn Zt dada por x Ry si x < y es un orden total.

b) La relacién de inclusién aplicada a A = P(AL), donde AL = {1, 2, 3} es un orden
parcial, pero nototal: {1,2].{1,3} € A perono ocurre que {1,2} € {1,3}ni {1,3} C
{1,2}.

c) Eldiagrama de Hasse de la parte (b) de la figura 7.18 es un orden total.

¢ Podrian surgir estos conceptos de orden parcial o total en un problema de la industria?
Pensemos que un fabricante de juguetes estd a punto de lanzar al mercado un nuevo
producto y debe incluir un conjunto de instrucciones para su montaje. Para ensamblar el
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B ¢ Figura7.19

nuevo juguete hay que realizar siete tareas.A, B, C, .. ., G. que deben ejecutarse en el orden
parcial dado por el diagrama de Hasse de la figura 7.19. Aqui vemos, por ejemplo, que B, A
y E deben terminarse antes de realizar la tarea C. Puesto que el conjunto de instrucciones
debe ser unz lista de estas tareas, numeradas 1,2, 3, ..., 7, jcémo puede escribir esta lista el
fabricante y asegurarse de conservar el orden parcial del diagrama de Hasse?

Lo que real nos estamos pr do en este caso es si podemos tomar el orden
parcial @ dado por ¢l diagrama de Hasse y encontrar un orden total & sobre estas tareas,
para ¢l cual @ € ¥, La respuesta es si, y la técnica que usaremos se llama erdenacion
topoldgica.

En este caso, hemos presentado nuestro algontmo como una lista precisa de instruccio-
nes, sin hacer referencia a su implementacion en un lenguaje de programacién particular.
Antes de aplicar este algoritmo a nuestro problema, debemos observar el uso delibe-
rado de la palabra “un” antes de la palabra “vértice” en el paso 2. Esto implica que la
seleccién no tiene que ser tinica y que podemos obtener varios 6rdenes totales 5 que
contengan a%. Asi mismo, en el paso 3, para los vértices v, , tales que 2 < i < n. usamos
la notacién v, <v,, yaque sugiere mejor la idea “v, antes dev,_,” que la notacién v, T
Ve
En la figura 7.20, mostramos los diagramas de Hasse que surgen al aplicar ¢l algoritmo
de ordenacién topolégica al orden parcial de la figura 7.19. Debajo de cada diagrama
mostramos cémo se va obteniendo el orden total.
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=1 H | k=2 H |(k=3) H|k=4) H, k=5 H k=86 H |k=7] H
G F D|G F G
C C C C
A A A A A
/\ . . .
B E|B E|B E|B E|B E|B E £
o] F<D G<F<D C<G A<(<G B<A<(C |[E<B<A<(
<F<D <fF=D <G<fF<D |<G<F<D
Figura 7.20

S§i el fabricante de juguetes escribe las instrucciones en una lista, como 1-E, 2-B, 3-A,
4-C, 5-G, 6-F, 7-D, tendr4 un orden total que conserva el orden parcial necesario para el
montaje correcto. Este orden total es una de 12 respuestas posibles.

Como es usual en las matematicas discretas y combinatorias, este algoritmo ofrece un
procedimiento que reduce el tamafio del problema con cada aplicacién sucesiva.

En el algoritmo de ordenacién topolégica, vimos la forma en que se utilizé el diagrama
de Hasse para determinar un orden total que contuviera un conjunto parcialmente ordena-
do dado (A, R). Este algoritmo nos pide ahora gue analicemos mds propiedades de un
orden parcial. Para empezar, subrayaremos especialmente el papel del vértice v, en el pasc
2 del algoritmo. ;Cual ¢s la relacidn entre el orden parcial (4, R) y su diagrama de Hasse,
de modo que podamos describir un vértice como v, en términos de %7 Esta pregunta nos
lleva a los conceplos siguientes.

Yefinicion 7.17

Si (A, ) es un conjunto parcialmente ordenado, entonces un elemento x € A es un ele-
mento maximal de A si paratodoa € A, a# x=> xH a. Un elementoy € A es un elemento
minimal de A si paratodo b € A, b # v. entonces bgé ¥

S1 usamos la contrapositiva de la primera proposicién de la definicién 7.17, entonces
podemos establecer que x(€ A) es un elemento maximal si para todoa €A, xFa = x=
a. De manera similar, y € A es un elemento minimal si para cualquierd €A, bRy = b=y.

SeanW ={1,2,3} y A=:F(L).

a) Sea larelacion de inclusién sobre A. Entonces Il es maximal y @ es minimal para
el conjunto parcialmente ordenado (A, C).

b) Para B, la coleccién de subcenjuntos propios de {1, 2, 3}, sea & la relacién de
inclusién sobre B. En el conjunto parcialmente ordenado (B, C), los conjuntos
{1,2}, {1,3} ¥ {2, 3} son elementos maximales; @ sigue siendo el tinico elemento
minimal.
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Si & es la relacién “menor o igual que” sobre ¢l conjunto Z, tenemos que (Z, <) es un
conjunto parcialmente ordenado sin elementos maximales ni minimales. Sin embargo, el con-
junto parcialmente ordenado (N, <) tiene el elemento minimal O pero no tiene elementos
maximales.

Después de volver a analizar los drdenes parciales de las partes (b), (c) ¥ (d) del ejemplo
7.38, podemos hacer las observaciones siguientes.

1) El orden parcial de la parte (b) tiene ¢l elemento maximal tnico 8 y el elemento
minimal Gnico 1.

2} Cadaunode los cuatro elementos (2, 3, 5y 7) es un elemento maximal y un elemen-
to minimal para el conjunto parcialmente ordenado de la parte {c) del ejemplo 7.38.

3) Enla parte (d), los elementos 12 y 385 son maximales. Cada uno de los elementos
2,3, 5,7y 11 es un elemento minimal para este orden parcial.

¢Existen condiciones que nos indiquen cudndo un conjunto parcialmente ordenado debe
tener un elemento maximal o minimal?

OREMA 7.3

5i(A,%) es un conjunto parcialmente ordenado y A es finito, entonces A tiene un elemento
maximal y uno minimal.

Demostracién: Sea g, € A. Si no existe un elemento a € A tal que a #a, v 2, Ra, entonces
a, es maximal. De otra forma, existe un elemento a; € A tal que a; #4; ¥ @, Ra,. Si ningiin
elemento a € A, a #a, satisface a, % a, entonces 4, es maximal. En caso contrario, pode-
mos encontrar a; € A tal que a; # @, a; # @, ({por qué?), mientras que a, Ra, y a,Ra.. Si
continuamos de esta forma, como A es finito, llegaremos a un elemento 4, € A tal que a,
§§ a para todo a € A, a #a,, de modo que a, es maximal.

La demostracion de la existencia de un elemento minimal es similar.

Si regresamos al algoritmo de ordenacion topoldgica, vemos que en cada iteracién del
paso 2 del algoritmo estamos seleccionando un elemento maximal del conjunto parcialmen-
te ordenado original (A, %), o un conjunto parcialmente ordenado de la forma (8, &), donde
##B CAyZ' = (B X B) M. Al menos existe un elemento de este tipo (en cada iteracién)
debido al teorema 7.3. Después, en la segunda parte del paso 3, six es ¢l elemento maximal
seleccionado (en el paso 2), eliminamos del conjunto parcialmente ordenado actual todos los
elementos de la forma (g, x). Esto produce un conjunto parcialmente ordenado mds pequefio.

Ahora pasemos al estudio de algunos otros conceptos relativos a los conjuntos parcial-
mente ordenados.

finicién 7.18

Si (A, %) es un conjunto parcialmente ordenado, entonces decimos que x € A es un ele-
mento minimo si x5 a para todo @ € A. El elemento y € A es un clemento mdxime sia %
yparalodoa € A.
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Sead ={1,2, 3} vy & larelacién de inclusién.

a) SiA=%aL), el conjunte parcialmente ordenado (A, €) tiene a # como elemento
minimo y 9l como elemento maximo.

b) Si Bes la coleccién de los subconjuntos no vacios de 9L, el conjunto parcialmente
ordenado (B, C) tiene 2 AU como elemento mdximo. En este caso no existe el ele-
mento minimo, pero hay tres elementos minimales.

Para los érdenes parciales del ejemplo 7.38, vemos que

1) Elorden parcial de la parte (b) tiene un elemento méximo § y un elemento minimo 1.

2) No existen elementos mdximo ni minimo para el conjunto parcialmente ordenado
de la parte (c).

3) No existen elementos méxima ni minimo para el orden parcial de la parte (d).

Hemos visto que es posible que un conjunto parcialmente ordenado tenga varios elemen-
1os maximales y minimales. ; Qué podemos decir de los elementos minimo y méximo?

[EOREMA 7.4 Si el conjunto parcialmente ordenado (A, 2) tiene un elemento maximo (minimo), enton-
ces ese elemento es dnico.

Demostracion: Supongamos quex, ¥ € A y que ambos son elementos maximos. Como x es
un elemento médximo, y #A x. De la misma forma, x 3y, puesto que y es un elemento maxi-
mo. Como 2R es antisimétrica, se sigue que x = ¥.

La demostracién para el caso del elemento minime es andloga.

Jefinicién 7.19  Sea (A, 2) un conjunto parcialmente ordenado con B € A. Un elementox € A es una cota
inferior de B si x A b para todo b € B. De manera similar, un elemento y € A es una cota
superior de Bsi bRy paratodo b € B.

Un elemento x' € A es una mdxima cota inferior o infimo (inf) de B si es una cota
inferior de B y si para todas las demds cotas inferiores x” de B tenemos que x" % x’. En
forma andloga, y' € A es una minima cota superior © supremo (sup) de B si es una cota
superior de B y si y' %t ¥" para todas las demds cotas supenores ¥ de B.

Sea@ =1{1,2, 3,4}, conA =P(AL) y sea % la relacion de inclusién sobre A. SiB={{1},
{2}, {1,2} ), entonces {1,2}, {1.2.3}, {1.2,4} y {1, 2. 3, 4} son cotas superiores para B
(en (A, %)), mientras que {1, 2} es una minima cota superior (y estd en B). Por otro lado,
una méxima cota inferior para Bes §, que noestien B
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Sea 2 la relacién “menor o igual que™ para el conjunto parcialmente ordenado (A, R).

a) SiA=Ry B =0, 1], entonces B tiene infimo 0 y supremo 1. Observemos que 0. 1
€ B. Para el conjunto C = (0, 1], C tiene infimo 0 y supremo 1, 1 € Cpero 0 & C.

b) SeaA=Rdenuevo,yB={g€E Q|q’ < 2}. Entonces B tiene a J2 como supremo
y =2 como infimo; ninguno de estos nimeros reales estd en B.

¢) Ahora, sead = Q, con Bcomoen la parte (b). Entonces B no tiene infimo ni supremo.

Estos ejemplos nos llevan al siguiente resultado.

TEOREMA 7.5 Si (A, R) es un conjunto parcialmente ordenado y B € A, entonces B tiene 2 lo sumo un
infimo (supremo).

Demostracién: Se deja al lector.

Cerraremos esta seccién con una iltima estructura ordenada.

Definicién 7.20  El conjunto parcialmente ordenado (A. ) es un reticulo si para cualesquierax, y € A, los
elementos sup(x, y} e inf{x, y} existenen A.

ParaA=Ny x y € N, definimos x Ry como x < y. Entonces sup{x. y} = mix{x, y}.
inf{x, y} =min{x, y} y (N, £) es un reticulo.

Para el conjunto parcialmente ordenado del ejemplo 7.44(a), si 5, T C 4L, con sup{S. T}=
S U Teinf($, T} =5 N T, entonces (F(U ), C) es un reticulo.

Consideremos el conjunto parcialmente ordenado del ejemplo 7.38(d). En este caso ve-
mos, por gjemplo, que .

sup{2, 3} = 6, sup(3, 6} = 6. sup{5. 7) = 35, sup{7, 11} = 385, sup{11, 35} =385 ¢
inf(3. 6} = 3. inf(2, 12} = 2, inf{35, 385} = 35.
Sin embargo, aunque sup{2, 3} exista, no existe un infimo para los elementes 2 y 3.

Ademds, tampoco tenemos (entre otras cosas) inf{ 5, 7}, inf{ 11, 35}, inf{3, 35} y sup{3.
35}. En consecuencia, este orden parcial no €s un reticulo.

EJERCICIOS 7.3 1. Trace el diagrama de Hasse para el conjunto parcialmente ordenado (F(%L). ). tal que AL = {1.
23,4}
2. SeaA={1,2,3,6,9, 18} y defina schre A por x &t y si x | ¥. Trace ¢l diagrama de Hasse para
el conjunto parcialmente ordenado (A, ).
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11.
12.

13.

14

15.

16.

17.

. Sean (4, &), (B, ;) dos conjuntos parcialmente ordenados. En A X B, defina la relacién R

como (g, BYRA(x, ¥) sia R x v b R:y. Demuestre que 3 es un orden parcial.

. Si las relaciones 2, #; del ejercicio 3 son rdenes totales, jes 3 un orden total?
. Ordene topolégicamente ¢l diagrama de Hasse de la parte (a) del ejemplo 7.38.
. Para A = {a, b, c. d, €]. el diagrama de Hasse del conjunto parcialmente ordenado (A, )

aparece en la figura 7.21.

a) Determine la matriz de relacidn de 2.

b) Construya el grafo dirigide G (sobre A) asociado a %.

¢) Ordene topolégi ente el conjunto parcial ordenado (A, ).

. El grafo dirigido G de una relacién 2 sobre el conjunio A = {1, 2, 3, 4} aparece en la figura

7.22. (a) Verifique que (A, 3) es un conjunto parcialmente ordenado y encuentre su diagrama
de Hasse. (b) Ordene topolégicamente (4, &). (c) ;Cusntas aristas dirigidas més se necesitan
en la figura 7.22 para extender (A, &) a un orden total?

. Sea % una relacidn transitiva sobre un conjunto A. Demuestre que 2 es un orden parcial sobre

Asiysélosid N & = ((a a)|a€A).

. Demuestre que un conjunto parcialmente ordenado finito (A, &) tiene un elemente minimal.

Demuestre que si un conjunto parcialmente ordenado (A, ) tiene un elemento minimo, éste es

iinico.

Demuestre el teorema 7.5.

D¢ un ejemplo de un conjunto parcialmente ordenado con cuatre elementos maximales pero

que no tenga elemento méximo.

Si (4, &) es un conjunto parcialmente ordenado pero no es un orden total v # # B, ;implica esto

que (B X B) N convierte a B en un conjunto parcialmente ordenado pero no en un orden total?

Si % es una relacién sobre A, y G es el grafo dirigido asociado, ;cémo podemos reconocer a

partir de G que (A, R) es un orden total?

Si G es el grafo dirigido de una relacién % sobre 4, con |Al =n, y {A, &) es un orden total,

icudntas aristas (incluyendo los lazos) hay en G?

Sea M(%) la matriz de relacién de la relacién % sobre A, con |AJ = n. 8i (A, R) es un orden

total, jcudntos unos aparecen en Mi&)?

a) Describa la estructura del diagrama de Hasse de un conjunto totalmente ordenado (A, &),
donde |Al=n21

b} Para un conjunto A tal que Al =n=1, ;cudntas relaciones sobre A son érdenes totales?

. a) Para A = {a,, @ . . ., @}, sea (A, F) un conjunto parcialmente ordenado. Si M(R) es la

matriz de relacién correspondiente, ;cémo podemos reconocer un elemento minimal del
conjunto parcialmente ordenado a partir de M(3)?

b) Responda la pregunta de la parte (a) reemplazando el adjetivo “minimal” por el adjetivo
“maximal”.

¢} (Coémo podemos reconocer la existencia de un elemento méximo o minimo en (A, &) a
partir de la matriz de relacién M(3)?

e

v Eiaura 7 21 Figura 7.22
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19. SeaqU ={1.2,3, 4} conA = P(AU) y sea R la relacién de inclusién sobre A. Para cada uno de
los sig B (de A), ine el {nfimo y el supremo de B.

a) B={{1.{2} b) B={{1},{2}. (3} (1.2} o B={d,{1},{2}.{1,2}}
d) B={{1},{1,2},{1,3},{1.2,3} o B={{1},{2},{3L{1,2141,3}.{2.3}
0 B={{1},{2}.{3}.11,2} {1,3}.{2.3}.{1.2,3}}

20, Seaql =(1,2,3,4,5,6,7),conA=P(AU) y seaR la relacién de inclusién sobre A. Para B =
{1}, {2}. {2, 3]) € A, determine lo siguiente:

a) El ndmero de cotas superiores de B que contienen (i) tres elementos de AL: (ii) cuatro
elementos de AL ; (iii) cinco elementos de AL .

b) El nimero de cotas superiores para B ¢) El supremo de B

d) El namero de cotas inferiores para B ¢) El infimo de B

21. Definalarelacién 3 sobre el conjunto Z de la forma siguiente: @ R & si a— b es un entero par
no negativo. Verifique que 2 define un orden parcial en Z. ;Es este orden parcial un orden
total?

22. ParaA=(2.3.4,...,1998. 1999, 2000}, defina la relacién % sobre A como xR y si x divide
(exactamente) a y. ;Cuéntos elementos maximales existen para el orden parcial (A, R)?

23. a) SiA =[x y), jcudntos drdenes parciales sobre A tienen a x como elemento minimal?

b) $iB =[x y, 2}, ;eudntos 6rdenes parciales sobre B tienen a x como elemento minimal?

24. ParaX={0, 1},seaA =X x X. Defina la relacién G sobre A como (a, b)R( ¢, d)si(i)a<cio
bien (iila=cyb s d
a) Demuestre que 3 es un orden parcial para A.

b} Determine todos los elementos maximales y minimales para este orden parcial.
c) ;Existe un elemento minimo? ;Existe un elemento méximo?
d) ;Es este orden parcial un orden total?

25. SeaX=1{0.1,2) yA =X x X Definala relacién % sobre A como en el gjercicio 24. Responda
las mismas preguntas de dicho ejercicio para esta relacién & y el conjunto A.

26. Paran€Z . seaX=(0,1,2,...,n-1,n} y A= X x X. Defina la relacién = sobre A como
en el ejercicio 24, Recuerde que cada elemento de este orden total & es un par ordenado cuyas
componentes son a sU vez pares ordenados. ;Cudntos elementos tiene &?

27. Sea(A.2R) un conjunto parcialmente ordenado. Dy o refute las sigui proposici
a) Si (4, R) es un reticulo, entonces es un orden total.

b) Si(A, R) es un orden total, entonces ¢s un reticulo.

28. Si (A, 3) es un reticulo y A es finito, demuestre que (A, 3R) uene un elemento maximo y un
elemento minimo.

29. SiA={a b ¢ d e v w x y z}. considere el conjunto parcialmente ordenado (A, ) cuyo

diagrama de Hasse se muestra en la figura 7.23. Encuentre
a) inf{h, c} b) inf{b w} c) inf{e, x} d) supfc, b}
€) sup{d, x} D supfc. ¢] g) supfa, v)

Figura 7.23
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:Es (A, %) un reticuio? ;Existe un elemento maximal? ;Un elemento minimal? ;Un elemento
maximo? ;Un elemento minimo?

30. Sea (4, R) un conjunto totalmente ordenado. $i para tado @ # B C A el conjunto totalmente
ordenade (B, (B X B) N ) tiens un elemento minimo, entonces se dice que (A, R) estd bien
ordenado. (Vimos esta idea en la seccién 4.1, donde usamos el buen orden de (Z°, <) para
establecer el principio de induccidn matemdtica.)

Para cada uno de los siguientes conjuntos rotalmente ordenados. determine si el conjunto
estd bien ordenado.
a) (N, = b) (Z,= 0 (Q, =)
d4).(Q°, =) e) (P, =), donde P es el conjunto de todos los primos.
f) (A. <), donde A es un subconjunte no vacio de Z°
g) (A, <), donde B£A CZy A esfinito

7.4

Relaciones de equivalencia
y particiones

Como ya observamos en la definicidn 7.7, una relacion 2 sobre un conjunto A ¢s una
relacién de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva. Para cualquier conjunto A
# @, larelacién de igualdad es una relacion de equivalencia sobre A, donde dos elementos
de A estdn relacionados si son idénticos; la igualdad establece asi la propiedad de “ser lo
mismo” entre los elementos de A.

Si consideramos la relacién & sobre Z definida por x % y si x — y es un miltiplo de 2,
entonces 2 es una relacion de equivalencia sobre Z donde todos los enteros pares estdn
relacionados entre si, al igual que todos los enteros impares. En este caso, por ejemplo, no
tenemos que 4 = §, pero si que 4 & 8, pues aquf ya no nos preocupamos por el tamafio de
un niimero sine solamente por dos propiedades: “paridad” o “dispanidad”. Esta relacién
separa a Z en dos subconjuntos formados por los enteros impares y los pares: Z=1{....-3,
-1, 1,3,..JU{...,=4-2,0,2.4,. . ). Esta separacidn de Z es un P,Jemplode una
particién, concepto intimamente ligado al de relacién de equivalencia. En esta seccién
analizaremos esa relacion y veremos como nos ayuda a contar el niimero de relaciones de
equivalencia sobre un conjunto finito.

efinicion 7.21

Dado un conjunto A y un conjunto de indices /. sea @# A, € A para cada i € /. Entonces
{A,} ;e es una particion de A s1

aa=U 4, ¥ b) A;MA;=0, paratodosi,jE ] talesquei#J.

it

Cada subconjunto A, es una celda o blogue de la particién.

SiA={1,2.3,..., 10}, entonces en cada uno de los siguientes cases se determina una
particion de A:

a) A4,={1,2,3,4,5},,A,=16,7,8,9,10}
b) A,={1,3,5,7.9},A.=1{2,4,6,8,10}
¢ A;={1,2,3},A;={4.6,7.9},4;={5,8,10}

d) A;={i,i+5},1=i=<$5
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SeaA=Ryparacadai € Z,sea A, = [i,i + 1). Entonces {4}, es una particién de R.

1 Cémo se relacionan las particiones con las relaciones de equivalencia?

Sea 2 una relacidn de equivalencia sobre un conjunto A. Para cualquier x € A, la clase de
equivalencia de x, que se¢ denota con [x], se define como [x] = [y € A |y Rx}.

Definimos la relacién 2 sobre Z como x Ry si 4 ‘ (x—y). Para esta relaci6n de equivalen-
cia, tenemos que

[0]={...,-8,-4,0,4,8,12,.. }={4k|k€Z}
[1=4{...,-7,-3,1,5,9,13,.. }={4k + 1|k €Z}
21={..,—-6,-2,2,6,10,14, . }={dk + 2|k €Z}
Bl={..,-5,-1,3,7,11,15,.. }={4k + 3|k €Z}.

Asi mismo, tenemos, por ejemplo, que [6] = [2]=[-2], [51]1=[3] y [17] =[1]. Lo que es
mads importante, {[0]. [1], [2], [3]} es una particidn de Z.

[Nota: En este caso, el conjunto de indices de la particién estd implicito. Si, por ejemplo,
Ay=1[0], A, =[1], A; = [2] y A, = [3], entonces un conjunto posible de indices / (como en la
definicién 7.21) es {0, 1,2, 3}. Cuando a una coleccién de conjuntos se le llama particién (de
un conjunto dado) sin que se especifique un conjunto de indices, el lector deberd entender
que esa situacion se parece a ésta, en la que el conjunto de indices estd implicito.]

Definimos la relacién 3 sobre el conjunto Z como a 3 b si a*= b (0 a = +b). Para todo
a € Z, tenemos que @ = &, por lo que a R a, y & es reflexiva. Si a. b € Z con a b,
entonces a° = b, lo que implica que b*= @ o b 3 a. En consecuencia, la relacion &R es
simétrica. Por dltimo, sia, b, c € Z, cona Rby bR c, entoncesa’= b y b'= %, por lo que
a*= ¢’y a R c. Esto hace que la relacion sea transitiva. Una vez establecidas las tres
propiedades necesarias, ahora sabemos que (R es una relacién de equivalencia.

+Qué podemos decir de la particién correspondiente de Z?

En este caso tenemos que [0) = (0], (1] =[-1] = (-1, 1}, [2] = [2] = {-2. 2} y. en
general, para cualquier n € Z°, [n] = [-n] = {-#n, n}. Ademds, tenemos la particidn

2= Opel= Utl=0 U ( O -nm) =@ U (U 4]

Estos ejemplos nos llevan a la siguiente situacién general.

TEOREMA 7.6

$12 es una relacion de equivalencia sobre un conjunto 4, y x, ¥ € A, entonces (a) x € [x],
(b)yxRysiysélosifx]=yLiy ) [x)=D]olxlN[y¥l=4.
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Demeostracion:

a) Este resultado se sigue de la propiedad reflexiva de 3.

b) SixRy, seaw € [x]. Entonces wx, y, comod? es transitiva, w R y. Por lo tanto, w €
[y y [x1 € [¥]. Como R es simétrica, x &y = y Rx. Asi, si t € [y], entonces r Ry
y. por la propiedad transitiva, 12 x. Por lo tanto, 7 € [x] y [¥] € [x]. En consecuencia, [x]
=Dl

Reciprocamente, sea [x] = [ ¥]. Como x € [x] por la parte (a), entonces x € [y]o
XSy
Esta propiedad indica que dos clases de equivalencia sélo pueden relacionarse en
una de dos formas: o son idénticas o son disjuntas.

Supongamos que [x] # [ y]; mostraremos que esto implica que [x] N [y} = 8. 5i
[x] N [¥] # 0, entonces existe VE A tal que VE [x] y VE [y]. Entonces v Rx, v 3
¥y, como R es simétrica, x 5 v. Ahora bién, (x Rvy VRY) = xRy, porla
propiedad transitiva. Ademds, x & y = [x] = [y] por la parte (b). Esto contradice la
hipétesis de que [x] #[y]. por lo que debemos rechazar la hipdtesis de que [x] N [¥]
# @, de donde se sigue el resultado.

<

-~

Observe que si 2 es una relacidn de equivalencia sobre A, entonces, por las partes (a) y
(c)del reorema 7.6, las distintas clases de equivalencia determinadas por @& nos proporcio-
nan una particién de A.

a) S1A=1{1,2.3. 4,5} yR={(1.1),(2,2).(2,3).(3,2),(3,3). (4. 4). (4, 5), (5,4),
(5. 5)}., entonces 2 es una relacién de equivalencia sobre A. En este caso, [1]= {1},
[21=1{2,3}=[3).[4]={4,5}=[5]yA=[1JU 2] U [4]con[1] U [2]= @.[1] N
[4]= @y [2] N [4] = 6. Asi, {[1], [2], [4]} determina una particidn de A.
Consideremos de nuevo la parte (d) del ejemplo 7.16. Tenemos que A = {1, 2,3, 4,
5.6. 7}, B={x v z}.yf: A — B es la funcién sobre

F={(1,x3:(2,2), (3,%), (4,),(5.2). (6. ). (7. x)}.

b

Ya hemos mostrado que la relacién % definida sobre A como a % & si fla) = f(b) es
una relacién de equivalencia. En este caso,

fHx)y =413, =11] (=[81=[7].
fliy={a.61=[4] (=[6]). v
fiz)={2.5=12] (=[5D.

ConA=[1]U [4] U 2] ="(x) U f~(3) U f€z), vemos que [f-(x), /(0. £}
determina una particién de A.

De hecho, para cualesquiera conjuntos no vacios A, B, sif: A — B es unafuncién
sobre, entonces A = U, f' (b ¥ (f"(b)|b € B} nos proporcionan una particion de
A.

ecutable llamada EQUIVALENCE nos permite
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Por ejemplo, dentro de un programa. la instruccién
EQUIVALENCE (A, C, P). (UP, DOWN)

informa al compilador que las variables A, C y P compartirdn la misma posicidn de memo-
na, mientras que UP y DOWN compartirdn otra. En este caso, el conjunto de todas las
vanables del programa se divide mediante la relacién de equivalencia 2, donde V, 2 V; si
V, y V, son variables del programa que comparten la misma posicién de memoria.

En el lenguaje de programacién Pascal, la colecci6n de todas las instrucciones (vélidas)
puede dividirse en las siguientes 11 celdas.

1) Instrucciones de asignacidn 6) Instrucciones goto

2) Instrucciones case 7) Instrucciones if

3) Instrucciones compuestas 8) Instrucciones de llamada a procedimiento
4) Instrucciones vacias 9) Instrucciones repeat-until

8) Instrucciones for 10) Instrucciones while

11) Instrucciones with

(;Cudl es una relacion de equivalencia adecuada para esta particion?)

Por medio de esta particién, podemos considerar una de las tareas principales de un
compilador; a saber, la capacidad para reconocer la celda de esta particién en la que puede
encontrarse una instruccion dada. Con esto podemos prever la forma en que procederd el
compilador cuando decida, por ejemplo, si una instruccién s cae en la celda (3). Cuando
esto ocurra, el compilador debe determinar si la instruccién comienza con begin para
entonces llamar al procedimiento que controla éste tipo de nstruccién. En este caso, el
procedimiento (llamado por el compilader) debe procesar cada instruccién del progra-
ma hasta llegar a un end que no concuerde. Si nuestra mstruccién se encuentra en la
celda (9) de esta particién, en estas circ ias, el compilador debe decidir
que s comienza con repeat de modo que pueda llamar entonces al procedimiento co-
rrecto para controlar dicha instruccidn. En este caso, el procedimiento (llamado) proce-
sard cada instrucci6n del programa hasta llegar a un until no concordante. Al hacerlo. el
compilador procesa la expresién que sigue a until y asi genera ¢l cédigo necesario para
decidir cudndo (el compilador) debe terminar la generacién de c6digo para la instruc-
ci6n repeat-until.

Una vez que hemos visto algunos ejemplos de la forma en que una relacion de equivalen-
cia induce una particion de un conjunto, podemos volver atrds. Si una relacién de equiva-
lencia @ sobre A = {1, 2. 3,4, 5,6, 7} induce la particién A = {1,2) U {3} U [4,5,7} U
{6}, iqué es &7

Consideremos ¢l subconjunto { 1, 2} de la partici6n. Este subconjunto implica que [1]=
(1,2} =[2], porloque (1, 1),(2, 2),(1, 2), (2. 1) € K. (Los pnimeros dos pares ordenados
son necesarios debido a la propiedad reflexiva de Z: los otros preservan la simetria.)

De nanera similar, el subconjunto {4, 5, 7} implica que mediante % , [4] = [5] = [T} =
(4, 5.7} y que, como relacién de equivalencia, A debe contener a {4, 5,7} x {4,5, 7).
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De hecho, & = ({1,2} X {1,ZH U ({3} x {3}) U ({4,5.7) x {4,5, 7} U ({6} x {6})
y IR =22+ 12+ 32+ 1’= 15,

Los resultados de los ejemplos 7.53, 7.54, 7.55 y 7.58 nos llevan a lo siguiente.

EOREMA 7.7 51 A es un conjunto, entonces

a) cualquier relacion de equivalencia % sobre A induce una particién de A; ¥
b) cualquier particién de A da lugar a una relacién de equivalencia 3 sobre A.

Demostracién: La parte (a) se sigue de las partes (a) y (c) del teorema 7.6. Para la parte (b),
dada una particion {4,}.c; de A, definimos la relacién 3 sobre A comox Ry, sixy y estdn
en la misma celda de la particién. Dejaremos al lector los detalles de la verificacién de que
% es una relacién de equivalencia.

Con base en este teorema y los ejemplos analizados, enunciamos el siguiente resultado,
cuya demostracion se esboza en el ejercicio 18 del final de esta seccién.

“OREMA 7.8 Para cualquier conjunto A, existe una correspendencia uno a uno entre el conjunto de
relaciones de equivalencia sobre A y el conjunto de particiones de A.

Nos interesa principalmente el uso de este resultado para conjuntos finitos.

a) SiA={1,2,3.4,5,6}, ;cudntas relaciones sobre A son relaciones de equivalencia?
Resolveremos este problema contando las particiones de A, observando que una
particidn de A es una distribucidn de los elementos (distintos) de A en recipienies
idénticos, sin que guede ninguno vacio. De la seccién 5.3 sabemos, por ejemplo,
que existen S(6, 2) particiones de A en dos recipientes idénticos no vacios. Si usa-
mos los niimeros de Stirling del segundo tipo, como el nimero de recipientes varia
de I a 6, tenemos ET_LS(é, ) = 203 particiones diferentes de A. En consecuencia,
existen 203 relaciones de equivalencia sobre A.
¢ Cudntas de las relaciones de equivalencia de la parte (a) satisfacen que 1,2 €[4]?
Si identificamos 1., 2 y 4 como el “mismo” elemento en esta relacién de equiva-
lencia, contamos, como en la parte (a), para el conjunto B= {1, 3, 5, 6} ¥ tenemos
que existen Z:S(ci, i) = 15 relaciones de equivalencia sobre A para las que [1] =
12] =41

b,

Cancluimos con la observacién de que siA es un conjunto finito con |4 | =», entonces
para cualquier n < r < n’, existe una relacion de equivalencia % sobre A tal que |#| =
. 5 [ k
siy s6lo si existen n, 25, . .., m € Z° tales que Z,:|"' =ny E’:L
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ICIOS 7.4

1

10.

1.

. Determine si cada una de las sigulentes colecciones de conjuntos es una particién para el

conjunto dado A. Si la coleccion no s una particién, indigue por qué.

a) A={1,2,3,4,5,6,7.8: A:=1{4,5,6},4,={1.8}, A, ={2.3,7}.

b) A={a.b.cdefght: Ai={de} A:={acd} A ={f h} A={b.g}

¢ A={1,2,3,4,56,7.8: A:={1,3,4,7}, A:=1{2,6}, A, ={5,8}
SeaA=(1,2,3,4,5,6.7,8). ;De cuintas formas podemos dividiraA como A, U A; U A;. de
modo que

0) 1,2€4,, 3,4€A;, y 56, 7€EA,?

b) 1,2EA,, 3,4€EA,, 5,6E4;, v |A)|=3?

©) 1,2EA;, 3,4€EA;, y 5.6€EA?

SiA={1,2.3.4,5} y& eslarelacién de equivalencia sobre A que induce la particién A =
(L2} U {3.4} U {5). jqué es 27

. ParnA={1,2,3,4.56},&={(1. 1), (1, 2),(2, 1).{2.2), 3, 3), (4. 4). (4. 5), (5, 4), (5. 5). (6.

6)] es una relacion de equivalencia sobre A.
a) ;Qué son [1].[2] y [3] en esta relacién de equivalencia?
b) ;Qué particién de A induce &?

. SiA=A UA, UA, donde A, ={1,2},A.=[2.3,4} yA, = {5]. defina la relacién 5t sobre A

como x Ry si xy ¥ estdn en el mismo subconjunto A,. para | < i < 3. ;Es  una relacién de
equivalencia?

. Para A = R?, defina & sobre A como (x;, ) 2 (x, ¥3) six; = x,.

a) Verifique que Z es una relacién de equivalencia sobre A.
b) Describa geométricamente las clases de equivalencia y la particién de A inducida por 2.

. TomeA=[1,23,4.5] % {1.2,3,4.5) y defina & sobre A como (x;. ¥ )R (x5, y2) sizi+y, =

X+ Y

a) Verifique que R es una relacidn de equivalencia sobre A.

b) Determine las clases de equivalencia [(1. 3)]. [(2. )] y [(1, D],
) Determine la particién de A inducida por 2.

. SiA={1,2 34,5 6, 7], defina J sobre A como (x. ¥) € & si x = y es un miltiplo de 3.

a) Muestre que 3 s una relacién de equivalencia sobre A.
b) Determine las clases de equivalencia y particién de A inducida por &.

. ParaA = ((-4,-20), (-3, -9), (<2.-4). (-1. =11}, (-1.-3), (1. 2} (1, 5), (2, 10), (2, 14), (3, 6),

(4, 8), (4, 12)}. defina la relacién 3 sobre A como (a, b} (¢, d) si ad = be.

a) Verifique que 2 es una relacién de equivalencia sobre A,

b) Encuentre las clases de equivalencia [(2, 14)]. [(-3. 9] y [(4, 8)].

¢) ;Cuéntas celdas tiene la particién de A inducida por 2?

Defina la relacidn % sobre Z* como xRy si &y = 2" para alginn € Z.

a) Verifique que & es una relacién de equivalencia sobre Z°.

b) ;Cuintas clases de equivalencia distintas encontramos entre [1], [2]. {31 y [4]7

¢) ;Cudntas clases de equivalencia distintas encontramos entre [6], [7]. [21]. [24], [28]. [35]).
[42] y [48]?

Sea A un conjunto no vacio v B un conjunto fijo tal que 8 C A. Defina la relacién % sobre #(4)

comoXRY. paraX, YCAsiBNX=BNYF

a) Verifique que  es una relacién de equivalencia sobre F(A).

b) SiA=1{1,23}yB= (1,2}, encuentre la particién de F(A) inducida por &.

c) SiA={1,2,3,4,5}yB={1,2,3). encuentre [X] si X = {1, 3, 5}.

d) ParaA={1,2.3.4.5} y B={1,2, 3}, ;(cudntas clases de equivalencia hay en la particién
inducida por %?

Definimos la relacién & € Z° como a R b si mem(a. 16) = mem(b, 16).
a) Verifique que 3 es una relacion de equivalencia sobre Z°.
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b) Determine cada una de las siguientes clases de equivalencia: [1], [2]. [3]. [10]. [16]. [251
[32]. [33], [48] y [64].
13. ;Cuéntas de las relaciones de equivalencia sobre A = {a. b. ¢. 4. ¢, f] tienen (a) exactamente
dos clases de equivalencia de tamano 37 (b) exactamente una clase de equivalencia de tamafio
37 (c) una clase de equivalencia de tamafic 4? (d) al menos una clase de equivalencia con tres
o mis elementos?

14. Sea A = {v, w, x » z}. Determine el nimero de relaciones sobre A que son (a) reflexivas y
simétricas; (b) relaciones de equivalencia; (c) reflexivas y simétricas pero no transitivas; (d)
relaciones de equivalencia que determinan exactamente dos clases de equivalencia; (¢) relacio-
nes de equivalencia tales que w € [x]: (f) relaciones de equivalencia en las que v, w € [x]; (&)
relaciones de equivalencia en las que w € [x] e ¥ € [z]. ¥ (1) relaciones de equivalencia en las
quew € [x]. v € [2] y [x] = [2].

1s. si Al =30 ¥ la relacién de equivalencia 2 sobre A divide a A en las clases de equivalencia
(disjuntas) A, A;, y As. de modo que (4] =14, = |A:l, zevanto vale (@ |7

16. Sead={1.2,3.4,5.6,7}. Paracadauno de los siguientes valores de r, determine una relacién
de equivalencia % sobre A tal que |2 | =r.0 explique por qué no existe dicha relacién. (a) r=
G r=Ti(c)r=8:(d r=9{e)r=11 (0 r=22; (g) r=23; (h) r=30: (i) r= 31.

17. Proporcicne los detalles de la demostracién de la parte (b) del teorema 7.7,

18. Para cualguier conjunto A # 6, sea P(A} <l conjunto de todas las particiones de A, y Eid) el
conjunto de todas las relaciones de equivalencia sobre A. Definimos la funciénf: E(A) — P(A)
como sigue: Si 2 es una relacién de equivalencia sobre A, entonces i) es la particién de 4
inducida por % Demuestre que f ¢s uno a uno y sobre. como establece el teorema 7.8,

7.5

Maquinas de estados finitos:

El proceso de minimizacién

En la seccién 6.3 vimos dos méquinas de estados finitos que realizaban la misma tarea
pero con diferente nimero de estados internos. (Véanse las Figs. 6.9 ¥ 6.10.) La méquina
con el mayor nimero de estados finitos contiene estados redundantes. esto es, estados que
pueden eliminarse debido a que otros estados realizardn sus funciones. Puesto que la
minimizacion del mimero de estados en una maguina reduce su complejidad y su costo,
buscamos un proceso para transformar una méiquina dada en otra que no tenga estados
internos redundantes. Este proceso se conoce como proceso de minimizacion, y su desa-
rrollo se basa en los conceptos de relacion de equivalencia y particién.

Si partimos de una maquina de estados finitos M = (S, $, ¢, v, ). definimos larelacién
E, sobre § como 5, E, 5, si w(s,, x) = 0(s-, x) para todo x € $. Esta relacion E; es una
relacidn de equivalencia sobre §, v divide a § en subconjuntos tales que dos estados estin
en el mismo subconjunto si producen la misma salida para cada x € &. En este caso, los
estados 5, y 5. son [-equivalentes.

Para cualquier k € Z-, decimos que los estados s,, 5, son k-equivalentes si w{(s,, x) =
(5., x) para todo x € $. En este caso, @ es la extension de la funcién de salida dadaa
$ x $°. La relacién de k-equivalencia también es una refacién de equivalencia sobre §:
divide a S en subconjuntos de estados k-equivalentes. Escribimos s, E, 5, para denotar que
5, ¥ 5» son k-equivalentes.

Por dltimo, si 5;. 5; € Sy 5, 5 s0n k-equivalentes para todo k 2 1, decimos que s, y 5,

gl ik i




