Parte I: Teoria elemental
de conjuntos

Capitulo 1

~ Conjuntos y subconjuntos
CONJUNTOS

El concepto de conjunto es fundamental en todas las ramas de la matematica. Intuitivamente, un
conjunto es una lista, coleccién o clase de objetos bien definidos, objetos que, como se verd en los ejem-
plos, pueden ser cualesquiera: nimeros, personas, letras, rios, etc. Estos objetos se llaman efementos
o miembros del conjunto.

Si bien los conjuntos se estudian como entidades abstractas, enumeremos diez cjemplos par-
ticulares de conjuntos.

Ejemplo 1-1: Los numeros 1, 3, 7 y 10.
Ejemplo 1-2: La
Ejemplo 1-3: Las vocales del alfabeto: a, e, 1, o, u.
Ejemplo 1-4:  Las personas que habitan la Tierra.
Ejemplo 1-5: Los estudiantes Tomas, Ricardo y Enrique.
Ejemplo 1-6: Los estudianies ausentes de la escuela.
Ejemplo 1-7: Los paises Inglaterra, Francia ¥ Dinamarca.
Ejemplo 1-8:  Las ciudades capitales de Europa.

Ejemplo 1-9: Los nimeros 2, 4, 6. &, ...

Ejemplo 1-10: Los rios de los Estados Unidos.

soluciones de la ecuacion ¥* — 3x — 2 = 0.

w
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@

Nétese que los conjuntos de los ejemplos impares vienen definidos, o sea presentados, enumeran-
do de hecho sus elementos, y que los conjuntos de los ejemplos pares se dehnen enunciando propieda-
des, o sea reglas, que deciden s1 un objeto particula. es o no elemento del conjunto.

NOTACION
Es usual denotar los conjuntos por letras mayusculas

A: BXp ¥
Los elementos de los conjuntos se representan por letras mintsculas
A, B NN e

Al definir un conjunto por la efectiva enumeracion de sus elementos, por ejemplo. el 4, gue consiste
en los numeros L, 3, 7 y 10. se escribe

A={1.37 10

separando los elementos por comas y encerrandolos entre llaves | |. Esta es la lamada forma tabular

de un conjunto. Pero si se define un conjunto enunciando propiedades que deben tener sus elementos

como, por ejemplo, ¢l B, conjunto de todos los nlimeros paies. entonces se emplea una letra, por lo
o

general x, para representar un elemento cualquiera y se escribe

B = {x| x s par
lo que se lee «B s ¢l conjunto de los nimeros x tales que x es parn. Se dice que ésta es la form_a
de definicién por comprension o constructiva de un conjunto. Téngase en cuenta que la barra vertical «|»
se lee «tales que». '
Para aclarar el empleo de la anterior notacion, se escriben de nuevo los conjuntos de los Ejemplos 1-1
al 1-10, designando los conjuntos por 4,, A;. ..., A, respectivamente.
1
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Ejemplo 2-1: A, = {1, 3, 7. 10}.

Ejemplo 2-2: A4, = {x|x* - 3x—2 =0}

Ejemplo 2-3;: A, {a, e, 1, 0, ul.

Ejemplo 24: 4, = [x|x esuna persona que habita en la Tierra}.
Ejemplo 2-5: A, = {Tomas, Ricardo Enrique].

Ejemplo 2-6: A; = {x|xesestudiante y x esta ausente de la escuela}.
Ejemplo 2-7: A, = {Inglaterra, Francia, Dinamarca}.
Ejemplo 2-8: 4; = {x|x es una ciudad capital y x estd en Europa).

Ejemplo 2-9: A4, = {2, 4 6, 8, ...}
Ejemplo 2-10: 4,, = {x|x es un rio y x estd en los Estados Unidos).

S1 un objeto x es elemento de un conjunto A, es decir, si 4 contiene a x como uno de sus clemen-
tos, se escribe
xe A
que se puede leer también «x pertenece a A» 0 «x estd en 4». Si por el contrario, urobjeto x no es ele-
mento de un conjunto 4, es decir, si 4 no contiene a x entre sus elementos. se escribe

xg A
Es costumbre en los escritos matematicos poner una linea vertical «|» u oblicua «/» tachando un simbo-
lo para indicar io opuesto o la negacién del significado del simbolo. _

Ejemplo 3-1: Si 4 = {a, ¢, i, 0, u}, entonces ac A4, hEA, ec 4. 4
Ejemplo 3-2: Si B = {x|x es par}, entonces 3¢ R, 68, H¢B, 14eB.

CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

Los conjuntos pueden ser finitos o infinites. Intuitivamente, un conjunto es finito si consta de un
cierto nimero de elementos distintos, es decir, si al contar los diferentes elementos del conjunto el pro-
ceso de contar puede acabar. Si no, el conjunto es infinito. Posteriormente se dara una definicidn precisa
de conjuntos infinito y finito.

Ejemplo 4-1: Si M es el conjunto de los dias de la sermana, entonces M es finito.

Ejemplo 4-2: Si N = {2, 4, 6, 8, ...}, N es infinito,

Ejemplo 4-3: Si P = {x | x es un rio de la Tierra}, P es también finito aunque sea dificil contar los rios del
mundo. =

=

IGUALDAD DE CONJUNTOS

El conjunto 4 es igual al conjunto B si ambos tienen los mismos clementos, es decir, si cada ele-
mento que pertenece a A pertenece también a B y si cada elemento que pertenece a B pertenece tam-
bién a 4. Se denota la igualdad de los conjuntos 4 y B por

A=8

Ejemplo 5-1: Sean 4 = {1,2,3,4} y B= [3,1. 4,2} Entonces 4 = B, esdecir, {1,2 3.4} = {3 1.4, 2},
pues cada uno de los elementos 1, 2, 3 v 4 de A pertenece a B y cada uno de los cle-
mentos 3, 1, 4 y 2 de B pertenece a A. Obsérvese, por tanto. que un conjunto no cambia al
reordenar sus clementos.

Ejemplo 5-2: Sean C = {5,6,5, 7}y D = {7,5,7, 6}. Entonces C = D, es decir. {5.6.5,7) = |7,5.7. 6L,
ya que cada elemento de C pertenece 4 D y que cada elemento de D pertenece a . Notese
que un conjunto no cambia si se repiten sus elementos. Asi que el conjunto {5, 6. 7} es igual
al Cyal D.

Ejemplo 5-3: Sean £ = {x|x* —3x= -2}, F={2, 1} vG={1. 2, 2, 1}. Resulta £=F =G. ~
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CONJUNTO VACIO

Conviene introducir el concepto de conjunto vacio, es decir, de un conjunto que carece de elementos.
Este conjunto se suele llamar conjunto nulo. Aqui diremos de un conjunto semejante que es vacio y se
le denotard por el simbolo ¢F.

Ejemplo 6-1: Si A es el conjunto de personas vivientes mayores de 200 afios, 4 es vacio segin las estadis-
ticas conocidas.
Ejemplo 6-2: Sea B = {x|x® = 4, x es impar}. B es entonces un conjunto vacio.

SUBCONJUNTOS

Si todo elemento-de un conjunto A es también elemento de un conjunto B, entonces se dice que
A es un subconjunto de B, Mas claro: 4 es un subconjunto de B si x £ A implica x & B. Se denota esta
relacién escribiendo

ACB

que también se puede leer «A estd contenido en B».

Ejemple 7-1: El conjunto C = {1, 3, 5} es un subconjunto del D= {3, 4, 3, 2, 1}, ya que todo nimero II,
3 y 5 de C pertenece también a D.

Ejemplo 7-2: El conjunto £ = {2, 4, 6} es un subconjunto del F = {6, 2, 4}, pues cada numero 2, 4 y 6 que
pertenece a E pertenece también a F. Obsérvese en particular que £ = F. De la misma ma-
nera se puede mostrar que todo conjunto es subconjunto de si mismo.

Ejemplo 7-3: Sean G = {x|x es par}, es-decir, G = {2, 4, 6, 8, ...} y F = {x | x.es potencia entera po-
sitiva de 2}, es decir, F = {2, 4, 8, 16,'..:}. Entonces F(C G, o sea que F estd conte-
nido en G.- = K

Con la anterior definicion de subconjunto se puede dar de otra manera la definicién de la igualdad
de dos conjuntos:
Definicién 1-1: Dos conjuntos 4 y -B son iguales, 4. = B, si, y solo si, ACBy BCA.

Si A es un subconjunto de B, s¢ puede escribir también

BOA
que s¢ lee «B es un superconjunto de 4» o «B contiene a A». Y se escribe, ademas,
ACB o B4

si 4 no es subconjunte de B.
Para concluir, se tiene:

Observacién 1-1: El conjunto vacio (J se considera subconjunto de todo conjunto.
Observacion 1-2: Si 4 no es subconjunto de B, es decir, si 4 ( B, entonces hay por lo menos un ele-
mento de 4 que no es elemento de B.

SUBCONJUNTO PROPIO

Puesto que todo conjunto 4 es un subconjunto de si mismo, se dird que B es un subconjunto propio
de A si, en primer lugar, B es un subconjunto de A y, en segundo lugar, B no es igual a 4. M4s breve-
mente, B es un subconjunto propio de A si

BCA y B+ A4

En algunos libros «B es un subconjunto de 4» se denota por
B(C A
y «B es un subconjunto propio de A» se denota por
: e = BC 4

Aqui se seguird la notacion ya vista que no distingue entre subconjunto y subconjunto propio.
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COMPARABILIDAD

Dos conjuntos A y B se dicen compurables si

ACB o BCHA

esto es, si uno de los conjuntos es subconjunto del otro. En cambio, dos conjuntos 4 y B se dicen no
comparables si
Ad B y Bl A4

Notese que si 4 no es comparable con B, entonces hay en 4 un elemento que no esta en B y hay tam-
bién en B un elemento que no esta en A.

Ejemplo 8-1; Sean A = {a. b} y B = [u. b, ¢|. Entonces 4 cs comparable con B, pues A ¢s un subcan-
junto de B.

Ejemplo 8-2: Si C = la, b} y D = b ¢, d}. C y D no son comparables, pues ae C y a€D y cx D
yieC

TEOREMA Y DEMOSTRACION

En matematicas puede demostrarse la verdad de muchas afirmaciones mediante suposiciones y
definiciones previas. De hecho, la esencia de las matemdticas consiste en teoremas y sus demostracio-
nes. Demostremos nuestro primer

Teorema 1-1: Si 4 es un subconjunto de B y B es un subconjunto de C, entonces A es un subconjun-
lo de C, esto es,

AC By BC Cimplican 4 CC

Demostracion, (Téngase en cuenta que debemos demostrar que todo elemento de A es también
un clemento de C.) Sea x un elemento de 4, esto es, x & A. Como A4 ¢s un subconjunto de B, x perte-
nece también a B, es decir, x £ B. Pero, por hipotesis, B (C C; por tanto, todo clemento de B, en el cual
esta x. es un elemento de €. Hemos demostrado que x e A implica x ¢ C. En consecuencia, por de-
finicion, 4 C C.

CONJUNTOS DE CONJUNTOS

Ocurre ¢ veces que 1os elementos de un conjunto son a su vez conjuntos; por ejemplo, el conjunto
de todos los subconjuntos de A. Para evitar decir «conjuntos de conjuntos», se suele decir «famiba de
conjuntos» o «clase de conjuntoss. En tales casos y para evitar confusiones, se emplean letras inglesas

ol oo

para designar familias o clases de conjuntos, ya que las mayusculas denotan sus clementos.
Ejemplo 9-1: En geometria es corriente hablar de «familias de rectass o «famihas de curvas», pues rectas
y curvas ya son cllas mismas conjuntos de puntos.
Ejemplo 9-2: El conjunto {2, 3. 2!, 5. 6!} es una familia de conjuntos. Sus clementos son los conjun-
tos A28 [ 5 15060
En teoria es posible que un conjunto tenga entre sus elementos algunos que sean a su vez conjuntos
y otros gue no lo scan. pero en las aplicaciones de la teoria de conjuntos este caso s¢ presenta rara vez.

Ejemplo 9-3: Sea 4 = (2. {1, 3,.4, {2, 5]]. 4 no es. pues, una familia de conjuntos; algunos elementos
de A son conjuntos y otros no.

CONJUNTO UNIVERSAL

En toda aplicacién de la teoria de conjuntos todos los conjuntos que se consideran serdn muy pro-
bablemente subconjuntos de un mismo conjunto dado. Este conjunto se llamard conjunto universal
o universo del discurso y se denotara por U
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Ejemplo 10-1: En geometria plana el conjunto universal es el de.todos los puntos del plano.

Ejemplo 10-2: En los estudios sobre poblacién humana el conjunto universal es el de todas las gentes del
mundo.

CONJUNTO POTENCIA
La familia de todos los subconjuntos de un conjunto S se llama conjunto potencia de S. Se le de-

signa por

25
Ejemplo 11-1: Si M = {a, b}, entonces
2% = {{a, b}, {a}. {t}, @)
Ejemplo 11-2: 8i T = {4; 7, 8}, entonces ]
2T={T. {4, 73 {478}, {7, 8}, {43, {7}, {3},!3}

Si un conjunto S es finito, digamos que S tenga » elementos, entonces ¢l conjunto potencia de §
tendra 2" elementos, como se puede demostrar. Esta es una razon para llamar conjunto de potencia
de S la clase de los subéonjuntos de S y para denotarla por. 25

CONJUNTOS DISJUNTOS

= Si dos conjuntos 4 y B no tienen elementos comunes, es decir, si ningiin elemento de 4 estd en B
y si ningtn elemento 'de B estd en 4, se dice que 4 y B’son disjuntos.

Ejemplo 12-1: Sean A = {1,3, 7,8} y B={2,4,7,9}; 4 y B no son disjuntos entouoes pues 7 estd en
ambos conjuntos, o seaque Tc¢ 4y 7¢°B.

Ejemplo 12-2: Sean A el conjunto de los niimeros positivos y B el de los nimeros negativos. Entonces 4
y B son disjuntos, pues ningiin niimero es positivo y negativo.

Ejemplo 12-3: Si E={x, y, z} y F={r, 5, t}, E y F son disjuntos.

DIAGRAMAS DE VENN-EULER

Se logra ilustrar de manera sencilla e instructiva las relaciones entre conjuntos mediante los lla-
mados diagramas de Venn-Euler, o de Venn, simplemente, que representan un con_]unto con un irea
plana, por lo general delimitada por un c1rculo

Ejemplo 13-1: Supéngase A C By 4 + B. Entonces 4 y B se describen con uno de los diagramas:

Ejemplo 13-2: Si A y B no son comparables se les puede representar por el diagrama de la derecha si son
disjuntos o por el de la izquierda si no lo son,

&) ol
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Fjemplo 13-3: Sean 4 = {a.b. cv d',-. y B = {c.d. e. f}. Se ilustran estos conjuntos con un diagrama de Venn
de la forma )

s

DIAGRAMAS LINEALES
Otra manera 1til e instructiva para ilustrar las relaciones entre conjuntos es el empleo de los lla-
mados diagramas lineales. Si 4 C B, se escribe entonces B mids arriba que A4 y se les conecta por un

segmento
B

|

SiAC By BCC. se pone”
o

—iC}

w—

Ejemplo 14-1: Scan A = {a}, B = b} y C'= |a, b}. El diagrama lineal de 4. B ¥ C es entonces

x, v, w). Aqui el diagrama lineal de X,

Ejemplo 14-2: Sean X = (x). ¥ = {x. 0} Z = {x. 02y W=
Y. Zy Wes.

DESARROLLO AXIOMATICO DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

En un desarrollo axiomatico de una rama de las matematicas, se comienza por:
(1) Términos no definidos.
(2) Relaciones no definidas.
(3) Axiomas que relacionan los términos no definidos y las relaciones no definidas.
Entonces se desarrollan teoremas basados en los axiomas y definiciones.

Ejemple 15-1: En un desarrollo axiomatico de la geometria plana euclidiana:
(1) «puntos» y «rectas» son (Erminos o definidos,
(2) «punto en una recta» o, lo que cs equivalente, «recta que contiene un puntor, es una
relacion no definida,
{3) Dos de los axiomas son:
Axioma 1: Dos puntas distintos estin sobre una y misma recta.
Avioma 2: Dos rectas distintas no pueden tener mas de un punto comdn.
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En un desarrollo axiomatico de la teoria de conjuntos:

(1) «Elemento» y «conjunto» son términos no definidos.
(2) «Pertenencia de un clemento a un conjunto» es la relacién no definida.
(3) Dos de los axiomas son:

Axioma de extensién: Dos conjuntos 4 y B son iguales si. y solamente si, todo elemento de A4
pertenece a B y todo elemento de B pertenece a A.
Axioma de especificacién: Sea P(x) una afirmacidn y sea 4 un conjunto. Existe entonces un con-
junto

B={a|aeA, Pla) es cierta)

Aqui, P(x) es un enunciado en una variable, para la cual P(a) es verdadero o falso con a g A. Por
ejemplo, P(x) podria ser el enunciado «x® = 4» 0 «x ¢s un miembro de las Naciones Unidas»

Hay otros axiomas que no se enuncian aqui porque los axiomas tocan con conceptos que se estu-
diaran luego. Y, por otra parte, como aqui se trata la teoria de conjuntos sobre todo intuitivamente,
en especial en la Parte I, nos abstendremos de hacer mas consideraciones sobre el desarrollo axiomatico
de la teoria de conjuntos.

Problemas resueltos

NOTACION

1. Escribir las afirmaciones siguientes en notacién conjuntista:
(1) x no pertenece a 4. (4) F no es subconjunto de G.
(2) R es superconjunto de S. (5) H no incluye 4 D.

(3) d es elemento de E.
Solucion:

(M xéA QVRDS, Q) deE. (4 FE G (5) H D D.

2. SiAd={x|2x=6}yb=3 jesb=A7

Solucion:
A es un conjunto que consta del unico elemento 3, es decir, 4 = {3}. El nimero 3 es elemento de A,
pero no es igual a A. Hay una fundamental diferencia entre un elemento x y el conjunto |x).

3. Sea M = {r, s, t}. Es decir, M consta de los elementos r, s y 7. Digase cudles de las afirmaciones
$0m correctas o Incorrectas. Si dlguna es incorrecta, decir por qué.

(@) reM (b)) rCM (c){rleM (d) {rlCM

Solucion:

{a) Correcta.

() Incorrecta. El simbolo C debe estar entre dos conjuntos, pues indica que un conjunto es subconjunto del
otro. Asi que r'C M es incorréetd por ser’r un eleménto de M, no un subconjunto.

{¢)  Incorrecta. El simbolo £ vincula un objeto a un conjunto, pues indica que el objeto es elemento del conjun-
to. Asi que |r} £-M es incorrecta, ya que {r} es un subconjunto de M, no un clemento de M.

{d) Correcta. ¢ . =
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Enunciar con palabras y luego escribir en forma tabular:
(1) A={x]|x*=4}

2) B={x|x-2=5} :

(3) C = {x|x es positivo, x es negativo}.

(4) D = {x|x es una letra de la palabra «correcton»}.

Solucién:

(1) Se lee «A es el conjunto de los x tales que x al cuadrado es igual a cuatro». Los tunicos nimeros que eleva-
dos al cuadrado dan cuatroson 2y —2; asi que 4 = {2, —2}.

{2) S8elee «Besel conjunto de los x tales que x menos 2 es igual a 5». La unica solucion es 7, de modo que B = {7}.

{3) Se lee «C es el conjunto de los x tales que x es positivo y x es negativon. No hay ningiin numero que
sea positivo y negativo, asi que C es vacio, es decir, C = .

{4) Se lee «D es el conjunto de los x tales que x es una letra de la palabra correcton. Las letras indicadas son
c, 0,1, eyt;asi pues, D=1{c, o, 1, g t}.

Escribir estos conjuntos en una forma constructiva:

(1) El A4 que consiste de las letras g, b, ¢, d y e.

2) El B=1{2,4,68, ...}

(3) El conjunto € de todos los paises de las Naciones Unidas.
(4) El conjunto D = {3}.

(5) Sea E los presidentes Truman, Eisenhower y Kennedy.

Solucion:

Notese en primer lugar que la descripcion de un conjunto, o sea su forma constructiva, no es necesariamen-
te unica. Lo tinico que se requiere es que toda descripeion defina el mismo conjunto. Se dan aqui algunas de las
muchas respuestas posibles a este problema.

{1) A = {x|xestd antes de fen el alfabeio}
= {x | x es una de las primeras cinco letras del alfabeto}.

{2) B = {x|xespary positivo}.

(3) C = {x|xesun pais, x estd en las Naciones Unidas}.

@) D={x|x—2=1}={x|2x =6}

(5) E = {x|x fue presidente después de Franklin D. Roosevelt}.

CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

6.

¢Cuadles conjuntos son finitos?

(1) Los meses del afio. (4) {x|x es par}.
(2) {1, 2, 3, ...,99, 100}. P20 By e b
(3) Las gentes que viven en la tierra.

Solucién:

Los tres primeros conjuntos son finitos. Aunque pueda ser fisicamente imposible contar el numero de per-

sonas que hay en la Tierra, el conjunto es ciertamente finito. Los dos Gltimos conjuntos son infinitos. Si se tratara

de contar los nimeros pares jamdas se llegaria al fin.

IGUALDAD DE CONJUNTOS

7.

¢Cudles de estos conjuntos son iguales: {r, , s}, {5, t, r, s}, {t. 5, 1, r}, {5, 1, 5, 1}?
Solucion:

Son todos iguales entre si. Obsérvese que el orden o la repeticion no cambia un conjunto.
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8.

¢Cuales de estos conjuntos son iguales?

(1) {x|x es una letra en la palabra «tocatan}.
(2) Las letras de la palabra «tacto».

(3) {x|x es una letra de la palabra «cota»}.
(4) Las letras a, ¢, o, t.

Solucion:

Escribiendo los conjuntos en forma tabular es facil averiguar si son o no iguales. Una vez escritos los cua-
tro conjuntos en forma tabular se ve que todos son iguales al conjunto {a, ¢, o, t}.

CONJUNTO VACIO

9. (Cudl de estas palabras es distinta de las otras y por qué?: (1) vacio, (2) cero, (3) nulo.
Solucion:
La primera y la tercera se refieren al conjunto sin elementos; la palabra cero se refiere a un nimero par-
ticular v es, por tanto, la palabra diferente.
10. Entre los conjuntos que siguen, jcudles son diferentes?: gy, {9}’ {7}
Selucion: f
_Cada uno es diferente d‘? los otrc{s. El conjynto 10} cmjlu'ene un ?lemento, el niimero cero. El conjunto ¢
no tiene ellementos, cs_cI conjunto vacio. El conjunto {7} tiene también un elemento que es el conjunto vacio:
es un conjunto de conjuntos.
11, ;Cudles de estos conjuntos son vacios? \
(1) A= {x|x es una letra anterior %aen el alfabem}.ﬂé (3) C={x]|x+#x}. ¥
(2) B={x x2=9y2x=4}.\/—"}j 4) D={x|o+8=8}
Solucidn: ~ Z A
(1) Como a es la primera letra del alfabeto, el conjunto A carece de elementos; por tanto, 4 = .
{2) No hay numero que satisfaga a ambas ecuaciones x2 = 9 y 2x = 4; asi que B es también vacio.
{3) Se da por sentado que todo objeto es él mismo, de modo que C es vacio. Tanto es asi que algunos libros
definen de esta manera el conjunto vacio, es decir,
@ ={x|x#x
(4) El nuimero cero satisface a la ecuacién x + 8§ = 8, asi que D consta del elemento cero. Por tanto, D no es
vacio.
SUBCONJUNTOS
12. Dado 4 = {x, y; z}, jcudntos subconjuntos hay en A y cudles son?
Solucion:
Haciendo la lista de todos los subconjuntos posibles de 4 resultan ser: {x. y. z}, {1 z}, {x, z}. {x. ], [x].
{¥}. {z} y el conjunto vacio . Hay ocho subconjuntos en A.
13. Definir los siguientes conjuntos de figuras del plano euclidiano:

O = {x|x es un cuadrilatero}. H = {x|x es un rombo}.
R = {x|x es un rectangulo}. § = {x|x es un cuadrado}.

Decir qué conjuntos son subconjuntos propios de los otros.
Solucién:

Como un cuadrado tiene 4 dngulos rectos, es un rectdngulo; y como tienc 4 lados iguales, es un rombo; y
puesto que tiene 4 lados, es un cuadrildtero. Segin eso S C @, S C R, §(C H, es decir, S es un subconjunto
de los otros tres. Y, ademds, como hay rectdngulos, rombos y cuadriliteros que no son cuadrados, resulta ser
S un subconjunto propio de los otros tres. De manera andloga se ve que R es un subconjunto propio de Q.
que A es un subconjunto propio de (. No hay otras relaciones entre los conjuntos.
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16.

17.

18.

CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS ; [CAP. 1

(Tiene todo conjunto un subconjunto propio?

Solucion:

El conjunto vacio & no tiene subconjunto propio. Cualquier otro conjunto tiene al ¢ como subconjunto
propio. En algunos libros no se llama subconjunto propio al ~onjunto vacio: y entonces los conjuntos que tie-
nen un solo elemento no tendrian un subconjunto propio.

Demostrar: Si 4 es un subconjunto del conjunto vacie 7. entonces 4 = (.
Solucion:

El conjunto vacio gJ es subconjumé de cualqurer conjunto: en parucular. (F C A. Por hipdtesis, 4 C .
De modo que, por la Definicion 1-1, 4 = &.

iCémo se demuestra que un conjunto 4 no es un subcomjunto de otro conjunto B? Demos-
trar que A = {2, 3, 4, 5} no es un subconjunto de B = {x | x es par}.
Solucion:

Hay que demostrar que hay al menos un clemento de A que o esta en B. Como 3¢ 4 y 3¢ B, se ve
que A no es un subconjunto de B, o sea que 4 (C B. Notese que no s necesario saber si hay o no otros
elementos de 4 que no estén en B.

Sean V ='{d}, W = {¢,d}, X = {a. b, ¢}, ¥ = {a, b} y Z = {a, b, d}. Establecer la verdad o fal-
sedad de las siguientes afirmaciones:

(1) YcXxX~ 3 W=z~ (5) vqY (T) VcX~ ©) X=w <
2) Whv - (4) ZoV - (6) ZDX . (8) YCZ~ (10) WcY ./
Solucién:

(1) Como todo elemento de Y es elemento de X, resulta que ¥ C X es verdadera.

(2} El tnico elemento de ¥ es d, v 4 también esta en W; asi que W es un superconjunto de ¥ y, por tanto,
WDV es falsa.

(3) ComoacZyag W, W+ Z es verdadera.

(4) Z es un superconjunto de ¥ puesto que el unico elemento de ¥ es elemento de Z; por tanto, Z O Ves
verdadera.

(5) ComodeVydgY, V{ Yes verdadera.

(6) ComoceXyciZ, entonces Z no es un superconjunto.de X, es decir, Z D X es verdadera.

(7) ¥V no es un subconjunto de X, ya que de ¥ y d£ X; por tanto, ¥ (C X es falsa.

(8) Todo elemento de ¥ lo es de Z; luego ¥ ( Z es falsa. i

(9) ComoaeXyag W, X = Wes falsa.

(10) Como ce Wy c¢ Y, Wno es un subconjunto dé Yy, por tanto, W D ¥ es falsa.

Sean Ad={r.s, buv,w}, B={uv,w x,pz},C={s,u p.z}, D={u, v}, E={s, u} y
B o

F = {5}. Séa X un conjunto desconocido. Determinar cudles de los conjuntos 4, B, C, D, E
F pueden ser iguales a X si se dan las informaciones siguientes:

@) XcA. .y XcB @) X¢4 y Xd¢cC

(2) X¢B y XccC (4) XcB y XdcC

Soluacibn:

(1) El dnico conjunto que es subconjunto de 4 y de B és D. C, E y F no son subconjuntos de B porgue
seC, E, Fys¢B

(2) El conjunto X puede ser igual a C, E o F, pues éstos son subconjuntos de C y, como ya se vio, no son sub-
conjuntos de B.

{3) Solo B no es subconjunto de 4 o de C. D y 4 son subconjuntos de A; y C, E y F son subconjuntos de C.
Asique X = B.

(4) Tanto B como D son subconjuntos de B y no lo son de C. Todos los otros conjuntos dejan de cumphir
al menos una de las condiciones. Por tanto, X = Bo X = D.
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19. Sea 4 unsubconjunto de By sea Bun subconjunto de C,esdecir, 4 C ByB C C. Suponiendoa e A,

beB, ceCy, ademas, dg 4, e¢ B, f¢ C, jcuiles afirmaciones seran ciertas?
(eeC, (2)becA, (3)evA, (4)deB, (BlegA, (6) fe A
Solucion )
(1) Por el Teorema 1-1, 4 es un subconjunto de C. Luego a € 4 implica a € C, y la afirmacién es siempre cieria.
(2) Como el elemento b € B puede no ser elemento de A4, la afirmacién es falsa.

(3) El elemento ¢ e C podria ser un elemento de 4; por lo que ¢ ¢ 4 puede no ser verdad.
{4) El elemento 4, que no estd en A4, puede no estar en B; asi que la afirmacién puede no ser cierta.

*(5) ComoeéBydCB, ef A cssiempre verdadera.

(6) Como f¢Cy A CC,[f¢Aessiempre cierta.

DIAGRAMAS LINEALES
20. Hacer un diagrama lineal para los conjuntos A4 = {a, b, ¢}, B={a, b} y C = {a, c}.

¢« 21.

23.

Solucién:
Como A D) B, 4 D Cy By C no son comparables, .se construye asi:

A
B/ \C
Hacer un diagrama lineal de los conjuntos X = {a, b, ¢}, Y={a, b} y Z = {b}.

Solucion:
Aqui Z Ye ¥ X. Queda entonces

¢

¥y no
Z

X\

| y

z/
ya que el segmento de Z a X es redundante porque Z C Y'e ¥ C X ya implican Z C X.
Construir el diagrama de los conjuntos R = {r, s, 1}, S={s} y T= {5, ¢, u}.

Solucidn:
Aqui SC Ry SC T. Y como Ry T no son comparables, se pone

R / T
\ !
Sean O, R, H y S los conjuntos del Problema 13. Hacer un diagrama lineal para estos conjuntos.

Solucion:
Como @ D Ry @ D) H, se construye primero
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. 24. Construir un diagrama lineal para los conjuntos ¥, W, X, Y y Z del Problema 17.

Solucidn:
Como V. Wy V(C Z, sctraza

W\ /Z
v
Come ¥ (C Z, se agrega ¥ al diagrama:
w\ / : \
v b
For dltimo, puesto que ¥ C X, se completa el diagrama como sigue:
W\ / . \ /X
vV ¥

25. Sea S cualquier conjunto. Construir-un diagrama lineal para los conjuntos (J, S y el conjunto
universal U

Seolucion:
Ya que el conjunto vacio &7 es subconjunto de todo conjunto, o sea & C S, se traza
T
9]

Por otra parte, como el conjunto universal U/ es un superconjunto de todo conjunto que incluya al §, se com-

pleta el diagrama como sigue:
U

5
o A = E
PROBLEMAS DIVERSOS AT

26. Considérense las cinco afirmaciones siguientes: (1) 4 C B, (2) 4 DB, (3) A = B, (4) A y B sen
disjuntos, (5) 4 y B no son comparables. ;Cual afirmacion describe mejor cada diagrama de Venn?

& @ Op G

é) (d)
(@) El drea de B es parte del area de A; luego 4 D B.
() Hay puntos cn 4 gue no estan en B, y puntos en B que no cstan en 4; luego 4 y B no son comparables,
Los conjuntos no son disjuntos porque tienen puntos que pertenecen a ambos.
(¢} Aqui los conjuntos son disjuntos, pues no hay ningin punto que esté en los dos conjuntos. Los conjuntos
no son tampoca comparables.
(@) El area de A4 ez patte del drea de B; luego 4 C B.

Solucidn:

27. Examinar el siguiente diagrama lineal de conjuntos 4, B, Cy D’
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29,

31

32

33,

Escribir una afirmacién que relacione cada par de conjuntos del diagrama. Debe haber seis afir-
maciones.
Solucion:

En primer lugar se ve que CC B, D By B ( A, pues estos conjuntos estan unides por segmentos, Por
el Teorema 1-1 se deduce que C C 4 y D C A. Por altimo. los conjuntos C y D no son comparables, ya que
no estdn unidos por una linea ascendente.

Construir diagramas de Venn de los conjuntos 4, B, C y D del diagrama lineal del Pro-
blema 27.
Solucidn:

Hagamos dos diagramas posibles:

W

@

La principal difcrencia entre estos diagramas es que los conjuntos € ¥ D aparecen disjuntos en el segundo dia-
grama. Pero ambos tienen el mismo diagrama lineal,

iQué significa el simbolo {{2, 3}1?
Solucién:
Se frata de un conjunio que tiene un elemento; el conjunto de los clementos 2 v 3. Obsérvese que {2, 3} per-
2,31

tenece a {12, 31} noes un subconjunto de [ {2, 31t Asi que se puede decir gue | es un conjunto de conjuntos.
1 iy 3] (RESR q P [

Dado 4 = {2, {4, 5}, 4}, ;qué afirmaciones son incorrectas y por qué?
(1) (4,3} CA (2] {4,5)cA (3) ({4,5}}CA /

Solucidn:
Los elementos de 4 son 2, 4 ¥ ¢l conjunto {4, 5}. Por tanto, (2) es correcta y (1) es incorrecta. (3) es una afir-

macion correcta porgue ¢l conjunto que consta del tnico elemento [4, 5! es un subconjunto de 4.
3 q 1 J

Dado E = {2, {4, 3}, 4}, iqué afirmaciones son incorrectas y por qué?

(1) 5E  (2) (5)+E (3) {5)CE

Solucién: i I g
Todas son incorrectas. Los elementos de £ son 2, 4 v el conjunto. {4, 5}, por tanto, (1]y (2) son incorrec-
tas. Hay ocho subconjuntos de £y {5} no estd entre ellos, de modo que (3) es incorrecta.

Hallar el conjunto potencia 2° del conjunto S = {3, {1, 4}}.

Solucion:
Observar primero que S conticne dos elementos, 3 y el conjunto {1, 4}. Por tanto, 2% contiene 22 = 4 elemen-
tos: S mismo, ¢! conjunto vacio, {3} y el coyjunto formada por {1. 4} solo. es decir, {{1, 4]}, Mis breve:

28 = {S, {3}, {{L,4}), ¥

En lo que sigue, jqué es lo yue no se define en un desarrollo axiomatico de la teoria de conjuntos?:
{1) conjunto, (2) subconjunto de, (3) disjunto, (4) elemento, (5) es igual a, () pertenece a, (7) su-
perconjunto de.
Solucidn:

Los Gpicos conceptos no definidos en la teoria de conjuntos sun: conjunto, clemento y la relacidn «pertene-
ce an, o sed (1) (4) v (6).
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34. Decmostrar: Sean 4 y B no vacios, estoes. 4 #+ ¢y B &+ . Si 4 y B son disjuntos, entonces 4
y B no son comparables.
Solucion:
Como 4 y B no son vacios, hay elementos ¢ £ A y b e B. Por otra parte, como A y B son disjuntos, ¢ ¢ B
yb¢A Portanto, 4 ¢ By 8 4, es decir, 4 ¥y B no son comparables.
35. Dados A y B no comparables, ;se sigue que 4 y B son disjuntos?
Solucién:
No. Los conjuntos del siguiente diagrama de Venn no son comparables; pero tampoco son disjuntos.
Problemas propuestos
NOTACION
36. Escribir en notacion conjuntista:
(1) R es un superconjunto de T. (5) =z no pertenece a A.
(2) x eselemento de Y. (6) B estd incluido en F.
(3) M no es subconjunto de S. (7) El conjunto vacio.
(4) El conjunto potencia de W. (8) R pertenece a = '
37. Enunciar verbalmente:
{1} A= {x]|xvive en Paris}. (3) € = {x|xes mavor de 21 afios}.
(2) B = {x|x habla danés}. (4) D = {x|xes ciudadano francss}.
38. Escribir en forma tabular:
() P=fx|x*—x—2=0}
(2) @ = {x|xes.una letra de la palabra «calcular»}.
(3) R=x|x*=9x—3=5). {
(4) S = {x | xesuna vocal}.
(5) T = {x|xesunacifra del nimero 2324}
39. Si E = {1, 0}, decir entre las afirmaciones siguientes cudles son correctas o incorrectas.
(1} {0} e E, (2) @& E (3) W0l CE (4)0eE (5 0CE
40. En una exposicién axiomatica de la teoria de conjuntos, decir cudles de estos simbolos representan una relacion

no definida: (1) ¢, (2) &, (3) O.
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SUBCONJUNTOS
41. 51 B = |0, 1, 2}, hallar todos los subconjuntos de B.

42, Si F = {0, {1, 2}}. hallar todos los subconjuntos de F.

43, Sean

A = {2, 34} € ={x| x2*—6z+8 = 0}
B = {x | 2* =4, & cspositivo) D = {z | 'z s par}

Completar las siguientes afirmaciones insertando (C, ) o «nc» (no comparables) entre cada par de conjuntos:

(1) Ao B, (2) Auli€C, {8) Biuy C, (YA LD, (5) B....D,; (6) C....D.

44. Scand = |1.2,..., B. 9L B=12,4,68},C=1{1,3,5729}, D= (34,5 yE={3,5}. {Cudles conjuntos
pueden ser iguales a X dadas las condiciones siguientes?
(1) X y B son disjuntos (3) XCAyXqcC
2) XCDyXL B 4) XCCyX{q 4.

45, Decir si son correctas o incorrectas las siguientes afirmaciones:

(1) Todo subconjunto de un conjunto finito es finito.
(2) Todo subeconjunto de un conjunto infinito es infinito.

PROBLEMAS DIVERSOS

46. Hacer un diagrama lineal de los conjuntos A. B, C y D del Problema 43.
47. Hacer un diagrama lineal de los conjuntos 4, B, C, D y E del Problema 44.

48. Entre las afirmaciones siguientes decir cuales son correctas o incorrectas:

(1) {1,4,3} = {3,4,1} (4) {4rci{4n
(2) {1,3,1,2,3,2) c {1,2,3) (5) @ci{a)r
(3) 44be {{4}}
49. Decir cudles de los siguientes conjuntos son finitos o infinitos:
(L} El conjunto de rectas paralelas al gje x.
(2)  El conjunto de letras del alfabeto.
~ (3) El conjunto de nimeros que son multiplos de 5.
(4) El conjunto de animales que viven en la Tierra.
(5) El conjunto de nameros que son raices de la ecuacion x*® + 42x% — [7x'% — 2% + 19 = 0.
(6) El conjunto de circulos que pasan por el origen (0, 0).
50. Entre las afirmaciones siguientes decir cudl es correcta y cudl incorrecta. Aqui S es un conjunto cualquicra no
vacio, ( i
4 (1) Se2° (2) SC2 (3) {(S}eZ (4) {S)ces

51. Hacer un d:agrama lineal de los conjuntos del siguiente diagrama de Venn,

CB
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36.

37

40.

41.

42.

43.

4.

‘45,

47.

48,

49,

50.

51,

MRIT, M xel, IMES (42", (5284, 6O)BCF. (1) &, (8) Re .

(1
2)
(3)
(4)

MP=42,—1L2)@=1{aclur,BIR=@ @S ={aeiou}l(5T=1{234

Respuestas a los problemas propuestos

CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS

A es el conjunto de los x tales que x vive en Paris.

B es el conjunto de los x tales que x habla danés.
C es el conjunto de los x tales que x e mayor de 21 anos.
D es ¢l conjunto de los x tales que x es ciudadano frances.

(1) incorrecto, (2).incorrecto, (3) correcto, (4) correcto, (3) incorrecto.

El simbolo & representa una relacién no definida.

Hay ocho subconjuntos: B, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, {0}, {1}, {2}. @.

Hay cuatro subconjuntos: F, {0}, {{1, 2}}, &.

(1) 2,21 D, 3) C, (4} ne, (3) C. (6) C-

(1) C, E. (2) I, E. (3) A, 8. D. (¢) Ninguno.

(1) correcto, (2) incorrecto.

A

D

(1) correcto, (2) correcto, (3) correcto, (4) incorrecto, (5) correcto.
b |

(1) infinito, (2) finito, (3) infinito, (4) finito, (3} finito, (6) infinito.

(1) correcto, (2) incorrecto (3) incorrecto, (4) correcto.

P

S

Q

e

|

R

[CAP. 1



Capitulo 2

Operaciones fundamentales con conjuntos

OPERACIONES CON CONJUNTOS

En aritmeética se suma, resta y multiplica, es decir, a cada par de niimeros x e y se le asigna un '
numero x-+ y llamado suma de x ¢ y, un numero x — y llamado diferencia de x e ¥ ¥ un nimero xy
llamado producto de x e y. Estas asignaciones se llaman operaciones de adicién, sustraccién y multi-
plicacion de nimeros. En este capitulo se van a definir las operaciones de unidn, interseccion y diferencia
de conjuntos, es decir, se van a asignar o-a hacer corresponder nuevos conjuntos a pares de conjuntos
Ay B. En un capitulo posterior se verd que estas operaciones entre conjuntos se comportan de manera
un tanto semejante a la de las anteriores operaciones con niimeros,

UNION

La union de los conjuntos 4 y B es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a 4 0 a
B 0 a ambos. Se denota la unién de 4 y B por

AU B
que se lee «A4 unién B».

Ejemplo 1-1: En el diagrama-de Venn de la Figura 2-1, 4 | B aparece rayado, o sea el drea de 4 y el
irea de B.

A1 8 lo ruyado
Fig.2-1

Ejemplo 1-2: Sean S = {a, b, ¢, d} y T = {f, b, d, g}. Entonces
SUT={a.bed/f gl
Ejemple 1-3: Sean P el conjunto de los nimeros reales positivos y Q el conjunto de l0s numeros reales ne-

gativos. P @, unidn de P y (@, consiste en todos los numeros reales exceptuado el
Ccero.

La unién 4 y B se puede definir también concisamente asi:
AUB={x|xed o xeB)

Observacién 2-1: Se sigue inmediatamente de la definicion de la unién de dos conjuntos que
AU By B\U A4 son ¢l mismo conjunto, esto es:

AUB=BUA
Observacién 2-2: A4 y B son ambos subconjuntos de 4 \J B, es decir, que:

ACAUB) vy BC(4U B)
17
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En algunos libros la unidn de A y 8 se denota por 4 + B y se la llama suma conjuntista de A y B
o simplemente 4 mas B.

INTERSECCION
La interseccion de los conjuntos A y B es el conjunto de los elementos que son comunes a 4 y B,
esto es, de aquellos elementos que pertenecen a 4 y que también pertenecen a 8. Se denota la intersec-
cion de 4 y B por
AMEB
que se lee «A4 interseccion Bw.

Ejemplo 2-1: En el diagrama de Venn de la Fig. 2-2 se ha rayado 4 (M) B. el drea comin a ambos con-
juntos 4 y B.

1 (M1 B lo ravado
Fig.2-2

Ejemplo 2-2: Sean S = {a. p.c.d] ¥ T = {f. b. 4. g|. Entonces

SNT={bd
Ejemplo 2-3: Sea "= [2, 4. 6. ...} esdecir, los miltplos de 2: ysea W = [3. 6.9, ...}, o scan los mul-
tiplos de 3. Entonces

Vo w = 16,1218, !
La interseccion de 4 y B tambicn se puede definir concisamente asi:

ANB={x|xed xeB}

Aqui la coma tiene el significado de «y».
Observacién 2-3: Se sigue inmediatamente de la definicion de interseccién de dos conjuntos que

AMB=BMA

Observacién 2-4: Cada uno de los conjuntos 4 y B contiene al 4 (M B como subconjunto, es decir.

ANBCA4yANBCE

Observacion 2-5:  Si dos conjuntos A y B no lienen elementos comunes, es decir, si 4 y B son disjun-
tos, entonces la interseccion de 4 vy B es el conjunto vacio, osea A (M B = (.

En algunos libros, sobre todo de probabilidades, la interseccion de 4 y B se denota por AB y se
llama producto conjuntista de A y B o simplemente 4 por B.

DIFERENCIA
_ La diferencia de los conjuntos A y B es el conjunto de elementos que pertenccen a A, pero no a 5.
Se denota la diferencia de 4 v B por

A— B

que se lee «A4 diferencia B» o simplemente «A menos By
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Ejemple 3-1: En el diagrama de Venn de la Fig. 2-3 se ha rayado 4 — B. el drea de 4 que no es par-
le de B.

A — Blo rayado
Fig. 2-3

Ejemplo 3-2: Sean 8 = |a, b, . d) y T = {[.b, d g|. Se tiene:
§—T=la.c}

Ejemplo 3-3: Scan R el conjunto de los numeros reales y @ el conjunto de los numeros racjonalcs.ﬁnton-
ces R — @ cs ¢l conjunto de los nimeros irracionales.

La diferencia de 4 y B se puede también definir concisamente como
A-B={x|xed x¢B)

Observacion 2-6:  El conjunto A contiene al 4 — B como subconjunto, esto es:
(4 -B)C A
Observacién 2-7: Los comjuntos (4 — B), AN By (B — A) son mutuamente disjuntos, es decir, la
interseccion de dos cualesquiera es vacia.

La diferencia de 4 y B se denota a veces por A/B o bien por 4 ~ B,

COMPLEMENTO
El complemento de un conjunto 4 cs el conjunto de elementos que no pertenecen a 4. es decir,
la diferencia del conjunto universal U y del 4. Se denota el complemento de 4 por
. Ar
Ejémplo 4-1: En el diagrama de Venn de la Fig. 2-4 se ha rayado el complemento de 4, o sca el area exte-
rior a A. Se supone gue ¢l conjunto universal I es el drea del rectangulo.

A’ lo rayado
Fig.2-4
Ejemplo 4-2: Suponiendo que el conjunte universal U sea el alfabeto, dado T = {a, b, c}. entonces
T = {dieiferopppst
Ejemplo 4-3: Sea E = {2, 4, 6. ...}. o sca los nimeros pares. Entonces E =1{l,3, 5, ...}, que son los
impares. Aqui se supone que el conjunto universal es el de los nimeros naturales, 1,2, 3, ...
También se puede definir ¢l complemento de 4 concisamente asi:
A = fd | xelU;, ved)
o simplemente: A" = (x| xv¢ A}
Lo que sec establece en seguida resulta directamente de la definicion del complemento de un
conjunto.
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Observacion 2-8: La unién de cualquier conjunto 4 y su complemento 4 es el conjunto universal,
0 sea que -
AUA =U
Por otra parte, el conjunto A4 y su complemento 4’ son disjuntos, es decir,
SANA =g

Observacion 2-9: El complemento del conjunto universal U es ¢l conjunto vacio &, y viceversa, o
sea que:

U= y @=U

Observacion 2-10: El complemento del complcmentd de un conjunto A4 es el conjunto 4 mismo. Mas
breve: ¢ . ;

(47) = 4

La siguiente observacion muestra como la diferencia de dos conjuntos podria ser definida por el
complemento de un conjunto y’la interseccion de dos conjuntos. En efeclo, se tiene la siguiente rela-
cion fundamental:

Observacion 2-11:  La diferencia de 4 y B es igual a la interseccién de 4 y el complemento de
B, 0 sea:
-A—B=AN#F
La demostracion de la Observacion 2-11 se sigue inmediatamente de las definiciones:

A—B={x|xed x¢Bl={x|xed xeB}=ANF

OPERACIONES CON CONJUNTOS COMPARABLES

Las operaciones de union, intersecciéon, diferencia y complemento tienen propiedades sencillas
cuando los conjuntos de que se trata son comparables. Se pueden demostrar los teoremas siguientes.

Teorema 2-1: Ses 4 un subconjunto de B. Entonces la interseccidon de 4 y B es precisamente 4,
es decir:
A C B implica A () B = 4
Teorema 2-2: Sea A un subconjunto de B. Entonces la unidn de 4 y B es precisamente- B, es decir:
AC B implica A JB=8
Teorema 2-3: Sea A un subconjunto de B. Entonces B’ es un subconjunto de A, es decir:
A C B implica B' C A4’

Se ilustra e] Teorema 2-3 con los diagramas de Venn de las Figs. 2-5 y 2-6. Notese que el drea de
B’ estd incluida en la de A",

P =
| — B = a——— A
o) o
o

B lo rayado : A' lo rayado
Fig. 2-5 Fig. 2-6

Teorema 2-4:- Sea A un subconjunto de B. Entonces la unién de 4 y (B — A) es precisamente B,
es decir:

AC B implica 4\ J(B— A)=B
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Problemas resueltos
UNION '

1. En los diagramas de Venn que siguen, rayar 4 union B, o sea 4\ B:

oD @
(a) (c)

) 2 @ *
Solucién;
La unién de 4 y B es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a 4 0 a B 0 a ambos. Se rayan
entonces las areas de 4 y de B como sigue:

"

L

(e} (b) ()
A1) B lo rayado

2. Sea A=1{l,2 3 4}, B=1{2, 4,6, 8, y C=1{3 4,5 6}. Hallar (g) A\ UB, (b)) AUC,
(c) B\UC, (d) B\UB.

e

1

Solucion:

Para formar la unién de 4 y B se rednen todos los elementos de 4 con todos los elémentos de B. De
modo que
AuB = {1,2,3,4,6,8}

De igual manera, : AuC = {1,2,3,4,5,86}
BUC = {2,4,6,8,3,5!
BuB = {2,4,6,8) 8
Notese que 81 ) B es precisamente B,

3. Sean 4, By C los conjuntos del Problema 2. Hallar (1) (4 B)\U.C, (2) 4\ J (B C).
Solucién: . {
{1) Se determina primero 4 |J B = {1, 2, 3. 4, 6, 8}. Entonces la unidbn de A \J By Ces

(AUBYJC=1{1,234068 5}
(2) Se determina primero B\ C = {2.4, 6, 8. 3, 5}. Entonces la unién dg. 4 y Bl Ces
AUBUC) ={1,2,3,4,6 8,5}
Natese que (4 U B} U C = A (B C).

4. Sean el conjunto X = {Tomas, Ricardo, Enrique}, el conjunto ¥ = {Tomas, Marcos, Emilio}
¥y Z = {Marcos, Emilio, Eduardo}, Hallar (a) X*U ¥, (b) YU Z, (¢) XU Z.
Solucidn: ’
Para hallar X' Y se hace la lista de los nombres de X con los nombres de ¥; asi
XU ¥ = {Tomis, Ricardo, Enrique, Marcos, Emilio}
Del mismo modo Y U Z = {Tomas, Marcos, Emilio, Eduardo}
X \J Z = {Tomis, Ricardo, Enrigue, Marcos, Emilio, Eduardo}
5. Sean A y B dos conjuntos que no son comparables. Hacer el diagrama lineal de los conjuntos
A, B’y A\JB.
Solucion:
Nétese primeramente, segtin la Observacion 2-2, que 4 y B son ambos subconjuntos de 4 | B, es decir, que
ACAUB) y BC(4\UB)
De acuerdo con esto, ¢l diagrama lineal de 4, By 4} Bes AuB

"
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10.

OPERACIONES FUNDAMENTALES CON CONJUNTOS [CAP. 2
Demostrar la Observacion 2-2: 4 y B son subconjuntos de 4 | J B.
Solucion:
Puesto que A\J 8 = B\ 4 solo se requiere demostrar que 4 es subconjunto de A4 | B, esto es, que
xed implica xe dJ B
Sea x un elemento de A. Se sigue entonces que x es elemento de A o de B, es decir, que xe 4 \J B. Asi
que 4 C (4 B). '
Demostrar: A = 4 | A.
Solucidn:
Segin la Definicion 1-1, hay que demostrar que 4 C (4 \J 4) y que (4 |J 4) C A. Segtin la Observacion 2-2,
A C {AJ A). Sea ahora un x & (4 |J 4). Entonces, segin la definicion de unién. x& 4 o x & 4; asi que x per-
tenece a A. Por tanto, (4 \J A)C A y, por la Definicién 1-1, 4 = (41U 4). /[
Demostrar: U\ J 4 = U, donde ¥ es el conjunto universal.
Solucidn: VoS ¢ ge e i 2
HEHA AL —\ ] &
Por la Observacién 2-2, U C (U1 4). Como todo conjunto es un subconjunto del conjunto universal,
(U A)C Uy la conclusion se sigue de la Definicidn 1-1.
Demostrar: GiJ) A4 = A4,

Solucion:

Por Ja Observacion 2-2, 4 C (4 U F).Seaahoraunxe (4! ). entoncesxs 4o x e 4. Por la definicion
de conjunto vacio, x ¢ (; de modo que x £ A. Se ha demostrado que x £ (4 | &) implica x & 4, es decir, que
(AU @) C A. Por la Definicion 1-1, 4 = @ \J 4.

Demostrar: A4\ JB = (J implica 4 = @ y B= @&.
Solucion:

Por la Observacién 2-2, 4 C (4 U B), es decir, 4 C . Pero @ es subconjunto de todo conjunto; en par-

ticular, @ (C A. Luego, por la Definicién 1-1, 4 = (&. De igual manera s¢ puede demostrar que B = .

\ INTERSECCION

11.

En los diagramas de Venn del Problema 1, rayar la interseccion de 4 y B, esto es, de 4 (N B.
Solucion:

La interseccién de 4 y B consiste en el drea que' es comin tanto a 4 como a B. Para encontrar A M B, se
raya primero 4 con trazos oblicuos hacia la derecha (////) y luego se raya B con trazos oblicuos mclinados a la
izquierda (4\\}) como se ve en [a figura:

“ Entonces 4 (M B es el -drea que tiene los dos yayados. El resultado final, que es 4 M) B, se raya ahora con lineas
horizontales, como sigue: '

£ e

= >, @ =L
o

{a) b (¢) {d)

A M B lo rayado

Notese que 4 () B es vacia en (¢) en que 4 y B son disjuntos.
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12. Sean 4 =11, 2, 3, 4}, B =-{2, 4, 6,8}y C=1{3,4, 5 6}. Hallar (a) AN B, (b) AN C,
© BNC, (@ BNB.
Solucién:

Para formar la interseccion de 4 y B se inscriben todos los elementos comunesa A y ByasiA M 8 = {2, 4}.
De igual manera, 4 N C = {3, 4}, BN C=1{4,6} y BN B ={2 4, 6 8). Notesec que B B es cfectiva-
mente B.

13. Sean 4, B y C los conjuntos del Problema 12. Hallar (a) (AN B)NC, (B) AN BN C).
Solucién:
{a) . 4 (B ={2, 4}. Asi que la interseccién dg {2, 4} con Ces (4 N BY N C = {4},
(b) BM C = {4, 6}. La interseccién de este conjunto con el 4 es {4}, estoes, 4 M (BN C) = {4}.
Notese que (AN B)NC=AN (BN C)
14. Sean A4 y B dos conjuntos no comparables. Hacer el diagrama lineal de 4, By A N B.
Solucidn:
Por la Observacién 2-4, 4 () Bes un subconjunto tanto de A como de B, estoes, (A N B) C Ay(AM B) C B.
De acuerdo con esto se tiene el siguiente diagrama hineal:
A\ B
AnB
15. Demostrar la Observacién 2-4: 4 (" B es un subconjunto de 4 y de B.
Solucion:

Sea x un elemento cualquiera de 4 (7 B. Por definicién de la interseccion, x pertenece a ambos conjuntos
A y B; en particular, x £ 4. Se ha demostrado que x & (4 (M B) implica x € 4, esto es, que (4 M B) C 4. De
igual modo, (4 N B) C B.

16. Demostrar: A M A4 = 4.
Solucidn:

Por Ia Observacion 2-4, (4 4) C A. Sea x un elemento cualquiera de A4, entonces es ob_vio que x perte-
nece a los conjuntos 4 y A, es decir, x pertenece a 4 (1) A. Se demuestra asi que x e A implica x& (4 () 4), es
decir, que 4 {4 (M) 4). Por la Definicién 1-1, 4 N 4 = 4.

17. Demostrar: U 4 = A, donde U es el conjunto universal.
Solucion:

Por la Observacion 2-4, (U (M.A) C A. Sea x un elemento cualquiera de 4. Como U es el conjunto univer-
sal x pertenece también a U. Como x e 4 y x & U, por la definicion de interseccion, x & (I/ () 4). Se ha demos-
trado que x € A4 implica x € (U (M A4), es decir, que se ha demostrado que 4 C (U M) 4). Por la Definicion 1-1,
UM A=A

18. Demostrar: AN T = &.
Solucion:

Por la Observacion 2-4, (4 M @) C &. Pero el conjunto vacio es subconjunto de todo conjunto; en par-

ticular, &f C A N &, Portanto, A N & = &.
DIFERENCIA 2 :
19. Sea 4 ={1,2, 3, 4}, B= {2,4,6, 8 vC=13,4,5, 6}. Hallar (a) (4 — B), (b) (C — A),

(¢) (B—C), @ (B—4), (e) (B— B)
Solucion:

{a) El conjunto 4 — B consiste en los elementos de 4 que no estan en B. Como 4 = 1,2,3,4}y2, 485,
entonces 4 — B = {1, 3}.

(b) Los unicos elementos de € que no estin en 4 son 5y 6; por tanto, C — 4 = {5, 6}.
¢ B—C={2,8. dB—4=1{68}. (e) B—B=(F
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20. En los diagramas de Venn del Problema 1, rayar 4 mcnos B..o sea 4 — B.

Solucion:
En cada caso ¢l conjunio 4 — 8 consiste en los elementos de 4 que rlo estan en B, es decir, el drea en 4
que no estd en la de B

ie) (&)
A — 8 lo rayado
Notese que, comoen (), 4 — B = 4 si 4 y Bson digjuntos. Nétese también que. comoen (d). A — 8 = &
514 es subconjunto de B.
21. Dados dos conjuntos 4 y B no comparables, construir el diagrama lineal de los conjuntos
A B (4 - B), (B—- A4), @ v el universal U.
Solucion:
Notar primero, segun la Observacion 2-6, que (4 — B} C Ay que (B — 4) C B,

Como i es subconjunto de todo conjunto y como, por la Observacion 2-7. (4 — B) v (B — 4) no son com-
parahles, se puede trazar primere

A—B\w/ﬂ—fi

Como A {4 — B)y B D (B — A), se anaden 4 y B al diagrama como sigue:

T B
A—B B—4
B
©
Como U contiene a lodo conjunto, se completa el disgrama asi:
U
gl
A
A it B B-A
\\ o S

Si no se incluyers U o ¢f en el disgrama, entonces el diagrama lineal no se cerraria.

22. Demostrar la Observacion 2-6: (4 — B) A,
Solueion:

Sea x cualquier clemento del conjunto 4 — B, Por definicion de diferencia. x£ 4 y x ¢ B: en particular.

X pertenece @ A. Se ha demostrado que v & (4 — 5) implica x & A; es decir, que (4 — B) (C A,
23. Demostrar: (4 — B)M\ 8 = (.
Solucidn:

Sea ¥ pertenecicnte a (4 — B) (Y B. Por la definicion de interseccién. v (4 — B) y x & B. Pero por la de-
finicion de diferencia, x£4 y x¢ B. Como no hay ningin elemento que cumpla x& B y x ¢ B, cntonces
4-BNB=0,

COMPLEMENTO
24. Sean U = {1, 235000 8 9, 4 =1{1,2 3. 4. B=12.4,6,8} y C =13 4, 5 6!. Hallar
(a) A'. (b)Y B (e) (AMCY, (d) (AU B), (&) (A). (/) (B = C).

Solucidn:
(@) Elconjunto 4’ consiste en los elementos que estan en U pero no en 4. Por tanto, 4 = 15, 6.7, 8, 9.
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{h) EIl conjunto de los elementos de U/ que no estanen Bes B' = {1, 3, 5. 7. 9},
() (AMC)={3,4] yentonces (4 NV CY = {1,2. 56,7, 8 9}

{d) (AU B)=Jl,2 3, 4,6 8} yentonces (4 ' B) = {5, 7,9}

(e) A4 =[5 6.7 8 9] yentonces (4) = {1, 2, 3. 4}, es decir, (4') = 4.

(f) (B—C)= {28 yentonees (B — C) =141,3.4,5,6,7,9}

25. Encel diagl:ama de Venn siguiente, ravar (a) B', (b4 U B), (¢) (B — A4), (Idj A M B.

(4 0

Solucidn:
(@) Coma B, complemento de B, consta de los elementos que no estan en 8. se raya el arga exterior a 8,

B lo rayado

(b} Primero se raya el drea 4 iU B; luego, (4 \U B) es el drea exterior a (4 1) B).

A1) B lo rayado (4 B)Y lo rayado

{c) Primero se raya B — A:yasi (B - 4) escl arca exteriora 8 — 4.

% B — 4 1o rayado (B - A} lo rayado

() Primero se raya A4, el drea exterior a 4, con trazos oblicuos inclinados a la derecha (/) y se raya A con
trazos oblicuos inclinados a la izquierda (\\y)), entonces A' (7 B* resulta ser el drea con doble rayado.

A"y B' con doble rayado A (M B lo rayadu

Notese que el drea de (4 | B) esla misma que lade A" () B
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26.

OPERACIONES FUNDAMENTALES CON CONIUNTOS [CAP. 2
Demostrar €l Teorema de De Morgan: (41 B)) = 4" N B'. ~
&= . ,r_\ v ‘: A g - (, o ".- e
Solucion: ‘\i e Er / 41 : el e B

Sea x& (A | B); asi, pues, x no pericnecc a A | B. Portanto, xg 4 y x¢ B, es decir, xe d' ¥ x& B ¥7
por la definicion de interseccion. x pertenccea 4" () B Sc ha demostrado que x e (4 | B) implica x & (A" M 8'),

es decir, que (AU B) C (4N B)

Sea ahora y £ 4’ (M) B'; entonces y perienece a 4" ¢ y perienece a B'. Asi que y ¢4 ¢ v ¢ B y. por tanto,
y¢#A1J B, osea que y&(d U B). Queda demestrado que ye (4’ M B') implica y& (4 B). es decir, que

A"NB)C(4\UBY
Por consiguiente, por la Definicion 1-1. (4 N B) = (4 U B).

PROBLEMAS DIVERSOS

27.

Sean U ={a, b,c.d e}, 4d=1{a. b, d ¥y B={b.d e}. Hallar (a) A\J B. (b} B\ 4. l¢] B
(d)B—A,(e)ANB(NAUB.EIANB.(A)B — A, (H(ANE)(H(AIJB)

Solucion:
(a) La union de A y B consta de los elementos & 4 y los clementos de B. es decir. 4\ B = la. b, d ¢l
(b) La intersecciou de 4 y B consta de los elementos gue son comunes a 4 v B, es decir. A1 B = b dl

{¢) " El complemento de B consta de las letras gue =stanen U pere noen B: asique B = [w. .

(d) El conjunto B — A estd formado por los slementos de Bque no estdn en A. estoes. B — 4 = (¢
() A'={e,elyB=|bde);asiqued N B=le)

) A={a, b dlyB ={a,cliasiquuAUE = la. b.c d}.

(g) A =l{c,e}yB ={a cj;entonces 4 T F = ¢}

(h) B — A = al.

() Segtn (b), A (M B ={b,d):luegold M BY = . c =

(/) Segun{a), A\J B = {a. b, d e}:luego (4 BN = [c].

-En el diagrama de Venn que sigue. rayar (1} A NV BUC), ) (ANB)J(ANC)L 31 4ALUHBMC.

@) (4UB)N (AU Q).

)
XN

&,

(1) Priwero rayar 4 con trazos inclinades a Ia derecha y rayar B |_J C con trazos inclinados a ta izquierda; en-
tonces 4 () (B C) es el drea con doble ravado.

Solucion:

Ay B\ C aparecen rayados 4™ (B C) lo rayado

(2} Primero rayar A4 (" B con trazos inclinados a la derecha ¥ A (M C con trazos inchinados a la izquierda: en-
tonces (4 (M B} L) (4 M C) resulta ser el drea total rayada como se muestra en seguida.



CAP. 2] OPERACIONES FUNDAMENTALES CON CONJUNTOS 27

AM By AMClorayado i (A B (4 M C) lo rayade

Noteseque A (MY (B C)= (AN By (AN C)
(3) Primero se raya 4 con trazos inclinados a la derecha y se raya 8 (™) € con trazos inclinados a la izquierda:
asi resulta ser 4 \J (B (7 C) el Area total rayada,

Ay B Clorayado AU (B M C)lo rayado

(4) Primero se raya 4 | B con trazos inclinados a la derecha y se raya 4 | C con trazos inclinados a la iz-
quierda; (4 \UJ B} M (4 \J) C) es el drea con doble rayado.

41 By 4\ Clorayado

Néteseque A BN O)=(AU BN (AL C)L v =, 5 /A
e & r’i; A }./ A~
29. Demostrar: B — 4 es un subconjunto de A'. - N
X & M
Solucion: ) }\ o
Sea x perteneciente a B — A. Entonces x& By x § 4; por tanto, x es elemento de 4. = = T
Como x ¢ B — A implica x £ 4", B — A es subconjunto de 4. - A €
30. Demostrar: B — A" = B[ A. Koo |5 X B F
. .
Solucion: =l /
B=A! = x| 2B, xfAl} "= Ju] wdB, rfAr = BnAd. ,’_/‘; 4] ’f
Problemas propuestos
31, Sea el conjunto universal U = {a, b. o, d. e, fi gl ysean A = la b e, d el B=lag, e gl yC= b e f g
Hallar:
1y AucC 3 C—-RB (8) A'—-B (T (A—0CY (9) (A - PB
2y BrnA (1) B’ (6) B'wC {B) ' A {10) (A4
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32, Demostrar: Si 4 (| B = &, entonces 4 C B".
33. Enlos diagramas de Venn que siguen, rayar (1) ¥ O\ W, (2) W', (3) W - V, @V UWB) VN W, 6V - W,
;.-" oy
{a) (&)
34. Hacer un diagrama de Venn con tres conjuntos no vacios 4, By C demodo que A, By C tengan las siguientes ca-
racteristicas:
(1) ACB, CcB, AnC =0 (3) AcC, A+C, EnC =0
(2) AcB, C¢B, AnC+=0 (4) Ac(BnC), BcC, C+B, A#C
35. Determinar:
(1) UnA 3 o (5) A'nA (1) UuA (9) AnA
(2) AuA 4) PUA (6) U (8) A’UA (10) @rA.
36. Completar las siguientes afirmaciones insertando . D o nc {no comparables) entre cada, par de conjuntos. Aqui
4y B son conjuntos arbitrarios.
(1) A2 A—p5 x) @3 4. 28B4 (5) A'NCa—p
@ A4.2.4nB 4) A.£AuB © AMSB—A
37. La férmula 4 — B = A (" B’ puede definir la diferencia de dos conjuntos mediante las solas operaciones de
interseccion y complemento. Encontrar una férmula que defina la unién de dos conjuntos, A4 i) B, mediante
estas dos operaciones de interseccién ¥ complemento.
5 - xe A X0
38. Demostrar: A — B es un subconjunto de A | B. P -
3. Demostrar ¢l Teorema 2-1: 4 C Bimplica AN B= 4. = - AY0) ‘6
40. Demostrar: Si 4 ") B = J, entonces B\ A’ = B. Xe h ; X£O
41. Demostrar el Teorema 2-2: A (C B implica A J B = B. X ( B~ O\)
42. Demostrar: 4’ — B' = B — A. w & B Aud. i
43. Demostrar el Teorema 2-3: 4 C B implica B' C A". gl
44. Demostrar: Si 4 M B = ¢J, entonces A\ ) B = B".
45. Demostrar: (A N B) = 4'\J B'.
46. Demostrar el Teorema 2-4: 4 C Bimplica 4\J (B — 4) = B.
Respuestas a los problemas propuestos
i o (31 b, £ (5) if} (M. C={bef g} (9) {b,d,f 0}
(2) {a,c.c} {4) ibd, f} 6} {b,d, f, e g} (8) {a,¢,d} (10) U1
32. Demostracion: Sea x £ A. Como 4 y B son disjuntos, x ¢ B; luego x pertenece a B'. Queda demostrado quexed
implica x € B', es decir, que A C B".
33. (a) (1) (3)

¥y W lo rayado VN W' lo rayado

=

W' lo rayado F' ) W lo rayado F' — KW lo rayado

12)
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by (1) {31 15)
P
SERAN
V' M W lo rayado W — V lo rayado
(4) S{%{"ﬁ_ 16}
=1t —
W' 1o rayado Vi) W lo rayado V' — W lo rayado
4. ) (3)

(]

or Ollo

35 (WA 204 @BU WA B GO MU & U WA (100
3. (1)> (22> (B> (4)c (5 ne (6)nc

37. AUB = (A'nEB).
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