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1. (=) Nociones basicas. Definir grafo y los conceptos bdsicos relativos a
grados y métrica; ilustrar cada una de las definiciones referidas al grafo
G cuyo diagrama se muestra en la figura. Definir en particular los grafos
N,,C,, P,, K,, indicando su radio, didmetro y tamano; representarlos
paran =1,2,3,4.

& Resp. parcial. Un grafo (graph) G es una terna (V(G), E(G),¢¢), donde V (G) es el conjunto de vértices (vertices), disjunto del
conjunto de aristas (edges) E(G), Ya : E(G) = {u,v: uv € V(G)} es la funcién de incidencia (incidence function) que asigna a
cada arista un conjunto de dos elementos (o de un elemento) de V(G). Si ¥g(e) = {u,v} (escrito brevemente e = uv) los vértices
u, v se llaman adyacentes (adjacent) y se dice que e une (join) u'y v, que son sus extremos (ends), sobre los que incide (y también
cada vértice incide sobre la arista que los une). Si « = v la arista e = uu es un lazo (loop), y dos aristas con los mismos extremos se
llaman paralelas (parallel edges). Un vértice u # v es vecino (neighbour) de v si uwv € E(G), y el conjunto de los vecinos de v es el

entorno, neighborhood (abierto) del vértice v y se designa con I'¢(v), mientras que I'¢[v] def T'g(v) + {v} es su entorno cerrado. El

grafo G es finito (finite) si tanto V(G) como E(G) son finitos, siendo n(G) Lof |V (G)| su orden (order) y m(G) def |E(G) su tamario,

(size), designando con G(n,m) un tal grafo. El grado (degree) d(v) de un vértice es la cantidad de veces que las aristas inciden

sobre él, y la sucesién de grados (degree-sequence) d(G) es la sucesién no decreciente de sus grados (un grafo todos cuyos vértices

tienen el mismo grado k se llama k-regular). El grado minimo (minimum degree) es 6(G) = min{d(v) : v € V(G)}, su grado

mdzimo (mazimum degree) A(G) ef max{d(v) : v € V(G)}, su grado promedio (average degree) d(G) def (1/n(G)) X pev(a) dv)-
Un vg — vgeamino (walk) w de longitud (length) q es una sucesién alternada de vértices y aristas vo,e1,v1, -+ ,Vq—1,€q, Vg CON
Ya(er) = {ve—1,v1},0 < k < g, es cerrado (closed) si vg = vq y abierto (open) en otro caso. Un grafo es conezo (connected) si para
cada par de vértices u, v, existe un 4 — v camino, es disconezo (disconnected) en otro caso. Un camino abierto es un recorrido (trail)
sie; #ej,1# j, y es un camino simple (path) si v; # vj,i # j. Un camino cerrado vo, 1,01, ,Vq—1,€q,V0 CON €; % €j,1 7 j €8
un circuito (circuit), y si v; # vj,1# 7,0 <1< ¢,0 < j < g, es un ciclo (cycle). Un path de g vértices se designa con Py, un cliclo
de longitud g se designa con Cy. Un grafo se llama simple (simple) si carece de lazos y aristas paralelas; en tales grafos cada arista
e queda definida por sus extremos, y alcanza con escribir simplificadamente uv en lugar de g (e) = {u,v}. La distancia (distance)

d(u,v) entre los vértices u y v es la longitud de un u — v camino de longitud minima (geodésico, geodesic) (si tal camino no existe,

es d(u,v)) Lof 00). La excentricidad (eccentricity) de un vértice v es e(v) Lof max{d(v,u) : u € V(G)}, el didmetro (diameter) del

grafo es ¢(G) Lof max{d(u,v) : u,v € V(G)}, el radio (radio) del grafo es r(Q) Lof min{d(u,v) : u,v € V(G)}, el centro (center)

C(G) es el conjunto de vértices de excentricidad minima, la periferia (periphery) P(G) del grafo es el conjunto de vértices de
excentricidad méxima. La cintura (girth) del grafo g(G) es la longitud minima de sus ciclos, la circunferencia (circumference)

cir(G) es la longitud maxima de sus ciclos (si el grafo es aciclico es g(G) = cir(G) ef 00).

Para el grafo finito conexo (y no simple) G(4, 7) representado en la figura, es V(G) = {v1,v2,vs,v4}, E(G) = {e1, €2, €3, €4, €5,¢€6,€7},
siendo Yg(e1) = {v1,v2},va(e2) = {v1,vs},va(es) = {v1,va},va(ea) = {v2,va} Yales) = {va,va}, ales) = {vs} va(er) =
{v4}. Es un grafo finito de orden n(G) = 4 y tamano m(G) = 7, siendo eg, e7 lazos, mientras que e4,es son aristas paralelas.
Los vecinales de cada vértice son: I'g(v1) = {v2,vs,v4},Ta(v2) = {vi,va},Ta(vs) = {v1},Ta(va) = {v1,v2}, los grados de cada
vértice son d(vi) = 3,d(v2) = 3,d(vs) = 3,d(va) = 5, luego d(G) = (3,3,3,5),6(G) = 3,A(G) = 5,d(G) = 3.5. El camino
V4, €5, V2, €4, V4, €5, V2, €1, v1 de longitud 4 no es un recorrido (dado que repite la arista es), el recorrido vs, es5,v2, €4, €3, v1, €2, v3 de
longitud 4 no es un path (pues repite el vértice v4); vs, e2,v1, €1, V2, €5,v4 es un path de longitud 3 (es un Py). El camino cerrado
v2, €5, V4, €5, U2 de longitud 2 no es un circuito (pues repite la arista es); el camino cerrado va, €5, v4, €7, V4, €4, V2 de longitud 3 es un
circuito que no es un ciclo (pues repite el vértice v4); el camino cerrado v1, e1, vz, €4, v4, €3,v1 es un ciclo de longitud 3 (es un Cj), el
camino va, €5, V4, €4, V2 €s un ciclo Cs, el camino vs, es, vs es un Ci. La cintura del grafo es g(G) = 1, su circunferencia cir(G) = 3.
Las excentricidades son e(v1) = 1,e(v2) = 2,e(v3) = 2, e(vs) = 2, luego r(G) = 1,¢(G) = 2,C(G) = {v1}, P(G) = {v2,v3,va}.
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Un grafo sin aristas de n vértices se llama grafo nulo (null graph) y se designa con N, el grafo simple de n vértices con la méxima
cantidad de aristas (esto es con n(n — 1)/2 aristas) se llama grafo completo (complete graph) y se designa con K,. Los grafos
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N, Cy, K, son, respectivamente, 0,2,n — 1 regulares, para todo n € N. El grafo C), es simple sii n > 3. El grafo P, es regular sii
n < 3. Cualquiera sea n € N es m(N,,) = 0,m(P,) = n —1,m(Cn) = n,m(K,) = n(n — 1)/2, lo que se prueba por las mismas
definiciones; por ejemplo, para el completo K, se tiene que de cada vértice parte una arista hacia los n — 1 restantes, y siendo n la
cantidad de vértices las aristas son la mitad (para no contarlas dos veces) de n(n — 1). Més inmediato: hay ( ) pares de vértices,
y una arista que tiene por extremos cada par.

Observacidon. El grafo sin vértices (y entonces sin aristas, con la funcién vacia de incidencia) se llama grafo vacio; todas las
definiciones deben entenderse exceptuando (quizd) al grafo vacio, que se mantiene por conveniencia en algunas expresiones.

. (4+) Isomorfismo. Definir igualdad G = H e isomorfismo

G = H entre dos grafos G = (V(G),E(G),v¢), H = @
(V(H),E(H),v¥m), probar que la relacién de isomorfismo
es de equivalencia en el conjunto de los grafos G(n,m);
analizar si los grafos de la figura son isomorfos y proponer
tres grafos no isomorfos con d(G) = (2,3, 3,4,4) (tres grafos
son no isomorfos si dos cualesquiera no lo son). @

& Resp. parcial. G = H significa la igualdad de la terna, esto es

V(G) = V(H),E(G) = E(H),%¢ = v¢u, mientras que G = H sig- 0

nifica que existen dos biyecciones 6 : V(G) — V(H),n : B(G) — E(H) |" 6(w)
tales que Yg(e) = ww sii Yu(n(e)) = O(uw)f(v). Si los grafos son sim- ™

ples, ya que m queda definida completamente por 6 (pues 7w(e) = ‘

0(u)f(v)), basta con la sola biyeccién 6, y entonces los grafos (jsimples!) — g | m(e)
(V(G),E(G)),(V(H),E(H)) son isomorfos sii existe una biyeccién 6 V(G) 6(v) V(H

(%

que preserva adyacencias, esto es que wv € F(G) sii 0(u)f(v) € E(H).
La relacién 2 es reflexiva, dado que las biyecciones identidades 6(v) = v, 7w(e) = e cumplen trivialmente g (e) = uv sii Ya(n(e)) =
Ya(e) = uwv = B(u)f(v); es simétrica, pues dadas 6, , existen (por ser biyectivas) #7*, 7! tales que cualquiera sea w € E(H)
existe 77 (w) € E(G) tales que ¥u(w) = zy sii Yo (r™ (w)) = 07 (2)0~ ' (y). Para la transitividad, si G = H, H = S existen
las biyecciones 0,0, 7, 7" tales que Yg(e) = wv sii Yu(r(e)) = 0(u)0(v) sii Ys(n'(w(e))) = 6'(0(u))0'(6(v)), luego existen las
biyecciones 6* = 60" 00 : V(G) — V(S),n* : 7' o : E(G) — E(S) tales que v (e) = uv sii ¥s(n*(e)) = 0*(u)0*(v), de modo que
entonces G 2 S. Luego 2 es una relacién de equivalencia, de modo que el diagrama de un grafo (sin etiquetados) representa una
clase de equivalencia del conjunto cociente G(n, m)/ .

Los grafos G'y H son isomorfos, pues las biyecciones 6 : V(G) — V(H) tal que 6(vi) = u1,0(v2) = ug,0(v3) = ug,0(va) = us
y 7 : E(G) — E(H) tal que w(e1) = z3,7(e2) = x4, 7(e3) = z1,7(es) = z6,m(e5) = w5, 7(eg) = w3 verifican (jcomprobarlo!) la
definicién. Observar que si en H se suprimiera g, las adyacencias atin se preservarfan, mas ya no habria isomorfismo (la necesaria
preservacién de adyacencias no es suficiente para asegurar isomorfismo entre grafos no simples).

G3 es un grafo simple (y entonces no isomorfo a Gi ni a
v1 G1 w1 G2 u.l Gs G2, que tienen lazos, pues las biyecciones deben preservar los

lazos). Dado que los isomorfismos preservan el grado (jprobar

v s |ws w3 esta afirmacién!), y en G1 hay solo dos vértices (vs,vs) de
[ } ® grado 4 que son adyacentes (e = vzvs € F(G)), cualquier
e us U2 .u4 pretendido isomorfismo debe asignar a este par de vértices

./ el par ws, ws, que son los tinicos de grado 4 en G2, pero dado

v4. Us w4. ws us que w2 no es adyacente a ws, tal isomorfismo no existe. Luego

(1 no es isomorfo a Gs.

Observacidn. Los tres grafos comparten el orden (5), tamaio (8), secuencia de grados (d = (2, 3,3,4,4)), radio (2), didmetro (2),
circunferencia (4). Todas estas caracteristicas son estructurales (esto es, invariantes ante isomorfismos), pero como puede verse,
si bien necesarias, no son suficientes para asegurar el isomorfismo; sin embargo, si pueden actuar para rechazar la existencia de
isomorfismo, en tanto no se compartan (por ejemplo, dado que la cintura de G5 es 3, mientras que la de G1 y G2 es 1, G3 no puede
ser isomorfo a ninguno de ellos (como ya se probé antes més directamente mediante la definicién misma).

. (=) Isomorfismo. Sean G, H dos grafos isomorfos. Probar que el isomorfismo dado por 0 : V(G) — V(H),n
E(H) preserva el orden, el tamarfio, el grado, la sucesién de grados, los entornos (Vv € V(G) : (T (v)) = F

el radio, el centro, el didmetro, la periferia, la cintura, la circunferencia, la conexidad...;Vale que dg(v) = |T'

dr(0(v)) = [T (0(v))]?

& Resp. parcial. Que n(G) = n(H),m(G) = m(H) es inmediato desde que 6,7 son biyectivas (y los grafos son finitos). Para

probar que Vv € V(G) : dg(v) = du(0(v)) bastan las definiciones: e incide en v sii m(e) incide en 6(v), luego se cuentan tantas
incidencias de aristas en v como incidencias de las imdgenes de esas aristas a través de 7 en 6(v), pero eso es precisamente que
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da(v) = du(6(v)), y entonces d(G) = d(H). La expresién dg(v) = |I'¢(v)| vale solo para los grafos simples (pues aristas multiples
o lazos incrementan el grado sin anadir vecinos).

. Isomorfismo. Determinar la cantidad de grafos simples (etiquetados) de orden n y probar que para n = 4, la relacién de
isomorfismo 2 produce un conjunto cociente G(4,m)/ = de cardinal 11, dando un representante de cada clase; jalgin
par de grafos de clases distintas tienen la misma sucesién gréafica? Probar que |G(8,m)/ = | > 6000 (jla cantidad de
clases de equivalencia crece muy rdpidamente con el orden!).

. . . n s . 4? G1 G2
& Resp. Parcial. Siendo G simple hay a lo sumo (2) aristas (¢por q”LLle.), y como cada par de Ve ov:lvie 0o
vértices de V(G) pueden o no ser adyacentes, se tiene un total de 2(3) grafos, que para n = 4
4
resulta en 2(2) = 2% = 64 grafos. Las figuras muestran 11 clases de equivalencia a través de sendos
representantes. También se observa directamente que no hay dos grafos no isomorfos con la misma |V3® ®U4|U3 @ U4
sucesién de grados d. d= (0222 |d=(@1,1,1,3)
Gs G4 Gs Gs Gr Gs Go G1o Gu
V1@ @ V2 (V1 .\. V2 |V1 .\. V2 |V1 .><. V2 |V1 T><T V2 |V1 C/T V2|1 @ @ V2 |V1 @ V2 (V1 @ @ U2
CRY J QV4(V3 @ V4 (V3 @ @ V4 (V3 @ V4 (V3 @ @ V4 (V3 @ @ V4 (V3 @ ®UV4|V3 @ @ V4 (V3 @ @ V4
d=(0,0,0,0) [ d=(0,0,1,1) [ d=(0,1,1,2) | d=(1,1,1,1) | d=(3,3,3,3) | d=1(2,2,3,3) | d=1(1,2,2,3) | d=(2,2,2,2) | d=(1,1,2,2)

Si n = 8, se tiene un total de 2(2) = 928 — 268435456 grafos etiquetados, y como hay n! = 8! = 40320 biyecciones
en V(G), cada grafo etiquetado puede ser, a lo sumo, isomorfo a 40320 grafos. Esto exige una cantidad de al menos

[268435456,/40320] = 6658 clases de equivalencia (Observacion: la cota inferior dada por f2(;)/n'] es muy conservadora;
por ejemplo, para n = 4 dice que 3 < 11).

. (=) Isomorfismo. Determinar el minimo orden n(G) para que exista un par de grafos no isomorfos con la misma d(G)
en los tres siguientes casos: (a) grafos cualesquiera; (b) grafos sin lazos (pero permitiendo aristas multiples); (¢) grafos
simples. Dar en cada caso el par de grafos no isomorfos de la misma d(G), probando que no son isomorfos.

& Resp. Parcial. Los minimos 6rdenes son 2 para (a), 4 para (b) y 5 para (c). La figura muestra los pares de grafos sin lazos no
isomorfos G1, G2 con la misma d = (2,2,2,2), de orden n(G1) = n(G2) = 4; los pares de grafos simples no isomorfos G3, G4 con
la misma d = (1,1,2,2,2), de orden n(Gs3) = n(G4) = 5 ; los pares de grafos de cualquier tipo no isomorfos G5, G con la misma
d = (2,2), de orden n(Gs) = n(Ge) = 2. Para afirmar que los grafos que integran cada pareja no son isomorfos, basta decir que
uno de ellos es conexo y el otro disconexo (sabido que la conexidad es un invariante ante isomorfismos).

Gsl| o

v ouvs | v N I vy | vie———@us vl <)
U3

Ge

G1 Ga U3 @, G4 [
U3 U4 U3 V4 vi® Gz @5 Vi @—0 U5 V2 V2

d=(2,2,2,2) d=(2,2,2,2) d=(1,1,2,2,2) d=(1,1,2,2,2) d=(2,2) d=(2,2)

Resta probar que tales 6rdenes son minimos (esto es que no hay, con un orden menor, un par de grafos ismorfos con la misma
sucesién. Esto puede hacerse en este caso examinando que no hay clases de equivalencia distintas con la misma d para todo n
estrictamente menor. Asi, para probar que 5 el efectivamente el menor orden para el caso de los grafos simples, del ejercicio previo,
se sabe que ninguna de las 11 clases correspondientes a n = 4 (Cf. ejercicio previo) comparte d. Las restantes 7 clases de orden
n = 1,2, 3 se muestran en la siguiente figura, que evidencian ninguna d compartida. Luego, efectivamente, n = 5 es el minimo para
el caso (c) ( Resta hacer el mismo andlisis para (a) y (b)).

Hi H> Hs Hy Hs Hg H~
V3 V3 V3 V3
[ J [ ] (] [ ]
v @ v @ ov: | V1@ \ /\
V1@ V2 | V1@ V2 | V1@ QU2 | V1 @ V2
d = (0) d = (0,0) d=(1,1) d = (0,0,0) d=(0,1,1) d=(1,1,2) d=(2,2,2)
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Observacion. Combinando los grafos listados en estos dos tultimos ejercicios, puede verse que la cantidad de grafos simples
G(n,m),n < 4 (salvo isomorfismos), es bastante baja: ordenando la cantidad segin el orden son 1+ 2+ 4 4+ 11 = 18. En
cambio, ya con n < 5 la suma sube a 52. Sin < 6 es |G(n,m)| = 208.

6. Dos matrices bdsicas. Dado el grafo G = (V(G),E(G),vq),V(G) =
{v1,v9,...,0,}, E(G) ={e1,ea,...,en}, definir la matriz de adyacencia Ag y la ma-
triz de incidencia M¢. Probar que la suma de los elementos de una fila (o columna)
de Ag es el grado del vértice correspondiente (esto es: d(v;) = >.p_; Ac(i, k) =
Son_i Ac(k,i),i = 1,2,...,n), que el tamano del grafo es la semisuma de todos los
elementos de Ag (esto es m(G) = 331 >°" | Ag(i, k)), que la traza de Ag es el
doble de la cantidad de lazos, que la suma de los elementos de una fila de Mg es
el grado del vértice correspondiente a esa fila (esto es, d(v;) = > -, Mg (i, k),i =
1,2,...,n), mientras que cada columna de Mg suma constantemente 2 (esto es,

" Mg(i k) = 2,k = 1,2,...,m). Escribir ambas matrices para el grafo G(5,8)
representado en la figura (y comprobar en este caso particular las relaciones probadas
en general). Probar ademés que para un grafo sin lazos, es , MgMg = Ag+D, siendo
D = diag(d(vl)a d(vZ)’ EER) d(vn))

& Resp. parcial. La matriz de incidencia (incidence matriz) Mg € {0,1,2}"*™ tiene por elemento Mg(i,j) la cantidad de
veces que la arista e; incide sobre el vértice v;, con i = 1,2...,n;7 = 1,2,...,m; la matriz de adyacencia (adjacency matriz)
Mg €{0,1,--- ,A(G)}™*™ tiene por elemento A¢(i,7) la cantidad de aristas que tienen por extremos los vértices v;, v;, cada lazo
contado dos veces (en otros términos, Mc (i, ) = |5 " ({vi,v;})| si i # 7, Ma(i,4) = 2[5  ({vi,vi})|,4,,5 = 1,2,...,n). La matriz
de adyacencia es simétrica (AL = Ag) puesto que g (e) = {u,v} = {v,u}.

d(G) = (1,3,3,4,5)

Las matrices son inmediatas de la definicién; por ejemplo, los
dos unos de la tercera columna (roja) de Mg, ubicados en la
segunda y cuarta fila, localizan la arista (roja) es que tiene por
extremos a los vértices va y va (esto es g (e3) = {vs,va}. En la
matriz de adyacencia, Ag(3,4) = 2 = A¢(4, 3) indica el cardinal
de ¥g' ({vs, va}) = {ea, es}.

Todas las propiedades se prueban de modo directo por las mismas definiciones. Por ejemplo, la prueba de que MgMZE = Ag + D
para un grafo sin lazos (i.e. A(i,i) = 0,4 = 1,2,...,n): llamando m;; = Mg(i, ), es McMZ& (i,5) = > r mirmy de donde, si
i =j queda MgME (i,3) = S0, miy = S _pe, mix = d(v;) (pues mZ, = mir ya que myx € {0,1}). Ahora, si i # j, McME (i, 7) =
D ope MikMyk, con migmy, = 1 cada vez que existe una arista {v;, v;} (y es nulo en todo otro caso), luego la suma sobre k devuelve
la cantidad de aristas que conectan v; con vj, y esto, precisamente es Ac(i,7) = [¢v5"' ({vi,v;})].

Mg = Ag =

o O O

OO~ O
SO = O = O
OoORr Rk OO
O == OO
=0 O O
SO = OO =
OO OO NN
O = O N
O R = O
oN O = O
— O N ==
o= O OO

Observacidn: Para los grafos simples, ambas matrices son binarias, (Mg € {0,1}"*™, Ag € {0,1}"*"), la matriz de adyacencia
tiene su diagonal principal nula y ademés MgMZ (i,1) = d(v;); para los grafos sin lazos A (i,7) cuenta la cantidad de caminos de
longitud 1 entre v; y v;.

7. (=) Isomorfismo y semejanza. La matriz de adyacencia A (e incidencia M¢) U2 U3 V1 Ug
queda definida salvo isomorfismo, esto es que si se permutan los vértices y aris- G H
tas mediante automorfismos, las filas (columnas) de las correspondientes matri-
ces reflejan las mismas permutaciones: G = H con el isomorfismo definido por
0 :V(G) — V(H) sii la correspondiente matriz de permutacién P € {0, 1}"*"
satisface Ag = P~1Ag P, esto es que Ag, Ag son semejantes (similar). Mostrar
que asi sucede con los G, H representados en la figura.

(% Vg Vg VU3
d(G) = (1,2,3,3) d(H)=(1,2,3,3)

& Resp. parcial. Siendo G, H simples, basta definir 6 : V(G) — V(H) dado por 8(vi) = va4,0(v2) = v1,60(vs) = v2,0(vsa) = vs
que verifica v;v; € E(G) sii 0(v;)0(v;) € E(H),1 < 4,5 < 4, lo que prueba que G = H. La matriz asociada a 6 es la matriz
de permutacién P (matriz que en cada fila y en cada columna tiene exactamente un 1, observar que P se obtiene sencillamente
permutando las filas de la matriz identidad I,, como lo indica la permutacién 6, mientras que P~! se obtiene procediendo del
mismo modo con las columnas de I,,).

Ag = , Ap = , P t=pT= , Ag=P 'AyP

— == O
O O O+
= o O =
O = O =
= o O O
== o o
= O = O
O = =
— o O o
o O O
[N e o]
o= O O
o O = O
o= oo
_ O O O
o O O

Observacion 1. La semejanza de las matrices de adyacencia permite hablar del espectro de un grafo G como el de “su” matriz de
adyacencia, ya que se sabe que el polinomio caracteristico de una matriz es invariante (junto a su rango, nulidad, determinante,
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traza...) en la clase de matrices semejantes. En particular, para el grafo G (y entonces para el grafo H) el polinomio caracteristico
es pa(A\) = det(\, — Ag) = A —4x? —2x+ 1.

Observacion 2. También vale que dos grafos son isomorfos sii sus matrices de incidencia pueden obtenerse una de otra permutando
filas y columnas.

8. (+) Adyacencia y potencias. Si Ag es la matriz de adyacencia del grafo sin lazos G = (V(G), E(G)) de orden n(G) =
|V (G)], probar que el elemento (i, j) de AZ indica el nimero de caminos de longitud ¢ que conectan el vértice v; con el
vértice vj. Pobar que, para grafos simples, A% (i,i) = d(v;) = |T'g(v;)| ;Vale si el grafo no es simple? Dar condiciones
necesarias y suficientes sobre Ag para que G sea conexo. Graficar todos (salvo isomorfismo) los grafos simples con sucesién
d(G) = (2,2,2,2,3,3), determinar su radio, didmetro, centro, periferia, cintura, circunferencia, escribir A¢, ilustrar el
resultado anterior para q¢ = 4.

& Resp. Parcial. De d resulta que n = 6,m = 7 y resultan posibles los cuatro grafos de las figuras, se dan las correspondientes
matrices de adyacencia de tres de ellos. Si se considera la matriz del primer grafo, el elemento A‘f(3, 4) = 4 indica que son cuatro
los caminos de longitud 4 entre los vértices vs, v4: v3 V1 Us U3 V4, U3 Us U1 U3 Vg, U3 V4 V2 Vg V4, U3 Vg Ve V2 V4 |, Cudles son los 7 caminos
de longitud 4 entre vi y v17

V1 V2 V1 V2 U1 V2
G1
V3 V4 U3 V4 U3 V4
Vs V6 Vs V6 Us Ve
r=2,¢=3,9g=3,c=3 r=2,¢=3,9g=4,c=6 r=2,¢=3,9g=3,c=6
00 1 0 1 0 7 2 6 6 6 2 01 1 0 0 0 001 0 0 1 0
00 01 0 1 2 7 6 6 2 6 1 00 1 0 O 1 0 1 1 0 O
{1 0 0 1 1 0 4+ |6 6 13 4 6 6 {1 0 0 1 1 0 o1 0 1 0 1
A=l 11 0 0 1 A"=1s 6 4 13 6 6| 2=]o 1 1 00 1| “=]o 1 00 0 1
1 01 0 0 O 6 2 6 6 T 2 001 0 0 1 1 0 0 0 0 1
01 0 1 0 0 2 6 6 6 2 7 00 0 1 1 0 00 1 1 1 0

Haciendo A = Ag,n = n(G), sea p(q) a la proposicién: A9(i,j) indica la cantidad de caminos de longitud ¢ que comunican
los nodos v;,vj. Se tiene que p(1) se cumple, pues A'(i,5) = A(4,5) es, por definicién de matriz de adyacencia, la cantidad de
aristas (y entonces caminos de longitud 1) entre v; y v;. Ahora se quiere probar que p(q) = p(q + 1), esto es que el nimero de
caminos de longitud ¢ + 1 entre v; y v; es A‘IH(Z',j), supuesto que haya A?(i,7) caminos de longitud ¢ entre esos nodos. Pero
como AT = A9 A, es AT (i, 5) = S0, A%(i, k) A(k, 7); para cualquier k fijo, el producto A%(i, k) A(k, j) es no nulo sii A9(4, k)
y A(k, 7) son no nulos, pero esto indica que hay A?(%, k) caminos de longitud g entre el nodo v; y el nodo vy y hay A(k,j) aristas
entre el nodo vy y el nodo v;: de esta manera hay A?(i, k) A(k,j) caminos de longitud ¢ + 1 entre los nodos v;,v; que pasan por
vk (pues a cada uno de los caminos de v; a vy se le puede anadir una de esas aristas para llegar a v;). Ahora, variando k de 1 an
se recorren y suman todos los caminos de longitud q + 1, contabilizando asf en A97*(4, j) la totalidad de esos caminos.

Para un grafo simple, d(v;), la cantidad de aristas que inciden en v; concide con la cantidad de

H
vecinos de v;, de modo que d(v;) = |Tq(vi)|; por otra parte, AZ(v;,v;) cuenta los caminos de
longitud 2 entre v; y v;, que no son sino los caminos de ida y vuelta con sus vecinos, esto es, la 1).1/—\1).2
cantidad de aristas incidentes en v;, de alli que A% (i,4) = d(v;) = |T'c(v;)]. Si el grafo no es simple ~—_
esto pierde validez: por ejemplo, para el grafo H es I'g(vi) = {v2}, Ag = ((2) g),AQ = (32), de modo ) = (2,2)

que [Tg(vi)] = 1,d(v1) = 2, A%(1,1) = 4.
G(n,m) es conexo sii existe un u — v camino (y entonces un path) para cualquier par u,v € V(G), y la longitud méxima de tales
paths es a lo sumo n—1 (pues d(u,v) < ¢(G) < n—1 jpor qué la segunda desigualdad?: probarla). De este modo, cualesqueira sean
vi,v; € V(Q), existe k € Ny tal que A*(i, ) > 0. Esto esquivale a decir que ZZ;& AF (i, §) debe ser positivo, para todo 1 < i, § < n.
En particular, dado que (I, +A4)" "' = Z;S (";1) A* | resulta que G es conexo sii (I, + A)" ' tiene todos sus elementos positivos.
En el caso en que I,, — A es regular (se admite conocido que (I, — A)f1 =T, +A+ A2+ A% +... ), lo anterior equivale a decir
que (I, — A)~! tiene todos sus elemntos positivos. Resumiendo lo anterior, puede escribirse:

n—1
G es conexo sii Vv, v; € V(G),3k,0 <k <n—1,Vi,5: A"(i,5) > 0sii Vi, j: Y A(i,5) > 0sii Vi, j : (In + A)" 1 (i,5) > 0

k=0
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9. Automorfismo. Un automorfismo en G es un isomorfismo de G en si mismo, y Vo U3
Aut(Q) designa el conjunto de los automorfismos en G. Determinar |Aut(G)|
en los grafos (etiquetados) N, K, Cy, Ppn, Sn, Wy, donde S, es la estrella
(star) y Wy, esla rueda (wheel). En particular, explicitar tales automorfismos
para los grafos S, y Ws. De todos los grafos analizados, jalguno es casi Sy
regular? (Si todos los vértices de G tienen grado §(G), excepto uno de grado
A(G) = 0(G) + 1, el grafo se llama casi regular). Proponer (si existe) un
grafo G(7,m) tal que |Aut(G)| =1

U1

V4

& Resp. parcial. Los automorfismos de Sy: dado que debe preservarse el grado, el vértice v1 debe permanecer fijo, y como los
restantes tres son independientes (esto es, ningin par de ellos es adyacente), cualquier permutacién preserva la adyacencia con
v1, luego hay |Aut(Ss)| = 3! = 6 automorfismos. En la figura se muestran los seis grafos isomorfos al original. Por ejemplo, el
quinto estd dado por la funcién biyectiva 05 : V(Ss) — V(S4) tal que 05(vi) = v1, 05(v2) = v4,05(v3) = v3,05(vs) = v2. El mismo
razonamiento en general lleva a |Aut(S,)| = (n — 1)l,n = 1,2,... (la estrella S, es el grafo en que un vértice de grado n — 1 es
adyacente a los n — 1 restantes, de grado 1).

V2 U3 V2 V4 VU3 V2 V3 V4 V4 V3 V4 V2
V1 V1 V1 VU1 V1 U1
(1) (2) ®3) (4) () (6)
V4 v3 V4 v2 V2 U3
Para el grafo K, (y el Ny, ) cualquier permutacién de sus vértices preserva las adyacencias, de modo que |[Aut(K, )| = |[Aut(N,)| = nl.

Es inmediato que Ci, C> tienen, respectivamente, 1,2 automorfismos; ahora para para C,,n > 3 basta considerar que si u,v son
adyacentes, deberdn serlo también 0(u),8(v) en cualquier automorfismo 6 : V(C,) — V(C,), pero entonces si w es el otro vértice
adyacente a v (es tnico, pues C,, es 2 -regular), 6(w) resultard el otro vértice adyacente a 0(v), y asi siguiendo; en otras palabras, la
asignacion de dos vértices define por completo el automorfismo, y como el primero se puede asignar a n vértices, luego el segundo
solo a dos vértices, hay |Aut(Cy)| = 2n,n = 3,4, ... Es inmediato que P; tiene solo un automorfismo, ahora, para n > 2, en un
u — v path, los inicos vértices de grado 1 son precisamente sus extremos u y v, de modo que un automorfismo debe dejarlos fijos
o intercambiarlos; pero una vez asignados 6(u), 8(v), el automorfismo 6 queda definido completamente (;por qué?), de modo que
|Aut(P,)| =2,n=2,3,...

V2 U3
Los automorfismos de Ws: el vértice v1, inico de grado 4 debe quedar fijo; para O
el resto, asignado uno cualquiera, p.e. v2 a v2, en las asignaciones restantes debe v
preservarse I'(v2) = {v1, vs, vs}, luego solo hay dos posibilidades: o se dejan vs, vs

U2 Vs
u .
fijos (1) o se permutan (2); en cualquier caso, v4 ya es obligado fijo. Como la
asignacién original puede hacerse de cuatro maneras (v2 — v2,v2 — v3,v2 —
v4, V2 — Us), resultan |Aut(Ws)| = 8 automorfismos. O ® O ®
VU3 V4
Vs V4
A,
V2 OR]

V3 V2 V3 V4 Vg U3 V4 Us

.V
Vg Vs V2 Vs Vs V2 V3 (%]

Para la rueda W,,n > 4 (grafo que consta de un ciclo de longitud n — 1, cada uno de cuyos vértices es adyacente a un dnico
vértice (el eje (hub) de la rueda) de grado n — 1, se tiene que Wy = K4 tiene 4! = 24 isomorfismos; si n > 5, razonando como en

Ws (jdetallar, precisar!), resulta |Aut(Wy)| = 2(n — 1),n = 5,6,... La rueda W5 es casi regular (y es la tnica que lo es), el path
P53 = S3 es el unico path y la tnica estrella casi regular (desde luego, ninguno de los regulares Ny, Ky, Cy puede ser casi regular).

El grafo G(7,6) de la siguiente figura es solo es isomorfo a si mismo (es un grafo identidad). Prueba: cualquier automorfismo 6
debe preservar el grado, y como v4 es el inico de grado 3, debe ser 6(v4) = v4; por la misma razén, siendo vi, vz, v7 los Unicos de
grado 1, debe ser O(v1) € {v1,v2,v7} y como v4 es adyacente a vi, debe ser 0(v4) = v4 adyacente a 6(v1), lo que solo es posible
con O(v1) = v1 (pues 6(v1) = v2 0 O(v1) = v7 no son adyacentes a v4).
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10.

11.

12.

Ahora, los tdnicos vértices de grado 2 son ws,vs,vs, de modo que O(vs) € {vs,vs,v6} y siendo vs

° adyacente a v4, debe ser 0(v3) adyacente a 0(vs) = va, esto exige que 0(v3) = vs 0 O(v3) = vs. Pero vg

G es adyacente a un vértice de grado 1 (que es v2), por lo que 6(vs) # vs, luego debe ser 0(vs) = vs. Hasta

aqui, entonces 0(v1) = v1,0(v3s) = v3,0(vs) = v4 y entonces necesariamente, 6(v2) = vz y por la misma

11.2_11.3_11.4_11.5_1;3_1).7 consideracién de grados, §(v7) = v7. Andlogamente se prueba (detallar) que 0(vs) = vs, 0(ve) = v, de
modo que 6 = I,.

(=) Métrica. Probar que la distancia d definida en el conjunto de vértices de un grafo conexo verifica los axiomas
de una métrica, y utilizar la desigualdad triangular para probar que r(G) < ¢(G) < 2r(G). (Radio y didmetro de
Nn7 K’n; Cn7 P’I’La Sn7 Wn?

& Resp. parcial. El axioma (1): Vv € V(G) : d(v,v) = 0, pues el camino trivial v de longitud 0; por otra parte, si para vu,v € V(G)
es d(u,v) = 0, es que hay un camino de longitud 0 entre u y v, pero el tinico camino de longitud 0 es el trivial, de modo que v = v. El
axioma (2): Vu,v € V(G) : d(u,v) = d(v,u), se cumple pues d(u, v) es la longitud de un u — v camino geodésico, que es también un
v —u camino geodésico, y entonces d(v,u) = d(uv). El axioma (3): Vu,v,w € V(G) : d(u, w) < d(u,v) + d(v,w) se cumple pues un
u—v camino de longitud d(u, v) junto a un v —w camino de longitud d(v, w) forma un u—w camino de longitud I = d(u,v)+d(v,u),

y como d(u,w) es la longitud minima entre todos los u — w caminos, en particular, deberd ser a lo sumo [, pero eso es precisamente

que d(u,w) < d(u,v) + d(v,w). Ahora, r(G) Lef min{d(u,v) : u,v € V(G)} < max{d(u,v) : u,v € V(G)} = #(G), lo que prueba

que 7(G) < ¢(G), resta probar que ¢(G) < 2r(G): deben existir u, w tales que d(u,w) = ¢(G) y también un vértice v € C(G), y
dado que G es conexo, hay un v — v camino y un v — w camino, luego por el axioma (3) es d(u,w) < d(u,v) 4+ d(v,w), pero por
definicién de centro, d(u,v) < r(G),d(v,w) < r(G), y entonces queda ¢(G) = d(u,w) < r(G) + r(G) = 2r(G). Algunos radios y
didmetros: r(P,) = [n/2],¢(Pn) =n—1,7(Sn) =1,¢(S») =2,n=1,2,...,

(—) Handshaking lemma. Probar el resultado conocido como HSL (handshaking lemma), esto es que en cualquier grafo G(m,n)
se cumple que >_7_, da(vk) = 2m (la suma de los grados de todos los vértices iguala al doble del tamafio) y dos corolarios: (1)
la cantidad de vértices de grado impar es par, (2) Vg € N : 3 °7_, d& (v) es par. ;Cuédntos vértices puede tener un grafo conexo
simple k-regular de tamano 227

& Resp. Parcial. Cada arista e = uv es contada tanto en el grado de u como en el de v (también si e es un lazo con u = v); de
este modo, cada arista contribuye en dos unidades a la suma de los grados de los vértices sobre los que incide, y entonces las m
aristas contribuyen con 2m a la suma de todos los vértices del grafo. En particular, la suma entonces debe ser par. Si S, T son,
respectivamente, los conjuntos de vértices de grado impar y par, y dado que S+ T = V(G), ST = 0, es:

Z dG(U) = ng(v) + Z dG(U) erfn/

veV(GQ) veS veT
————

par

par

De esta expresién resulta que ) ¢ da(v) debe ser par, y como por definicién dg(v),v € S es impar, resulta que necesariamente ||
es par. Para la tltima parte (sabido que las potencias de un par( impar) son pares (impares), lo que puede probarse por induccién),
la suma Y ;_, d,(vx) tiene un nimero par de sumandos impares (y un nimero cualquiera de sumandos pares), de modo que debe
ser par.

Si el grafo k- regular tiene m = 22 aristas, entonces debe ser kn = 44, de modo que n|44, esto es alguno de los valores 1, 2,4, 11, 22, 44.
Pero n no puede tomar los valores 1,2,4 pues excede la cantidad maxima de aristas que puede admitir un grafo simple de esos
6rdenes (respectivamente 0, 1,6), luego solo cabe analizar los tres valores restantes. El valor n = 44 tampoco es posible, pues
exigiria k = 1, lo que obliga a 22 pares de vértices conectados por sendas aristas sin conexién posible entre pares, por lo que no es
conexo. Si n = 22 debe ser k = 2, lo que es posible con Cs2, que es 2- regular y conexo. Finalmente, también es posible n = 11
(jprobarlo!). Asi que n solo puede tomar el valor 11 o el valor 22.

Observacidn. Como §(G) < d(G) < A(G) siendo d(G) = (1/n(Q)) Z?<G> de(vi) = 2m(GQ)/n(G), resulta que en cualquier grafo
(simple o no) debe ser §(G) < [2m(G)/n(G)] < [2m(G)/n(G)] < A(G). En particular, si el grafo es simple, el méximo grado
para un vértice es n(G) — 1, y se reencuentra la expresion m(G) < n(G)(n(G) — 1)/2.

(+) Sucesion grifica. La sucesién no decreciente de nimeros naturales p = (p1,p2, . .., pn) se llama sucesion grdfica si es la sucesién
de grados de algin grafo simple G(n,m). Analizar si es grifica cada una de las siguientes sucesiones: (a) p = (1,1,2,4,4,4); (b)
q=(1,2,3,4,4). Si no fueran graficas, proponer sendos grafos cuyas sucesiones de grados sean las dadas. Probar, ahora en general,
que la paridad de la sucesién es suficiente para que exista algin grafo que la tenga por su sucesién de grados. Si fuera posible, dar
grafos no isomorfos que ajusten las sucesiones p y q. ;Existe una sucesién grafica sin elementos repetidos?

& Resp. Parcial. Ambas cumplen la condicién necesaria de que la suma es par. (a) d no es grafica. Suponiendo que exista el grafo
simple G = (V(G), E(Q)) tal que d(G) = p, y sea S C V(G) el conjunto formado por los tres vértices de grado 4, y como G es
simple, a lo sumo son tres las aristas de E(G) que pueden tener por extremos un par de vértices en S, esto es, cada vértice de S
debe tener al menos dos aristas concetndo con vértices en V(G) — S. Pero como |S| = 3, hay al menos 6 aristas entre S'y V(G)—S.
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13.

Pero la suma de los grados de los vértices de V(G) — S es 1 +1+2 = 4, que es menor que 6. Esta contradiccién prueba que d no es
grafica. (b) p no es grifica, otra vez, suponiendo que ¢ = d(G) para algtn grafo simple G de 5 vértices y 7 aristas con dos vértices
de grado 4 conectados, cada uno de ellos, con los tres restantes: pero entonces tales tres vértices deben tener grado al menos 2, lo
que no sucede, pues uno de ellos tiene grado 1. La contradiccién prueba que p no es grafica. Estos dos ejemplos muestran que la
paridad de la sucesién no es suficiente para asegurar que sea grafica.

Cuando se elimina la restriccién de que el grafo sea simple, ya pueden U1 V2 Vs U1 V2 Go
construirse grafos que ajusten cada sucesiéon de grados. Para cualquier O OO . O GO

p = (p1,p2,.--,Pn), la condicién necesaria (naturales de suma par) es Gi ®Us
también ahora suficiente, si se permiten lazos. Prueba: se conecta con (XD () ° (X) O/

una arista un apareamiento de vértices de grado impar (lo que siempre va vs Vs va U3

es posible porque su cantidad es par), y los grados remanentes (ya todos d=(1,1,2,4,4,4) =p d=(1,2,3,4,4) =¢q
pares) se completan con | pi/2] lazos en cada vértice vg, k = 1,2,...,n. V1 V2 Vs (G v1 V2 G4
La prueba es constructiva, ya que no solo prueba la existencia, sino COn— o ® ' @)

que a la vez brinda un método para obtener un tal grafo: aplicado ese ®Us
método a las sucesiones dadas, resultan los grafos G1 y G2 de la figura, ® ./

que no son unicos, como lo prueban los grafos Gs y G4, no isomorfos U4 U3 Ve V4 U3
(respectivamente) a los anteriores. d=(1,1,2,4,4,4) = p d=(1,2,3,4,4) = q
Si el grafo es trivial, d = (0) no repite elementos; en todo otro caso, la sucesién

grafica,tiene al menos dos elementos iguales, dado que el grado de un vértice debe ser G H

alg1.'1n nimero del conj.unto {0,1,2,...,n— 1}, de modo que la 1.'1ni§a sucesién ql,le no - v U1 vy 03
repite grados es, precisamente, d = (0,1,2,...,n — 1), lo que indica que un vértice e o pe °

es dominante (el de grado n — 1) que conecta con todos los restantes, lo que hace & ~—"

imposible la presencia de otro vértice aislado (de grado 0). Observacidn. Si se retira
la restriccién de que el grafo sea simple, ya pueden proponerse grafos con lazos (como d(G) = (1,3) d(H) =(1,2,3)
G) o aristas multiples (como H) cuya sucesién de grados no repite elementos.

Complemento. Definir complemento (complement) G’ del grafo simple G = (V(G), E(G)) de :

U1 @ ov
orden n(G) y tamanio m(G), y obtenerlo para el grafo de la figura. Probar que es imposible \ /.v()-

que G y G’ sean ambos disconexos. Probar que las sucesiones grificas de G y G’ (ordenadas G

inversamente) suman la sucesién grafica del completo K,,(gy. Probar que dos grafos son isomorfos /l\
sii sus complementos son isomorfos y que un grafo es regular sii su complemento es regular. ; Cada

vértice central de G es vértice periférico de G’? Determinar todos los paths, estrellas y ciclos
autocomplementarios. d(G) =(1,2,3,3,3,4)

V4@ ® U3

& Resp. Parcial. G' = (V(G'), E(G")) es el grafo simple con V(G')) = V(G) y wv € E(G') sii uwv ¢ E(G) (dos vértices son
adyacentes en G’ sii no son adyacentes en G). Como E(G)E(G') =0, E(G) + E(G') = E(Kn()), es m(G) + m(G') = m(Kyq)) =
(3) y ademés Vv € V(G) : da(v) + der(v) = n(G). Esta tltima igualdad prueba que d(G) + d(G’) = d(Kn(G)) — 1 (sobrentendido
la sucesién del complemento ordenada no creciente). La imposibilidad de que tanto G como G’ sean no conexos: suponiendo G
no conexo, se debe probar que hay un camino entre cualquier par de vértices u y v de G’. Si en G los vértices u y v se hallan en
distintas componentes conexas, entonces no hay una arista uv en G, de modo que en G’ (por definicién de G') se tiene el camino
uv. Si, por el contrario, u y v se encuentran en la misma componente conexa de G, existe un vértice w en otra componente (pues
G es no conexo), y por lo tanto no pertenecen a G las aristas uw ni vw, pero entonces, (otra vez, por definicién de G’) esas aristas
estan en G’, luego existe el camino uwv que conecta u con v en G, de modo que G’ es conexo (de hecho, su didmetro es a lo
sumo 2). Un ismorfismo entre G y H (simples) es una funcién biyectiva 6 : V(G) — V(H) que preserva adyacencias en G (y no
adyacencias, por consiguiente), luego la misma funcién 6 preserva las no adyacencias (y adyacencias) en G’. Si G es k- regular,
como d(G) + d(G') = d(K,(G)) — 1, su complemento resultard n — 1 — k regular.

v1 V2 V2 Vs

En la figura se han distinguido con colores los vértices del centro (azul)
y de la periferia (rojo), y bein puede apreciarse que no se verifica el Ve s o
intercambio de centro y periferia: por ejemplo, el vértice v4 pertenece Vs V6
tanto al centro de G como al centro de G'. La cintura es la misma (3)

, . L . ’ V4 U3 U1 U3
para ambos, no asi su circunferencia cir(G) = 4 # 3 = cir(G").

d(G) =(1,2,3,3,3,4) d(G") = (1,2,2,2,3,4)

Si G es isomorfo a su complemento G’ deben tener el mismo tamafio m(G) = m(G’) y entre ambos sumar el de K,, que es
m(K,) = n(n — 1)/2, debiendo ser entonces m(G) = m(G’) = n(n — 1)/4 y siendo esto un entero y no siendo los nimeros n y
n — 1 ambos pares, debe ser uno de ellos divisible en 4, esto es que o bien n(G) =0 (mod 4) o n(G) =1 (mod 4). La reciproca es
falsa, basta considerar, por ejemplo, C4, cuyo nimero de vértices es multiplo de 4 y sin embargo no es autocomplementario (pues
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14.

C, tiene dos aristas, mientras que Cy tiene cuatro aristas). El grafo trivial (K1 = P1 = Ni) es (trivialmente) autocomplementario;
ahora para n > 1 (se simplifica la notacién n(G) = n si no hay confusién posible), si P, (o Sy) es autocomplementario, debe
ser m(P,) = m(Sn) = n—1 = n(n — 1)/4 de donde necesariamente n = 4, luego los tnicos paths o estrellas que pueden ser
autocomplementarios son Py y Si; en cuanto a Ch,, debe ser m(Cy) = n = n(n —1)/4 de donde n = 5 (recordar, el grafo vacio con
n = 0 fuera de andlisis), de donde el dnico ciclo que puede ser autocomplementario es Cs.

v S v w (Sy) w P, (P2) = P, o
Q O

V1 V1 V2 V3 V4 V2 V4 U1 V3 V2 Vs

O
U V4
Va4 V4 3

d(Ss) = (1,1,1,3)  d((S4)") =(0,2,2,2) d(Py) =(1,1,2,2) d((P1)) =(1,1,2,2) d(Cs) = (2,2,2,2,2) d((Cs)") =(2,2,2,2,2)

Como puede verse en la figura, claramente la estrella S4 no es autocomplementaria (se podia descartarla sin representarla: el vértice
de grado 3 necesariamente tiene grado 0 en el complemento, que deja de ser conexo), mientras que Py y Cs son, efectivamente
autocomplementarios. De hecho son dos de los tres no triviales autocomplementarios mas pequenos (el otro es el conocido toro
(bull)). Los vértices amarillos son tanto centrales como periféricos.

(+)Clases de equivalencia. Dados los grafos Gi1,G2,Gs, G4, Gs, determinar cudntas clases de equivalencia representan por la
relacién de equivalencia G 22 H sii G es isomorfo a H, explicitando los isomorfismos entre los grafos situados en una misma clase
y probando la imposibilidad de establecerlos entre los que se hallan en clases distintas. ; Cudntas clases de equivalencia hay entre
los grafos simples 4-regulares de orden 7?7 ;Cuédntas entre los grafos simples 5-regulares de orden 87 Obtenerlas y graficar sendos
representantes.

& (Resp. Parcial). Dos clases, [G1] = {G1,G2,G5}, [Gs] = {Gs,Ga}:
los tres grafos de la primera clase tienen por complemento un ciclo C
(;cudl?), los dos grafos de la segunda tienen por complemento la unién
disjunta de dos ciclos C'3 y C'4. Hay solo dos clases 4-regulares de orden
7; en cambio, hay tres clases 5-regulares de orden 8, representantes de
dos de ellas se muestran en la figura, que no son isomorfos pues el
complemento de H; es un Cs (jcuél?), mientras que el complemento
de H; son dos ciclos disjuntos Cl.

15. (=) Invariantes. Para cada grafo simple (graph) G = (V(G), E(G)) determinar al menos 10 invariantes, incluyendo entre ellos

el centro y la periferia. Determinar ademas los grafos que resulten isomorfos y los autocomplementarios. Consignar cuales son

regulares.
G1 G " Gs V4 @ Gy Gs Gs G G
10 U3 @——@ U4 | U3 @, ovs | V3@ ovs| VU@ ® U4
V3 (2 |
° o
V3 @ 1).3 Us U5
v ve | v ve | w1 vz | Vg / / \
. ° —e o 'Y o V1 @ ov2 | U1 & ou: |V @ ov2 | U1 @ o U2
U3 Gy 1}.6 G | Gt 1? V@ Giz | 4, Giz o |va Gu vs| 4, Gis gy vy G16 g
o4 vs v Va0~ U5 | s ® Us o—— *—— ——0
.\ v‘ e V3 /. \ / V3 Nfa \13 V6 1% N}ﬁ V3, NG
\ / Y .\ 5 \ / \ U/B. \ .\ / g /—. .\ \ / g .\ / g
v1 v2 |16 oV | V1 @ oV | V1 @ ov2 | V18 ov2 11.1 U°2 v e— ¢V | Vi@ v2
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& (Resp. Parcial). La siguiente tabla muestra algunos invariantes ante isomorfismos, que se obtienen directamente por simple
inspeccién o efectuando cuentas sencillas. El célculo del grado medio d(G) se simplifica mucho con el HSL, ya que siendo la suma
de los grados el doble del tamafio, es d(G) = 2m(G)/n(G)). Los grafos G4 y Gs son isomorfos json iguales!, y no hay otros
isomorfos (jpor qué no lo son Gi13 y G147). Hay cinco grafos regulares: uno 2-regular (G2) y cuatro 3-regular (G4, Gs, G13, G14).

Son completos G2, G4 = Ge.

En la figura que sigue a la tabla, por otra parte, se sigue el cédigo de colores ya utilizado: son amarillos los vértices v que estdn
en la interseccién del centro y periferia (esto es, v € C(G) N P(G)), azules los que solo son centrales (v € C(G) — P(G)), rojos los
que solo son periféricos (v € P(G) — C(G)). No hay, en estos grafos, ningtin vértice v € V(G) : v ¢ (V(G) + P(G))’ (;puede haber
tales vértices en el complemento?

Grafo G1 GQ G3 G4 G5 GG G7 Gs Gg Glo Gll G12 G13 G14 GV15 CTY16
n(G) 3 3 4 4 4 4 5 5 5 6 6 6 6 6 6 6
m(G) 1 3 4 6 5 6 7 5 9 6 9 7 9 9 12 10
G o[ 213213 2 1 3 1 2 1 3 3 2 3
dG) [ 2/31 2 | 2|3 |5/2 3 [14/5] 2 [18/5] 2 3 [ 7/3] 3 3 4 [10/3
A(G) 1 2 3 3 3 3 3 4 4 5 4 4 3 3 5 4
r(Q) 00 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2 1 2
o(G) 00 1 2 1 2 1 2 2 2 2 2 3 2 2 2 2
9(G) 0o 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 4 3 3 3
cir(G) | oo 3 3 3 4 4 4 3 5 3 5 3 6 6 6 6
G1 V4 [en Gs Ge G~ Gs
V3 V4 | V3 V4 | V3 V4 | U3 V4
U3
o U5
U3
(% V2 V1 V2
o——O V1 v2 | V1 v2 | V1 v2 | U1 v2
CEREN Vg G2 V4 U5 Vg Gie U5
V. Vs Vs s
4 5 V3 Ve | V3, U6
U3
U1 U2 U1 V2 U1 U2 U1 V2

16. (=) Complemento. Graficar, para cada uno de los 16 grafos del ejercicio anterior, su grafo complementario G’, mostrar que tanto
G como G’ pueden ser conexos.

& Resp. Parcial. Tanto Gi12 como G, son conexos; por otra parte, para Giz resulté (ordenado no decreciente) d(Gi2) =
(1,2,2,2,3,4), mientras que para G, es d(G13) = (4,3,3,3,2,1), siendo asi d(Gi2) + d(G12) = (5,5,5,5,5,5) = d(Ks). Lo
mismo se ve en, por ejemplo, G13, para el que d(G13) = (3,3,3,3,3,3), con d(G'3) = (2,2,2,2,2,2) En las figuras se muestran
los complementarios. Se advierte que el isomorfismo original entre G4, G se preserva en sus complementarios G, Gg. También se
observa que el grafo 2-regular G tiene un complemento G5 que es O-regular, que los grafos 4-regular G4, G tienen complementos
O-regular G, G§ y que los grafos 3-regular G13, G14 tienen complementos 2-regular G5, G74 (en general, si un grafo de orden n es
k-regular, su complemento es n — k — 1 regular como se probé anteriormente).

G el " G% 10 G G% Gg aL Gg
4 v3 ov4 [v30 Ov4 | U3 v4 | V3 N
U3 U3
o Us
o 1?3 o
v ve | v ve | vi/ V3 \we |v1 V2 v
(e} (e [e) (e} V10 V2 | V10 QU2 | V1 V2 | V1 V2
!
v / v / ! / / /
3 Gy e U6 12| o, Giz opy |va 14 Us| g, Gis gy ve Gi6 vy
v4 Us | v U5
Va4 Vs
V3 Ve U3 V6 | VU3 Ve
U3 Ve
10 Qv2 U1 v2 | V1 v2 | U1 V2 o1 va U1 QU2 U1 V2
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17.

18.

(4+) Tres operaciones binarias bdsicas.c Dados los grafos simples G = (V(G), E(G)),H = (V(H), E(H)) se define la unidn disjunta
(disjoint union) G+ H = (V(G+ H),E(G+ H)),V(G+ H) =V(G)+ V(H),E(G+ H) = E(G) + E(H), el ensamble (join)
G+H = (V(GxH),E(GxH)),V(G+xH)=V(G)+V(H),E(GxH) = E(G)+EH)+{uw :u € G,v € H} y el producto cartesiano
(cartesian product) G x H = (V(G x H),E(G x H)),V(G x H) = V(G) x V(H), (u1,u2)(vi,v2) € E(G x H) sii(u1 = v1,usv2 €
E(H)) o (u2 = vz2,u1v1 € E(V)). Determinar el orden y tamano de cada uno y en particular representar P> + Ps, P> * P3, P» X Ps.
LQuées K1 xC,7 (Qué es Ko x Ko7 ; Qué operacidn produce la estrella S,, 7 Representar el grafo S = C4 X Ps3, determinar su centro
y periferia y comprobar las relaciones de orden y tamano. Escribir * mediante sumas y complementos.

& Resp. Parcial. De las mismas definiciones es inmediato que n(G + H) = u1vs u2v3
n(G@)+n(H),m(G+H) =m(G)+m(H),n(GxH) =n(G)+n(H),m(GxH) =
m(G)+m(H)+n(G)n(H),n(Gx H) = n(G)n(H),m(G x H) = n(G)m(H) +
n(H)m(G). En cuanto a P, + Ps, es el grafo disconexo con dos componentes
conexas: P> y P3, mientras que P> X P3 es la cuadricula (grilla (grid)) que
se designa como G23. En cuanto a K; * Cy, es la rueda W, 41, mientras que
Ko x K5 es Ky4. La estrella es S, = N1 % N,,—1. La representacion del producto
cartesiano C4 X Ps3, con V(C4) = {u1,u2,us, ua}, V(P3) = {v1,v2,v : 3} tiene
simplificada la notacién de los pares ordenados que representan los vértices:
se ha puesto u;v; en lugar de (u;,v;). Puede verse que S(12,20), verificindose
12 =4x3,20 = 4x2+3x4. Los vértices centrales estan indicados en color azul
(de excentricidad 3), rojo los periféricos (de excentricidad 4). Considerando la
definicién se llega a G H = (G' + H')'. Uqv3 u3v3

Observacidn. El producto cartesiano entre grafos es solo uno de los 256 productos que pueden definirse (segiin cémo se definan
vértices y adyacencias); la suma (unién disjunta) sobrentiende que los vértices son conjuntos disjuntos (tanto si son etiquetados
o no). Las operaciones se entienden entre clases de grafos representantes salvo isomorfismos. Para el producto cartesiano por si
mismo no se utiliza la notacién de “cuadrado”, que se reserva para la potenciacién de grafos (a veces suele escribirse G x G = G*?).
El grafo Cy x P3 = Wy3 es de la familia web graph W, 4 = Cp x P, consistente en g copias concéntricas de C}, con los vértices
correspondientes conectados por aristas formando la telarana; en el caso particular de ¢ = 2, el grafo C}, x P se llama p-prisma
(p-prism), para p = 3 se llama prisma triangular, para p = 4 el cubo, p = 5 el prisma pentagonal...

(=) Operaciones de eliminacion y decks. Dado el grafo G = (V(G), E(G),%a), y un vértice
v € V(G) (una arista e € E(G)), definir las operaciones eliminacion de vértice (vertex deletion)
y eliminacion de arista (edge deletion) y sus efectos sobre las matrices de adyacencia e incidencia.
Tlustrar estas operaciones en el grafo G de Petersen. Definir deck D(G) y edge-deck £(G) y hallar
el deck del grafo simple H con d(H) = (1,2, 2, 3) (grafo llamado pedn (pawn)). El proceso inverso,
de hallar un G a partir de D(G) se llama reconstruccién (reconstruction) y si toda reconstruccién
devuelve un grafo isomorfo a G, se dice que G es reconstruible (reconstructible): mostrar que Ko
no lo es. Petersen graph

& Resp. Parcial. El subgrafo G — v se obtiene eliminando de G el vértice v junto con todas las aristas incidentes en v, mientras
que G — e se obtiene eliminando e, dejando sin alterar el conjunto V(G). Precisando: llamando S al conjunto de aristas que
incide en v es V(G —v) = V(G) — {v}, E(G —v) = E(G) — S, siendo ¥a_, la resticcién de ¢¢ a E(G — v); por otra parte,
V(G—-e) =V(Q),E(G —e) = E(G) — {e}, con g_. la restriccién de ¢ a E(G — e). Los cuatro ultimos grafos de la figura
constituyen D(H) = {Cs, K1+ P>, Ps, P3} el deck de H. Por otra parte, K> no es reconstruible, ver que D(K32) 22 D(N3), no siendo
Ny isomorfo a K3. En el grafo de Petersen es § G — v10 2 G — v17

V1 U1 U1 V1
()
vy| PAWN V2
V3 V2 V2
V3 V4 v3 V4 V4 V4 v3
H H— 1 H — vy H —vs3 H — vy
Si se considera la numeracién de vértices vi,va, ..., Un, la eliminacién de la arista v; v; elimina la correspondiente columna de la

matriz de incidencia, mientras que disminuye en uno el valor original de la matriz de adyacencia en las posiciones simétricas (3, j)
v (4,4). La eliminacién del vértice v; elimina la fila ¢ de la matriz de incidencia a la vez que las columnas de cada arista incidente
en v;. En la matriz de adyacencia elimina la fila ¢ y la columna i sin afectar al resto de la matriz de adyacencia original. Para el
caso de grafos simples puede decirse que n(G —v) = n(G) — 1, m(G — v) = m(G) — d(v),n(G — e) = n(G),m(G — e) = m(G) — 1.
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19.

20.

21.

(=) Dado el grafo G con vértices no adyacentes u, v, se define el grafo G + e, donde e = uv siendo V(G +¢€) = V(G), E(G +¢e) =
E(G) + {e}. Mostrar que las operaciones de eliminacién (suma) de vértice o arista en grafos tales como Cs, K4 es independiente
del vértice o arista que se considere (y en tal caso, se escribe, por ejemplo, K4 — e para designar al inico (salvo isomorfismo) grafo
diamante (diamond) que resulta, sin necesidad de indentificar la arista eliminada).

& Resp. Parcial. La figura muestra las operaciones pedidas; asegurarse de ver que, por ejemplo, cualquiera sea e, el grafo Cs + ¢ es
isomorfo al representado, de mismo modo que cualquiera sea v es K4 — v isomorfo a Cs y que Cs — e = P5,C5 — v =2 Py, etcétera.
Observar que no sucede lo mismo con los vértices del pedn.

Observacion. En lugar de escribir Cs —e = Ps, Cs —v 22 P suele escribirse Cs —e = Ps, Cs — v = P4, sobrentendiéndose la igualdad
salvo isomorfismo.

ORUAGRw RS I

Cs —v Cs—e Cs+e Ky Ky—e Ky —wv

(=) Potencias de un grafo. Definir la potencia k-ésima G* del grafo simple G, para k € N. U3 V2
Determinar las potencias del grafo Cs de la figura; escribir C# utilizando sumas y complementos.

Determinar el cuadrado de Cs y de Pi. Determinar el didmetro del cuadrado de P,. ;Cudl es V4 1
la minima potencia k para la que cualquier grafo conexo G de orden n cumpla G* = K,,. ;Se
cumple que (G?)? = GP*9? Si u,v son vértices de G de orden n que se hallan a distancia a, ja
qué distancia se encuentran en G2 ;Y a qué distancia se encuentran en G*, para k = 1,2,...?
(Es (G+ H)? =G*+ H*? Cs

U5 Ve

& Resp. Parcial. El grafo G* tiene V(G*) = V(G),uv € E(G*) sii dg(u,v) < k,u # v; en

particular G* = G. Resulta que C¢ = (3P2)',C8 = K5, P; = Ks,$(P?) = |n/2]. La minima v3 V2
potencia (probarlo) es ¢(G). Es falso (probarlo) que (G?)? = GP*9 (en cambio, si vale (GP)? =

GP?). Considerar primero k = 2 y ver que dg2(u,v) = [a/2], y luego probar que dg (u,v) = V4 vy
[a/k]. El grafo CZ es de la familia p-cocktail graph (los 2p = 6 vértices representan p = 3
parejas en un coktail, las adyacencias cuentan los estrechamientos de manos, que se producen
entre todos, excepto con la propia pareja: se identifica en la figura con el mismo color a cada
pareja). C& = K¢, k > 3. Sobrentendiendo unién disjunta, vale la igualdad (G + H)? = G* + H? Ci = (3P)
(en otro caso, solo vale la inclusién (G + H)? D G* + H?).

Vs Ve

(+) Bipartito, k-partito. Definir grafo bipartito G(Vi,V2) y bipartito completo Kp. q,
0,
b

mostrar que el grafo de la figura es bipartito y dar cuatro invariantes suyos; graficar el a\c d /
— @,
e I/ .\ & 7

bipartito completo K3 3. Probar que un grafo es bipartito sii carece de ciclos impares.
g

(book). Definir las coronas (crown graphs) determinando su cintura y graficar la 8-
corona. Analizar el tipo de k-particién en un grafo de Petersen, en un web graph y en
el cubo (cube) Qp.

Definir grafo k-partito y k-partito completo Kn, no,...,n,, graficar el tripartito Kz 2,2, ‘
el libro triangular (triangular book) triangular de cinco paginas Ki,1,5 y el 3-libro .\j/. k/

m

{ ]

—

& Resp. Parcial. Se dice que G = (V(G),E(G),v¥g) es bipartito (bipartite
graph=bigraph) si existen dos conjuntos disjuntos Vi y Vs tales que V(G) = V1 U V>
y toda arista de E(G) une un vértice de V4 con un vértice de Va. El grafo es bipartito
completo (complete bipartite) si, siendo bipartito, para todo u € Vi,v € Vs existe
e € E(G) : Yg(e) = {u,v}, y si p=|Vi|,q = |V2|, se denota con K, . En general, se
escribe G(V1, V) y se dice que Vi, V2 es una biparticion (bipartition) de V(G), siendo
Vi, Va sus partes (parts). El grafo dado es bipartito G(Vi, V2), Vi = {a,d, f, 9,4, k, 1}
rG) = 3,6(G) = 4, ¢(G) = 4, cir(G) = 12 (amarillos), Vo = {b, ¢, e, h,j,m} (rojos), cumpliendo cada arista del grafo tener por
extremos vértices no pertenecientes a un mismo conjunto de la particion.

El grafo G es k-partito (k-partite) si V(G) puede particionarse en k subconjuntos (partes) Vi, Va,..., Vi de modo que ninguna
arista tenga sus extremos en la misma parte; es k-partito completo si, siendo k-partito, dos cualesquiera vértices de partes distintas
son adyacentes, y se escribe Kn, no,...n;, con n; = |Vi|,i = 1,2,..., k. De estas definiciones se tiene de manera inmediata que
Ky = P2, K10 = Snt1, K22 = Cy.

Si G(Vi, V) es bipartito, cualquier ciclo vivs2 - - - vpv1, con v1 € Vi debe alternar vértices en cada parte (de modo que los subindicados
impares estdn en Vi, los subindicados pares en V), y entonces la longitud del ciclo es par, al haber la misma cantidad de vértices
en cada parte. Para la reciproca, se supone que G es conexo y carece de ciclos impares, y tomando un cualquier vi € V(G),
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definiendo V4 = {z € V(G) : d(v1,x) es par}, Vo = V(G) — V4, se tiene que V1Vo = 0, V4 + Vo = V(G) y y se quiere probar que
toda arista une un vértice de Vi con un vértice de Va; si se supone lo contrario, que existe una arista wv con v y v en Vi, por
definicién de Vi hay un vi — u path de longitud par y un v — v1 path de longitud par, por lo que hay un ciclo v1 — uv — v1 de
ilongitud impar!, contradiccién que prueba que no puede existir una arista con extremos en Vi (Si G no fuera conexo, vale esta
misma prueba, aplicada a cada componente conexa de G, lo que completa la prueba de la reciproca, considerando que un grafo es
bipartito sii cada componente es bipartita).

U1
V4

V2

U3

V2

&

Ve V2

U1

U2 V3
V4
V4 V1
us
1 U Us

K229 = N2 x Na * Na K3,3 = N3 * N3

,}&

=54 X Py

Petersen 8-corona Ki,1,5 = K2 % Ns

El libro triangular (triangular book) de p pdginas triangulares es el tripartito K1,1,, =
K5 % N, (las paginas comparten una arista, el “lomo” del libro); una 2p-corona es un
grafo bipartito G(Ui, V2) de 2p vértices, Ur = {u1,u2,...,up}, Vo = {v1,v2,...,0p}
con E(G) = {uiv;,i # j}. El p-book de p péginas es el grafo bipartito de 2(p 4+ 1)
vértices definido por B(p) = Sp+1 X P2 (aquf las pdginas que comparten una arista
son rectangulares). El grafo de Petersen es tripartito (ver figura), el web graph Wy 4 =

Ws,2=Cs5 X P2 Cp X Py es bipartito (tripartito) con p par (impar): probar estas afirmaciones.

El cubo (cube) Qp = K * es el grafo simple cuyos vértices son las cadenas binarias de longitud p que son adyacentes sii su distancia
de Hamming es 1. De esta definicién resulta (jprobarlo!) que es un grafo simple conexo bipartito p-regular de 27 vértices, p 2P~
aristas, de radio y didmetro p, cintura 4 y circunferencia 2P (con p > 2). Alternativamente, puede definirse @, como el grafo
que tiene por vértices los subconjuntos de un conjunto de p elementos, siendo dos vértices adyacentes sii la diferencia simétrica
de los correspondientes conjuntos es un conjunto unitario (probar que esta definicién produce un grafo ismorfo al de la primera
definicién).

La prueba de que es bipartito: un vértice es par o impar segin lo sea la cantidad de 1 de su etiqueta
(en la figura, los rojos son pares, los amarillos impares), y llamando V1, V2 a los conjuntos que los
agrupan es V(Qp) = Vi + Vo, V1 V2 = 0; cada arista de Q) tiene (por definicién) un vértice par y un
vértice impar por extremos, de modo que ninguna arista tiene por extremos la misma parte, lo que
concluye la prueba de que Qp es un bigraph G(V1, V2). Como la cadena que etiqueta los vértices es
binaria de longitud p, resulta n(Q,) = 27; ademés Yv € V(Q,) : |I'(v)] = p (cada vecino de v se
obtiene permutando uno de los p digitos), luego es p-regular, y entonces la suma de sus grados es
p2P = 2m(Q,), de donde m(Q,) = p2F~".

010Q

Q3:K2><K2><K2

Observacidn. El cubo Q es un un subgrafo de Qp, para k = 0,1,...,p; por ejemplo, para el Q3 hay ocho (los vértices) subgrafos

Qo, doce (las aristas) subgrafos Q1, seis (los C4) subgrafos 2, uno (el mismo Q3) subgrafo Q3. En general, hay ( ) 2P~F subgrafos
Qr de Qp. {Cuantos cubos son subgrafos de un p-cubo?
vy
22. Clique, anticlique. Definir clan (clique), conjunto independiente (anticlique),
nidmero de clique, nimero de independencia de un grafo G = (V(G), E(G),¥a) Go
y determinarlos para cada uno de los grafos de la figura y de sus cor- v2
respondientes complementos. El nimero de clique se designa con w(G),
el nimero de independencia con a(G). Calcular o y w para los grafos:
Ky, Pn,Ch,Sny Wi, Nny Kpq, Pp X Py, Qp, P2 x Cp, Petersen.
v3 V4
& Resp. Parcial. S C V(G) es un clan (cliqgue) de G sii dos cualesquiera vértices de S son vecinos (y entonces el subgrafo inducido
por S es un completo); S C V(G) es un conjunto independiente (anticlique) de G sii dos cualesquiera vértices de S no son
vecinos. Un clique (anticlique) es maximal si no es subconjunto propio de otro clique (anticlique); es méximo si no existe otro
clique (anticlique) H tal que |H| > |S|. El cardinal de un clique (anticlique) méximo es el nimero de clique w(G) (numero de
independencia a(Q)).
Para G se tiene que solo dos vértices (v2 y vs) tienen grado 3, restando cuatro vértices, de modo que ningin subgrafo puede
alcanzar a ser K5 (pues no son suficientes los vértices de grado mayor o igual a cuatro); por otra parte K4 es un subgrafo (hay tres
de ellos, uno es el formado por los vértices rojos V(K4) = {v1,vs,va,v6}, E(K4) = {v1vs, v1v4, V106, V304, V306, Va0 } ), de donde
w(G1) = 4; por otra parte, puesto que dos vértices (vi y vg) son adyacentes a todos los restantes, cualquier anticlique que contenga
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24.

a uno de ellos solo puede tener un vértice; elimindndolos queda G1 — {v1,v6} = Py en el que el méximo cardinal de un conjunto
independiente es 2 (y hay tres de estos conjuntos: {vs,va}, {vs,vs} y el amarillo {v2, vs5}), de donde a(G1) = 2. En total, G, tiene
6 cliques de cardinal 1 (los vértices), 12 = |¢a, (F(G1))| cliques de cardinal 2, 8 cliques de cardinal 3, y 3 cliques de cardinal 4.
En G2 los cliques maximales son {v2,vs,va}, {v1,v2} (como el primero es maximo, w(G2) = 3) y los anticliques maximales son
{v2}, {v1,v4} y el amarillo {v1,vs}, siendo los dos tltimos también méximos (;Por qué no estdn en esta lista {v1} ni {v3} ni {va}7?),
y entonces es a(G2) = 2.

1 v1 De las definiciones, es inmediato que S es un clique (anticlique) del grafo simple G sii
] S es un anticlique (clique) de G’, de modo que, en particular, a(G) = w(G"),w(G) =
a(G"), 1o que se observa en el ejemplo: a(G]) = 4 (los vértices rojos constituyen
v4 V2 vs U3 ° un anticlique de este cardinal en GY), w(G}) = 2,a(G%) = 3,w(G%) = 2. Ademss
Vo (probarlo) es a(Ky) = 1,w(Kn) = n,a(Pn) = [n/2],w(Pr) = min{2,n},a(S,) =
G o max{l,n — 1},w(Sn) = min{2,n},a(Cr) = [n/2],w(Cn) = 2sin > 3,3sin =
) 2 3,w(Wy) =4sin =4,3sin > 4,a(N,) = n,a(Kp,q) = max{p,q},a(P, x Pp) =
v6 v3 V4 [p?/2],0(Qp) = 2P71, (P2 x Cp) = 2|p/2](p > 3), a(Petersen) = 4.

Independencia y cubrimiento (vértices). Definir cubrimiento de vértices (ver-
tex cover), nimero de cubrimiento de vértices (vertex cover number) de un
grafo G = (V(G), E(G), %) y determinarlos para cada uno de los grafos de
la figura (Petersen y Wg). El nimero de cubrimiento de vértices se designa
con B(G): probar que a(G) + B(G) = n(G). Calcular 5(G) para los grafos:
K, Pn,CnySnyWh, Nn, Kp g, Py X Py, Qp, P2 X Cy.

& Resp. Parcial. S C V(G) es un cubrimiento de vértices (vertex cover) de G sii Ve € E(G),va(e) = {u,v} :u € SVoveS, esto
es que cualquier arista de G debe tener al menos un extremo en S. Un cubrimiento S es minimal sii ningin subconjunto propio
es un cubrimiento; es minimo si no hay otro cubrimiento H tal que |H| < |S|. El cardinal de un cubrimiento minimo es el nimero
de cubrimiento de vértices (vertex cover number) 5(G). Se tiene que S C V(G) es un conjunto independiente de G sii V(G) — S es
un cubrimiento de vértices (pues S es independiente sii no hay dos vértices de S vecinos, de modo que cualquier arista e € E(G)
debe tener al menos un extremo en V(G) — S, y esto es precisamente decir que V(G) — S es un cubrimiento de vértices de G).
De aqui resulta que a(G) + B(G) = n(G); la prueba: siendo S es un anticlique maximo (i. e. |S| = a(G)), el conjunto V(G) — S
es un cubrimiento de cardinal n(G) — a(G) y entonces B(G) < n(G) — a(G); por otra parte, si H es un cubrimiento minimo (i. e.
|H| = B(Q)), el conjunto V(G) — H es un anticlique méximo y entonces n(G) — B(G) < a(G). Puestas juntas estas dos condiciones
dicen que n(G) < a(G) + B(G) < n(G) de donde o(G) + S(G) = n(G).

La figura muestra cubrimientos minimos (rojo) y entonces sus complementos (amarillo) son anticliques méximos , de modo que
a(Petersen) = 4, B(Petersen) = 6,a(Ws) = 2, 3(Ws) = 4 (probar que son cubrimientos minimos). Para responder el 8(G) del
listado se puede, naturalmente, hacer la cuenta 8(G) = n(G) — a(G), pero es recomendable alcanzar ese nimero por un argumento
auténomo que pruebe, por ejemplo, que B(K,, ) = min{p, ¢}.

Observacion. Por definicién, todo cubrimiento minimo es, necesariamente,

vl vl v1 minimal, pero el reciproco es falso, como muestran las tres figuras: la
primera muestra un cubrimiento que no es minimal (jpor qué?), la segunda
s v U5 s v U5 s v U5 un cubrimiento S = {v1, v2, V3, v4, v5 } minimal, (suprimiendo cualquiera de

sus vértices ya no es un cubrimiento); sin embargo, no es minimo, ya que
la tercera figura muestra que S1 = {v4,v6} es un cubrimiento de cardinal
v3 V4 v3 V4 vg V4 B(G) = 2 (y es minimo, ya que un cubrimiento de cardinal 1 exigirfa un
vértice de grado 6 que incida sobre las 6 aristas; tal vértice no existe, pues
d(G)=(1,1,1,2,2,5)).

cubrimiento minimal minimo

(+) Dominacidon (domination) (de vértices). Definir Conjunto dominante vy
(dominating set) y fuertemente dominante (strongly dominating) de un grafo b

G = (V(G),E(GQ),vq) y los correspondientes nimero dominante (dominant G2
number) v(G),vs(G), e ilustrar las definiciones para los grafos G1 y G2 de la

figura. jIndependencia y dominacién son equivalentes? ;Dominacién y cubrim- v @—————@Us
iento de vértices son equivalentes? Determinar conjuntos dominantes minimos V6

y cubrimientos de vértices maximos del grafo simple G3 cuyos vértices son las o,
diagonales de un hexagono regular y cuyas aristas conectan las diagonales que v3 e \. v4

se cruzan.
& Resp. Parcial. S C V(G) es un conjunto dominante (dominant set) de G sii I'¢[S] = V(G) (todo vértice que no estd en S tiene
un vecino en S); es fuertemente dominante sii I'q(S) = V(G) (todos los vértices tienen un vecino en S). El conjunto dominante
S es minimal sii ningiin subconjunto propio es dominante, mientras que es minimo si no hay otro conjunto dominante H tal que
|H| > |S|. El cardinal de un conjunto dominante minimo es el nimero dominante (dominating number) v(G), y el de un conjunto
fuertemente dominante minimo es vs(G). Por definicién, entonces, v(G) < vs(G).
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/. /. La figura muestra tres conjuntos dominantes del grafo de Petersen: el de
< * ° © \/ \/ vértices amarillos es minimal pero no fuertemente dominante, el de vértices
.;g §i\o o o rojos es fuertemente dominante minimo y el de los azules es minimo (probar
\ / \ \ o estas afirmaciones). Observar que los conjuntos que definen los nimeros de
Y e ./ ./ dominancia no son unicos; por ejemplo, un conjunto dominante minimo
el s(G) = 4 1@ =3 distinto del azul S = {v4,v,v7} es H = {va, vg, v10}.
U1 v1 U1
Se observa que los conjuntos dominantes pueden o no ser anticliques: los conjuntos o
de vértices amarillos y azules son independientes, en tanto que los de vértices rojos /
no lo son (mds atn, en G2 el conjunto T' = {v4,vs5} es un clique). No obstante, s ovs U268 vs U2 s
vale que un anticlique es dominante sii es un anticlique maximal (probarlo), como U6 | 1].6 ve
puede apreciarse en las figuras: los conjuntos amarillos y azules son anticliques O\|
maximales. v3 ovy V3@ Ve 3@ va
minimal 7s(G) =2 YG)=2

Para G3, se muestran dos conjuntos dominantes minimales (que también son minimos:
probarlo) de vértices amarillos (observar que también son anticliques maximales) y dos
cubrimientos minimales (que también son minimos: probarlo) de vértices rojos; de esto
resulta que a(Gs) = v(G3) = 3,3(Gs) = 6. Este grafo tiene la propiedad de que todos
sus anticliques maximales tienen el mismo cardinal (en este caso 3), propiedad que no
tiene, por ejemplo, el grafo de Petersen ;Hay ciclos con esa propiedad? ;Hay bipartitos
completos con esa propiedad?

(+) Apareamiento y cubrimiento (matching, edge cover) (aristas). Definir cubrim- “ U.l

iento de aristas (edge cover), nimero de cubrimiento de aristas (edge cover number),
conjunto independiente de aristas (matching), nimero de matching (matching num- G1 G2
ber) de un grafo G = (V(G), E(G), %) y determinarlos para los grafos G1,G2. El
ntimero de matching se designa con o/(G) y el de cubrimiento de aristas se des- Vo —— @Us Y
igna con B'(G): probar que para cualquier grafo simple que admita ambos conjuntos v
o/ (G) + B'(G) = n(G). Definir matching perfecto (perfect matching), y probar que o
G1 y el grafo de Petersen admiten un matching perfecto (mostrar que el grafo de \
4 V3 @——0 V4

Petersen admite exactamente 6 matching perfectos). V3 @Q——————— @V

6
V2 0—O——O U5

& Resp. Parcial. El subconjunto S C E(G) es un conjunto independiente de aristas (matching) de G sii no existe un par de
aristas de S vecinas. Un matching S es mazimal sii no es subconjunto propio de otro matching, y es mdzimo si no hay otro
matching H tal que |H| > |S|; el cardinal de un matching méximo es el mimero de matching (matching number) o’ (G). Un
matching es perfecto sii es también un cubrimiento de aristas. S C E(G) es un cubrimiento de aristas (edge cover) de G sii
Vu € V(G),3e € S : Ya(e) = {u,v}, esto es que cualquier vértice de G incide en alguna arista de S. Un cubrimiento S es minimal
sii ningtin subconjunto propio es un cubrimiento, y es minimo si no hay otro cubrimiento H tal que |H| < |S|; el cardinal de un
cubrimiento minimo es el nimero de cubrimiento de aristas (edge cover number) B'(G).

Observacion. Con anticliques y cubrimientos de vértices vale que S es un anticlique sii V(G) — S
° ® e ©s un cubrimiento (de vértices), de donde resulté bastante directo que a(G) + B(G) = n(G); en
el caso de aristas, en cambio, es falso que S sea un matching sii E(G) — S es un cubrimiento (de
\ / aristas), como puede verse en la figura: el complemento del matching rojo es el conjunto de aristas
v.1 v.s 1:1 U. ® ® azules que no es un cubrimiento (no cubre a v1); tampoco el complemento del cubrimiento verde,
| conjunto de aristas amarillas, es un matching de G (pues son vecinas). De aqui resulta previsible

que la prueba de que o (G) 4+ 8'(G) = n(G) vaya a ser més ardua.

v2 v3 V2 v3
]

red matching green cover

La prueba de que o/ (G) + '(G) = n(G). Lo primero, el grafo G no tiene vértices aislados (pues en tal caso no existe un cubrimiento
de aristas), esto es 6(G) > 0). Si se empieza por un matching méximo S (y entonces de cardinal o’(G)) el conjunto H de vértices
que no son extremos de una arista de S debe ser un anticlique (puesto que S es méaximo: si H tuviese vértices adyacentes, la
correspondiente arista podria afiadirse a S y se tendrfa un matching mayor) de cardinal |H| = n(G) — 2a/(G); escogiendo de
cada uno de estos vértices una arista (lo que siempre es posible, ya que ninguno es aislado) se forma el conjunto 7', disjunto con
S que, anadido a S, es un cubrimiento de aristas (ya no quedan vértices no incidentes) y su cardinal es |[S + T| = |S|+ |T| =
o (G)+n(G)—2d'(GQ) = n(G) —a(G) > B'(G), con la tltima desigualdad por definicién de B'(G), de donde o/ (G) + B’ (G) < n(G).
Si en cambio se empieza por un cubrimiento de aristas minimo S (y entonces de cardinal 3'(G)), el subgrafo H inducido por S tiene
(en H) un matching maximo M y entonces el conjunto W de vértices que no inciden sobre alguna arista de M es independiente (¢ por
qué?) de donde |S| — | M| =|S — M| > |W| = n(G) — 2| M| que equivale a |M| + |S| > n(G) y dado que o/ (G) > |M|, 8'(G) = |9|,
queda o/ (G) + B'(G) > |M| +|S| > n(G). Puestas las desigualdades juntas es n(G) < o/(G) + 8'(G) < n(G) de donde lo que se
querfa probar: o’ (G) + ' (G) = n(G).
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@ U1 @ V1 @ U1
Un matching méximo y a la vez cubrimiento de aristas minimo (y entonces un / \ \ /
. . / -
m,atchlng perfecto) de G se m.uestra en rojo en la figura, de. mpdo que o (Gh) = o v 18— eus v 8 e U5
B'(G1) = 3; en verde, un matching maximal que no es un cubrimiento de aristas, en . .5 .6
azul, un cubrimiento de aristas que no es un matching (probar estas afirmaciones). AN AN
U3 @ ®V4 V3@ @ V4 VU3 @ @ V4
ou! eu! [ X1 _ _ . . .
va | vs vs G2 no admite un matching perfecto; el matching rojo es méximo (y en-
V6 Vg V6 . . .
._. *—o—o *—o—o0 tonces o’ (G2) = 2), el matching verde es maximal, y en color azul se tiene
un cubrimiento de aristas minimo (luego 8'(G2) = 4). Probar estas afir-
v3 v4 v3 V4 v3 V4 maciones.
o—0 o—0

Se muestran (en rojo) 6 apareamientos perfectos del grafo de Petersen (para afirmar que son exactamente 6 debe probarse que no
hay otros). Los invariantes entonces para el grafo de Petersen son o/ = 8’ = 5. El conjunto de aristas amarillas es un cubrimiento
de aristas minimal que no es minimo.

[} o 0 o 0 o 0 [ JE o 0 o o

./ \. ./ \. ./ \. ./ \. ./ \. ./ \. ./ { ]
(=) Molinos y abanicos. El molino (Windmill), definido por Wd(p, q) = ¢Kp—1 * K1 (con p,q > 2) ? 0%
consiste de g copias de K, compartiendo un vértice dominante; el abanico (fan) se define por V4 @ X3t
F(p,q) = Np * P,. Graficar algunos miembros de estas familias, mostrar la superposicién con otras \\ .//
familias para valores particulares de p, ¢, y determinar algunos invariantes. Los molinos Wd(3, q) se 9
llaman “de la amistad” (ilustran un teorema de Erdés: si cada par de personas comparte exactamente vs .// \\. vs
un amigo en comun, debe haber uno que es amigo de todos, como sucede con los nueve amigos de AN
la figura que muestra Wd(3,4)). ®Us o7

& Resp. Parcial. Algunos miembros particulares que resultan de las mismas definiciones: Wd(2,q) = Sq+1 el grafo Wd(3,2) e
el llamado bowtie (también butterfly); F(p,2) = Ki,1,, = K2 * N, (el libro triangular de p paginas), F(p,3) = Ki,2,, F(1, 3)
F(2 2) = K4 —e,F(2,3) = Ws,F(1,2) = Cs. Algunos invariantes de los molinos n(Wd(p,q)) = 1+ (p — 1)g,m(Wd(p,q)) =

—1)/2,6(Wd(p, q)) = 2,7(Wd(p,q)) = 1,g(Wd(p, q)) = 3(p = 3), a(Wd(p, 9)) = ¢, 6(Wd(p,q)) = 1+ (p — 2)¢.
o——0
/ \ /\ §07 ° ° 2
.\_/l\7. >o<
[}
NA7ZZERVAVARR
o o
Wd(4,4) Wd(4,3) Wd(3,2) F(l 4) F(5,2) = K115
@,
(=) Chupetin, remo, pesa, renacuajo. El chupetin (Lollipop) Ly q (con p > 3) es el grafo simple compuesto ./ \.
por el subgrafo K, y el subgrafo P, conectados por un puente (arista cuyos extremos son un vértice en
K, y otro en un extremo de Fy). El remo (Kayak Padle graph) K P(p,q,l) es el grafo simple resultante |
de unir el ciclo C} con el ciclo Cy mediante un path de longitud . La pesa (Barbell) B, es el grafo simple .\ /.
obtenido de conectar dos copias de K, con un puente. El renacuajo (Tadpole) Ty 4 resulta de conectar Cp ®

(con p > 3) con P, mediante un puente. Graficar algunos individuos de cada familia y calcular algunos *
invariantes (la figura muestra un chupetin L¢2). {Estas familias tienen intersecciones no vacias? ‘

& Resp. Parcial. La figura muestra un grafo que es tanto un remo como una pesa: K P(3,3,1) = B3 (;hay otro grafo que sea remo
y pesa?). Algunos invariantes de las pesas para p > 3 son: n(By) = 2p,m(Bp) = 1+ p(p — 1),¢(Bp) = 3,7(Bp) = 2,9(B,) =
3,a(Bp) = 2,8(Bp) = 2(p — 1),w(Bp) = p,7(Bp) = vs(Bp) = 2,6(Bp) = p— 1,A(Bp) = p,cir(B,) = p (los valores de estos
invariantes para p = 1,2 resultan inmediatos: basta observar que B; & P», By &2 P4)

W o % / >fiii./‘ >_< \>

En todos los casos, asegurarse de probar en detalle que el invariante toma el valor que se afirma; por ejemplo, una prueba de
que ¢(T'(p,q)) = |p/2] + q: Si u,v son vértices de, respectivamente, Cp, P;, y = es el vértice que articula el ciclo con el path,
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29.

30.

la desigualdad triangular permite escribir d(u,v) < d(u,z) + d(x,v), pero siendo que ¢(Cp) = |p/2], ¢(Py+1) = ¢, se tiene que
d(u,v) < d(u,z) +d(z,v) < ¢(Cp) + ¢(Pgt1) = |p/2] + q, esto es que d(u,v) es a lo sumo |p/2] + ¢ (resta probar que ese valor es
alcanzado por dos vértices del renacuajo).

(=) Grafo de Kneser. Dado un p-conjunto H fijo, se define el grafo simple G = K(p,q)
Kneser graph G = (V(G), E(G),va), siendo V(G) = Py(H) (los g-subconjuntos de H), y
Ya(e) = {u,v} sii uv = @ (dos vértices son adyacentes sii los correspondientes conjuntos son
disjuntos). El grafo de Kneser generalizado es K(p,q,s) con va(e) = {u,v} sii |luwv| < s (y
entonces K (p, q) es el caso s = 0). Un miembro ilustre de la familia Kneser es K (5, 2), represen-
tado en la figura, donde cada vértice es un 2-subconjunto de H = {1,2,3,4,5} con la escritura
simplificada asf: el vértice 12 representa {1,2}. Determinar el orden y tamano de K (p, q), carac-
terizar las subfamilias K (p,0), K(p,1), K(p,p), K(p,p — 1), K(2q, q). Determinar el tamatio de
K(4,2), K(4,2,1),K(5,3), K(5,3,1).

& Resp. Parcial. Si p = ¢ es K(p,p) = Ki, mientras que si ¢ > p el grafo es vacio. En lo que resta se considera p > ¢:
K(p,0) = K1,K(p,1) = K, K(p,p— 1) = Np, K(2¢,q) = %(Qqq) Ps. El orden es n(K(p,q) = (2) (que es precisamente la cantidad
de g-subconjuntos del p-conjunto). El grado de cada vértice es Vv € V(K (p,q)) : d(v) = (p;q) (pues los g-subconjuntos disjuntos
de un dado g-subconjunto deben escogerse de su complemento de cardinal p — q), de modo que es un grafo regular y entonces el
tamano es m(K(p,q)) = %(fl’) (p;q). Observacion: la expresién anterior es nula si p — ¢ < ¢, esto es si p < 2¢, de modo que en este
caso, el grafo es N, con k = (7). Finalmente, m(K (4,2)) = 3 (ver que K (4,2) = 3P2), m(K(4,2,1)) = 15 (ver que K(4,2,1) = Kg),
m(K(5,3)) =0 (pues K(5,3) = N1o), m(K(5,3,1)) = 45.

(+) Grafo de Johnson. Dado un p-conjunto H fijo (p > 1), se define el

grafo simple G = J(p,q) Johnson graph, con 1 < ¢ < p, como G = 12
(V(G),E(G),%q), siendo V(G) = Pq(H) (los g-subconjuntos de H), y

Ya(e) = {u,v}sii luw] = ¢ — 1 (dos vértices son adyacentes sii la inter-

seccién de los correspondientes conjuntos es de cardinal g — 1). El J(4,2)

es representado en la figura, donde cada vértice es un 2-subconjunto de oe——— @
H = {1,2,3,4} con la notacién simplificada: 12 representa el conjunto {1, 2}. 23 ./24
Determinar n(G),d(v), m(G), J(p,1), J(p,p — 1), (J(4,2))" {Qué grafo es, en
general, el complemento de J(p,2)? Graficar J(5,2) y determinar sus invari- °
antes ¢(J(5,2)),r(J(5,2)),a(J(5,2)),B8(J(5,2)),w(J(5,2)). El grafo de John- 13
son generalizado J(p, q,7), con r < g tiene los vértices como el de Jonnson, y

Ya(e) = {u, v} sii luv| = r; determinar J(5,2,0), J(5,2,1).

& Resp. Parcial. El orden es n(J(p,q) = (2) (que es precisamente la cantidad de g-subconjuntos

del p-conjunto). El grado de cada vértice es Yo € V(J(p,q)) : d(v) = q(p — q), de modo que
1

es un grafo regular y entonces el tamafo es m(J(p,q)) = 3q(p — q) (5); J(p,1) =2 Jp,p—1) =
K,,(J(4,2)) =2 3P, (en general, el complemento de J(p,2) es isomorfo a K(p,2). Por otra parte,
r(J(5,2)) = ¢(J(5,2)) = 2,a(J(5,2)) = 2,8(J(5,2)) = 8,w(J(5,2)) = 3. En la figura se muesta
(amarillo) un anticlique méximo y un cubrimiento de vértices minimo (rojo). El grafo J(5,2,0) es
el de Kneser K (5,2) (esto es, el de Petersen), J(5,2,1) es, por supuesto, J(5,2).

(=) Ciclos y cactus. Dado el grafo simple G = (V(G), E(G), $a), se define 1(G) el ndmero V4

ciclomdtico (cyclomatic number) como la cantidad de aristas que deben eliminarse para )

que el grafo resulte aciclico, mientras que v(G) es la cantidad de ciclos (se prueba que / \
pw<v<2* -1 u(G) =m(G) —n(G) — ¢(G), donde ¢(G) es la cantidad de componentes

conexas). Un grafo conexo G es un cactus sii 4(G) = v(G) (de modo equivalente, sii dos e dus
ciclos tienen a lo sumo un vértice comin). El grafo de la figura (house) no es un cactus

(pues 4t =2 # 3 = v) que cumple v = 3 = 22 — 1 = 2* — 1. Determinar todos los cactus house

de orden a lo sumo 5; proponer, siempre que existan, grafos que satisfagan v = 2* — 1, vie U3
con p = 3,y con u = 4. Para cada grafo determinar también su nimero de independencia p=2v=3

a. (Es el libro B(3) un catus? ;Satisface v = 2* — 1?7 ; Algtin molino es un cactus?

& Resp. Parcial. Con n(G) < 5 hay 17 cactus: a los 13 dados por Py, P», P3, Py, Ps, 54, 55,C3,C4,C5,T3,1,T41,T3,2 se anaden los
cuatro denominados butterfly, cricket, bull, fork (mariposa, grillo, toro, tenedor), que se indican en la figura. Por otra parte, K
satisface la igualdad v = 2* — 1 para p = 3, mientras que lo propio hace K33 con u = 4 (probarlo); u(K4) = 6 —4+1 = 3, mientras
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32.

que v(K4) = 7 ciclos (graficar K4 y detallarlos), luego se cumple que 7 = 2° — 1. El libro de tres paginas B(3) no es un cactus (por
definicién, el libro tiene tres ciclos que comparten una arista, luego comparten dos vértices) y como p(B(3)) = 3,v(B(3)) = 6, es
v< 2t —1.
butterfly cricket bull fork 3-book
Vg U5 V4 V5 V1 5 v3 vy V2
v3
V2 V4 v2 V4 V4 U1

v1 V4 v1 V2 v3 v3 v1 v5 v Vg V7 vs

p=v=2,a=2 p=v=1a=3 p=v=1La=3 p=v=0aa=3 nw=3v=6,a=4

Las figuras muestran cubrimientos de vértices minimos (el conjunto de vértices rojos) y sus complementos, los conjuntos de
vértices amarillos, que constituyen anticliques maximos, cuyos cardinales son los correspondientes nimeros de independencia «.
La mariposa es el molino W,(3,2); en general existen infinitos molinos que son cactus: un molino Wy(p, ¢) es un cactus sii p =2 o
p = 3, cualquiera sea g > 2 (probarlo).

- . . . 1
Observacidn. Todo grafo simple (sea o no conexo) con solo un ciclo cumple v = 2# — 1, pues si ¥ = p = 1 entonces 1 = 2" — 1; en
particular, lo cumplen los cactus (por definicién conexos) con solo un ciclo.

(=) Euleriano, hamiltoniano. Un grafo conexo G se llama euleriano si tiene un circuito (circuit: camino cerrado sin aristas repetidas)
que incluye todas sus aristas, mientras que se llama hamiltoniano si tiene un ciclo (cycle: camino cerrado sin vértices repetidos)
que incluye todos sus vértices. Es semieuleriano si hay un trail (camino que no repite aristas) que contiene todas las aristas, y
semshamiltoniano si hay un path (camino que no repite vértices) que incluya todos sus vértices. Clasificar los grafos siguientes.
Dar condiciones necesarias y suficientes sobre p,q para que el bipartito completo K, 4 sea euleriano. Dar condiciones necesarias
y suficientes sobre p, ¢ para que el grafo de Johnson J(p, q) sea euleriano. Siendo s € Ny, dar condiciones necesarias y suficientes
sobre g para que el grafo de Kneser K(2q + s, ¢) sea euleriano.

Sabido que K, 4 es euleriano sii todos sus vértices tienen grado par, y como el grado de cada uno de los p vértices es g, mientras
que el grado de cada uno de los g vértices es p (por definicién de K, 4, resulta que tanto p como ¢ deben necesariamente ser pares;
tal condicién es también suficiente). El Kneser K(2¢ + s, ¢) es un grafo regular: si s = 0 es el grafo K(2¢,q) = %(2;) P> que no es
conexo (con sus vértices de grado 1); si s = 1 el grafo K(2¢+ 1, q) es (;por qué?) conexo (g + 1)-regular, de modo que es necesario
y suficiente que ¢ sea impar (para que el grado de todos sus vértices sea par); finalmente, si s > 2 el grafo es conexo con todos sus
vértices de grado (¢ + 1)(¢ + 2)--- (¢ + s), un producto de s ntimeros consecutivos, y como s > 2, entre ellos hay al menos uno
par, siendo entonces un grafo con todos sus vértices de grado par, cualquiera sea g. Puesto todo junto: K(2qg + s,q) es euleriano

sii s =1 con ¢ impar, o s > 2, con cualquier g € N.

& (Resp. Parcial). G2 es hamiltoniano (cir-
cuito vy v2v4v3v1), no euleriano pero si
semieuleriano (trail v v4v3v2 v1v3). G3 es
no hamiltoniano (lo impide la articulacién
u4) y semieuleriano (jtrail?); G es hamilto-
niano (ciclo u1 us u2 ug uz u1) , no euleriano
ni semieuleriano.

G1 G2

U2 | V1 @ U

N

U3 @ ® V4

H

(+) Dirac, Ore. Sea D el conjunto de los grafos que satisfacen las hip6tesis del
teorema de Dirac, O el conjunto de los grafos que satisfacen las hipdtesis del
teorema de Ore, H el conjunto de los grafos hamiltonianos y C), el conjunto
de los ciclos de orden n > 5. Demostrar que se dan las inclusiones estrictas de o
la figura, esto es que D C O C H con D # 0,0 # H,C,, C HNO'.
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35.

& (Resp. Parcial). Sea G = ((G), E(G)) un grafo conexo simple de orden n =| V(G) |> 3.
El teorema de Dirac afirma si Vo € V(G) : d(v) > n/2 entonces G es hamiltoniano; el
teorema de Ore afirma que si para todo par de vértices no adyacentes u, v es d(u) +d(v) > n /
entonces G es hamiltoniano. Ahora, D C O, pues si Yo € V(G) : d(v) > n/2, entonces o G
d(u) + d(v) > n/2 4+ n/2 = n (cualesquiera sean u,v, en particular, no adyacentes). El \
teorema de Dirac, por lo tanto se deduce del teorema de Ore, y basta probar éste (jhacerlo, V2 V3
es el niicleo de este ejercicio!) para ver que O C H. El grafo G de la figura, con n = 5
estd en O (verificar que los grados de cualquier par de vértices no adyacentes suman al
menos n pero no en D (pues d(v1) = 2 < n/2), de modo que O # D. Finalmente, C,, estd

en H (es hamiltoniano) pero no en O, pues para cualquier par de vértices no adyacentes 0< Cs

d(u)+d(v) =4 <5 < n,de modo que O # H. Observacidn: los ciclos Cy4 y C'3 se encuentran b
ambos en el conjunto D y entonces no hay ningun ciclo que se encuentre en O pero no en 1).2 ;;
D.

(+) Mazimalidad. Un path mazimal en G = (V(G), E(G)) es un path P en G que no esta contenido en un path de mayor longitud
(observar que todo grafo finito debe tener un path maximal). Probar que si el grado minimo §(G) es al menos 2, entonces G tiene
al menos un ciclo. Probar ademds que todo grafo de orden n =| V(G) | con al menos n aristas contiene un ciclo.

& Respuesta parcial. Sea P un path maximal en G y sea u un vértice extremo
de P; como P no puede ser extendido todo vértice adyacente a u debe estar ya
en P (pues en caso contrario, ese vértice prolongarfa P) y como ademds el grado
de u es al menos 2, debe haber al menos un vértice v en V(P) que es adyacente
a u y cuya arista uv no estd en E(P), de modo que hay un ciclo con esa arista
completando la porcién de P que va de u a v. Observacion: como siempre, se
sobrentiende un grafo finito; de no ser G un grafo finito la conclusién ya no
semantiene, como lo prueba por ejemplo el grafo G cuyo conjunto de vértices
es V(G) = Z y su conjunto de aristas E(G) = {ij :| i — j |= 1}, se tiene que el
grado de todos los vértices es 2 y no hay ciclo alguno (como tampoco hay un
path maximal).

Para la segunda parte se hace induccién sobre n. Si n = 1 y tiene al menos una arista, tiene un loop que es un ciclo. Sin >1y G
tiene un vértice v de grado a lo sumo 1, G — v tiene n — 1 vértices y al menos n — 1 aristas (pues la eliminacién de v elimina a lo
sumo una arista), de modo que por hipétesis inductiva, G — v tiene un ciclo, ciclo que también estd en G. Si, en cambio, no hay
un tal vértice, entonces todos tienen grado al menos 2 y se aplica lo probado antes. Luego G tiene un ciclo.

(=) Componentes conezas. Sea G = (V(G), E(G)) con V(G) = {v1,v2,...,v15} y tal que v; v; € E(Q) sii med(i,5) > 1. Determinar
la cantidad de componentes conexas de GG y la longitud de un path maximal en G y determinar si es bipartito.

& (Resp. Parcial). El grafo tiene tres vértices aislados: v1,v11,v13. Los restantes constituyen una sola componente con un arbol
generador vy, vi4, V10, Us, V15, U3, Vg, V12, Us, Us, V4, U2, POTr lo tanto el grafo tiene cuatro componentes, la longitud del path maximal
es 11 y no es bipartito pues, por ejemplo, contiene al tridngulo ve,vs,ve (y entonces si fuera bipartito y v estd en una de las
componentes, la existencia de las aristas vavs y v2vs exige que vs y v estén en la otra componente conexa y por lo tanto
vave ¢ FE(G); pero la arista vsvs € E(G) , contradiccién que prueba que G no es bipartito).

(=) Miz. Determinar el valor de verdad de cada una de las siguientes proposiciones acerca del grafo G = (V(G), E(G)).

(a
(b

) Todo grafo euleriano tiene un ndmero par de aristas.
(c) Todo grafo euleriano simple con un nimero par de vértices tiene un nimero par de aristas.

Todo grafo euleriano bipartito tiene un nimero par de aristas.

(d) Si A es la matriz de adyacencia de un grafo simple bipartito, entonces cualquiera sea el impar k, la matriz A* tiene su
diagonal principal nula.

& (Resp. Parcial). Para ver que la primera es falsa basta pensar Cs; la segunda es verdadera,

pues por ser euleriano el grado de todos sus vértices es par; ahora si Vi C E(G) es una de las

dos componentes del grafo bipartito, la cantidad de aristas del grafo es la cantidad de aristas V6 Vs V4
que salen de esa componente, valor que se obtiene exactamente sumando los grados de los o—o
vértices de V1. Como todos los sumandos son pares, la suma (esto es, la cantidad de aristas)

es par. La tercera es falsa, para lo que basta considerar la unién de un ciclo par con uno

impar que compartan un vértice como articulacién: el grafo es euleriano, pues el grado de G
todos sus vértices es 2, excepto el vértice compartido cuyo grado es 4 y el numero de aristas

es la suma de un ndimero par (las aristas del ciclo par) y un nimero impar (las aristas del

ciclo impar), valor que es impar. La cuarta es verdadera, pues AF (i,7) cuenta los caminos ® ®
cerrados de longitud (impar) k que contiene a v; € V(G), pero un bipartito no tiene ciclos
impares (y entonces no tiene caminos cerrados impares). Observacion: la reciproca también
es verdadera.
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(4) Arbol (tree). Un grafo conexo sin ciclos T = (V(T'), E(T)) con n(T) = |V (T))| vértices y m(T) = | E(T))| aristas es por definicidn
un drbol. Probar que las siguientes proposiciones son equivalentes: (a) T es un drbol; (b) T no tiene ciclos y m(T) = n(T) — 1; (c)
T es conexo y m(T) =n(T) —1; (d) T es conexo minimal (la remocién de cualquier arista desconecta el grafo); (e) Cualquier par
de vértices de T estd conectado por exactamente un path; (f) T no tiene ciclos y el anadido de una arista crea un ciclo.

& (Resp. Parcial). Aunque la forma mads eficiente de probar las cinco equivalencias es disponer las cinco proposiciones en un ciclo
conectando cada una con la siguiente por una implicacién, se recomienda la prueba de las 10 = (g) equivalencias. Por ejemplo (a)
= (e): entre cualquier par de vértices existe al menos un path pues es T conexo y si hubiese mas de un path conectdndolos, la
unién de dos de esos paths serfa un ciclo, lo que no es posible por hipdtesis. Para la reciproca (e) = (a): como hay un path entre
cualquier par de vértices, T es conexo; ademas, si T' tuviese un ciclo y dos vértices u y v estuvieran incluidos en el ciclo, entonces
se tendrfan dos (jy no uno!) paths entre esos vértices, de modo que T no tiene ciclos. Otra implicacién, (e) = (d): primero, T es
conexo (ya que entre cualquier par de vértices hay un path); ademds, si e € E(T) es una arista que conecta el vértice u con el
vértice v, un camino que conecta w con v es, precisamente, u e v, pero por hipotesis ese es el unico modo de conectar u con v, de
modo que la supresién de la arista e desconecta el grafo T'.

(+) Planaridad, dualidad. Para un grafo conexo y planar (admite una representacién en el plano con aristas solo intersecadas
eventualmente en vértices) G = (V(G), E(G)) de f(G) caras (faces), n(G) = |V(G)|,m(G) = |E(G)| probar la férmula de Euler
(n—m+ f = 2), el faceshaking lemma (la suma de los grados de las caras es igual al doble de su tamafio m), y que el grafo dual G*
tiene f vértices, n caras y m aristas. Probar ademds que en un grafo planar conexo simple con n > 3 debe ser m < 3(n—2), y si G
no tiene tridngulos m < 2(n — 2) y utilizar estos resultados para probar que K5 y K3 3 no son planares. Mostrar el cumplimiento
de la férmula de Euler y el faceshaking lemma para los siguientes grafos y representar sus duales. ;Cudl es el menor valor de n
para el que K, no es planar? ;Cudl es el menor valor de n para el que K, , no es planar?

V2 V3
Ul/ V4 f3 y
o fi >ews

o \/

Vg V10

@ & (Resp. Parcial). Para el primer grafo esn = 10,m = 12, f = 4, de modo que n—m+f = 10—124+4 = 2;
los grados de sus caras son d(f1) = 3,d(f2) = 4,d(f3) = 9,d(fs) = 8 cuya suma es 24 (el doble de

m = 12); ademds cumple m = 12 < 3(n — 2) = 24. En general para un grafo simple planar (n > 3) el

grado de cada cara es al menos 3 y entonces (faceshaking lemma) 2m > 3f y como (férmula de Euler)

@ es f = m —n+ 2 resulta que 3(m —n + 2) < 2m de donde m < 3(n — 2). Si en particular K5 fuera
planar (n = 5,m = 10) deberfa ser 10 < 3(5 — 2) = 9, lo que es imposible, de modo que K5 no es

@ @ planar. Otra vez, en general, si el grafo carece de tridngulos, el grado de cada cara es al menos 4, y
(faceshaking lemma) 2m > 4f y como es f = m — n + 2 resulta que 4(m — n + 2) < 2m de donde

@ m < 2(n — 2). Si en particular K33 (que estd libre de tridngulos) fuera planar (n = 6,m = 9) deberia
ser 9 < 2(6—2) = 8, lo que es imposible, de modo que K33 no es planar. La segunda y la tercera figura

representan el mismo grafo (son dos inmersiones), y a la izquierda se representa el dual de una de

estas inmersiones; mostrar que los duales de dos representaciones del mismo grafo jno necesariamente

@ son isomorfas!

Una prueba de la férmula de Euler supone sabido que cualquier grafo conexo se construye partiendo de un &rbol generador T
anadiendo una arista por vez. En T se sabe que f = 1 (cualquier inmersién del arbol tiene solo una cara), y ademds el nimero
de aristas es m = n — 1, de modo que n —m + f = n — (n — 1) + 1 = 2. Ahora, en cada estado, la adicién de una arista no
cambia el valor de n, e incrementa en 1 el niimero de aristas (m pasa a m + 1) y el nimero de caras se incrementa en 1 (f pasa
a f + 1) pues la arista anadida o bien conecta dos vértices o bien es un lazo, y en cualquier caso divide una cara existente en dos
(la figura muestra el k-ésimo estado G en que se anade la arista punteada, que divide en dos la cara no acotada): luego el valor
n —m + f no se altera en cada paso, y al finalizar la construccién del grafo GG, permanece en el valor del arbol generador 7', esto
es, 2. Finalmente, las figuras prueban que K1, K2, K3, K4 son planares, de modo que el menor valor de n para el que K, no es
planar es 5; del mismo modo (ver figuras), siendo planares Ki,1, K22, el menor valor de n para el que K, , no es planar es 3.

NS e 2
o—+¢ ) *——e o"/ o ® . o Vi@ V1 @ o U2
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39.

40.

41.

V1@ K K33
(IR — 4 U4. " Us

— @
K3 ’U3/ Ve
K2,2 ®. [
e | v / U?’\ v \
V1 V2 vV @———————@V2 L Ng*? Ure V2

(=) Planaridad. No existe un grafo simple G planar tal que su complemento G’ sea planar y su orden sea mayor que 10. ; Verdadero
o falso?

& (Resp. Parcial). La afirmacién es verdadera. Sean G = (V(G), E(G)) de orden n = |V(G)| > 10 y tamafio m = |E(G)| y su
complemento G’ = (V(G), E(G’), que tiene el mismo orden n y tamaino m’ = |E(G")| = n(n — 1)/2 — m (;por qué?). Supéngase
que ambos son planares. Debe cumplirse (;por qué?) que m < 3(n —2),m’ < 3(n — 2) y entonces que n(n —1)/2 —m < 3(n — 2)
lo que equivale a n(n —1)/2 < 3(n —2) +m < 3(n — 2) + 3(n — 2) = 6n — 12, desigualdad equivalente a n? — 13n + 24 < 0 que es
imposible para cualquier natural n > 10 (;cémo se prueba esta afirmacién?). Luego no pueden ser ambos planares.

(+) Miz. Probar que: (a) todo grafo G = (V(G), E(G)) planar conexo de orden n = |V(G)| > 3 tiene al menos un vértice v de
grado d(v) < 5. (b) Todo grafo planar es 5-coloreable.

& (Resp. Parcial). (a) Sea G = (V(G), E(G)) planar conexo de orden n = |[V(G)| > 3 y tamano m = |E(G)| y tal que el grado
de ninguno de sus vértices es menor o igual que 5. Entonces, cualquiera sea vi, € V(G) es d(vk) > 6, y como 2m (handshaking
lemma) es la suma de los grados de todos los vértices se tiene 2m = X7_,d(vx) > 6n, esto es que m > 3n, y ademds (G es planar)
debe ser m < 3(n — 2), en otras palabras, 3n < m < 3n — 6 de donde 3n < 3n — 6, contradiccién que prueba lo pedido (jpor
qué?). (b) Si G = (V(G), E(G)) con n = |[V(G)|. El teorema para n < 5 es obvio (se dispone de 5 colores a ser asignados en a lo
sumo 5 vértices), de modo que resta probarlo para n > 5. Esta parte se hace por induccidn, se sabe que siendo p(n) la afirmacién,
p(5) es vélida, y ahora se quiere ver que p(n — 1) = p(n). La idea bésica es que (por lo probado en (a) el grafo G de orden n > 5
tiene al menos un vértice u de grado a lo sumo 5, de modo que el grafo G — u es de orden n — 1 y por lo tanto 5 — coloreable,
de modo que para completar una coloraciéon de GG debe asignarse un color al vértice u. Si su grado es a lo sumo 4, se asigna un
color no utilizado en sus vértices adyacentes; si es 5, y sus cinco vértices adyacentes no utilizan en la coloracién de G — u los cinco
colores, se asigna uno no utilizado. Finalmente, queda considerar el caso en que u tiene 5 vértices adyacentes ya coloreados (en la
coloracién de G — u) con los cinco colores disponibles: jcédmo resolverlo? Hacer un diagrama con la estrella K1 5 con u en el centro
y razonar sobre dos colores de sus satélites...

(+) Miz. Sea E el conjunto de los grafos eulerianos, H el conjunto de los grafos
hamiltonianos, P el conjunto de los grafos planares y G el conjunto de los grafos
en general, los que se esquematizan en la figura. Analizar si alguna de las ocho
regiones de la figura es vacia. Para cada regién que se afirme no vacia, dar un
grafo mostrando su pertenencia a la regién, como por ejemplo Ko € PE'H’, ya
que es planar y no es euleriano ni hamiltoniano; si en cambio, se afirmara que
alguna regién es vacia, probar la imposibilidad de un tal grafo.

& (Resp. Parcial). Se tienen en total 8 regiones y la figura siguiente presenta grafos que se encuentran exclusivamente en alguna
de ellas; por ejemplo, G1 € PE’'H’, ya que es planar (como lo prueba su misma representacién) y no es euleriano ni hamiltoniano
(;por qué?), G2 € PEH,Gs € PPEH,G5s € PE'H,Gs € P'E'H',G7 € PEH',Gs € P'E’H. Ubicar cada uno de ellos, y justificar
el motivo de la ubicacién asignada. Falta un grafo correspondiente a una regién (;cudl? jes posible un tal grafo? ; o la regién estd
vacia?).

G1 Go Us G Gy Gs Gs G~ v Gs s
V3@ Vg V3 @ V4
/1)3 Tf/\v: i K. 3,4 \ov/5. 1).3/ 0
Ul. .'U2 Ul.—\UQ 7-)1\. ./U2 V1@ @ U2 V1 ./—\. (%] 'lh {2

(+) Line graph. Dado el grafo sin lazos G = (V(G), E(G)) de orden n(G) = |V(G)| y tamano m(G) = |E(G)| se define el grafo-
arista (edge graph or line graph) L(G) como el grafo obtenido tomando las aristas de G como vértices de L(G) y uniendo dos de
estos vértices siempre que sus correspondientes aristas en G tengan un vértice comin. Obtener el line graph de cada uno de los
grafos representados y resolver las siguientes cuestiones.

(a) Siu € V(L(G)) corresponde a la arista zy € E(G) ;cudl es el grado de u en funcién de los grados de x e y? Determinar el
orden y el tamafio de L(K).
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43.

Determinar el line graph de un camino simple (path) P, y de un ciclo (cycle) Cy, siendo n > 2.

Probar que G es isomorfo a L(G) sii es 2-regular y que la ecuacién en la incégnita G dada por L(G) = K,,n > 3 tiene como

Gnica solucién G = K .

Sean Gy H dos grafos simples tales que L(G) = L(H). ;Deben entonces ser G y H isomorfos?

Existe un tnico (salvo isomorfismo) grafo simple G cuya sucesién de grados es d = (1,2, 3, 3,3); jcudntas aristas tiene L(G)?
Graficarlo.

Determinar el orden y tamafio de L(G), siendo G = (V(G), E(G)) de orden n = |V (G)| y tamafio m = |E(G)| y sucesién de

grados d = (d1,dz2,...,dy).

(g) Probar que es suficiente que G sea euleriano para que L(G) sea euleriano y hamiltoniano, pero que la reciproca es falsa.
(h) Probar que para que G sea hamiltoniano es necesario que L(G) sea hamiltoniano, pero que la reciproca es falsa.
V1 V2 Ui U w1 T o
- [
v9/ \1)4 U3 U w3 / \05
[ { ] —@,
\ / / Gs / \ / Gs
e .—
Vs V6 Uus U T3 T4
® U1 Z1 @ P1 @———e@ P2 q1 @ L ® 43
q2
Y2 Y3 G
oo G o D3 s
\ o \ f
® Ya 24 @———— 25 Ps @—e D5 94 @ ® ® Jo
& (Resp. Parcial). Identificando las correspondencias es L(G4) = G1, L(G2) = G3,L(Gs5) = Gs, L(G7) = Gs (por ejemplo en Gg

el vértice q1 se corresponde a la arista p1p2, g2 con pa2ps, gz con paps ...). (a) d(u) = d(x) + d(y ) — 2; ademds L(K,) tiene orden
n(n — 1)/2 y como cualquier arista en K, es adyacente a otras 2(n — 2), resulta que L(K,) es 2(n — 2)-regular y la suma de los
grados de los vértices de L(Ky) es n(n — 1)(n — 2) de donde el tamano de L(Ky) es n(n — 1)(n — 2)/2. (b) Pn_1,Ch. (c). El
si: si G es 2-regular (i. e. handshaking lemma n = m) cada arista es adyacente a exactamente otras dos, de modo que L(G) es
2-regular, y ademds L(G) tiene m vértices, y entonces por ser 2-regular también tiene n = m aristas, entonces G es isomorfo a
L(G); para la segunda parte es claro (probarlo) que L(K1,,) = K, de modo que K1, es una solucién que ademds es dinica pues si
L(G) = K, debe G tener n aristas y todas tienen exactamente un vértice comin, ya que el grado de cada vértice de K, es n — 1:
luego, G = K1 ,n. (d) No, L(K3) = K3 = L(K1,3) y K3 no es isomorfo a K 3. (e) 10. (f) El orden de L(G) es, por definicién, m. El
tamaio es (; por qué?) m(L(G)) = Sr_, (%) y operando queda m(L(G)) = (1/2) 327_, di — m. (g) Una vez probado que L(G)
es euleriano es inmediato que es hamiltoniano: el circuito euleriano de aristas en G se convierte en un ciclo hamiltoniano en L(G);
que la reciproca es falsa lo prueba que L(G4) = G es euleriano y hamiltoniano, pero G4 no es euleriano (es 3-regular). (h) Para
la falsedad de la reciproca ver que L(G7) = Gs, con Gg hamiltoniano y G~ no.

V1 V2

y)a
[o]

/vs ve&

v7 U8

(+) Espectro. Si A es la matriz de adyacencia del grafo simple G = (V(G), E(G)) de orden n(G) = |V(G)|
y tamafno m(G) = |E(G)|, los autovalores (eigenvalues) de G son los autovalores de A siendo su espectro
o(G) = {A1, A2, ..., An}. Probar que 37, A =0, 37, A\ = 2m y que si 7 es la cantidad de tridngulos
en G, es > p_, A} = 67; comprobar estas igualdades con el espectro de Q3. Determinar el espectro de
K, de K, s, de P,, de C). Probar que dos grafos isomorfos deben tener el mismo espectro, pero que la
reciproca es falsa. jDos grafos con el mismo espectro pueden tener distinto didmetro? ;Un grafo conexo
puede tener el mismo espectro que uno no conexo? Probar que k es un autovalor de un grafo k-regular.

& (Resp. Parcial). Siendo A simétrica es semejante a D = diag(c(G)) € R"*" y siendo
nula la traza de A, también lo es tr(D) = S°1_, A, = 0; como d(vi) = A}, (;por qué?) y
A? es semejante a D?, del handshaking lemma resulta que 2m = tr(D?) = [ A\2: para
la cantidad de triangulos considerar qué representa el k-ésimo elemento de la diagonal de
A3, Los espectros (entre paréntesis las multiplicidades cuando no son simples): o(Q3) =
{-3,3,1(3),—-1(3)},0(K,) = {n—1,—-1(n—1)},0(K,s) = {£/715,0(r+s5—-2)},0(Pn) =
{2cos(kr/(n+1)),k=1,2,...,n}. Los grafos no isomorfos G' (conexo) y H (no conexo)
de la figura son tales que 0(G) = {£2,0(3)} = o(H),¢(G) =2 # co = ¢(H).

u2

us

Ug us

Coloracién. Sea G un grafo sin lazos. Una k-coloracién (k-coloring) de vértices (aristas) es una asignacién de k colores a los
vértices (aristas) de modo que dos vértices (aristas) adyacentes tengan distintos colores asignados; el menor k para el que G tiene

Grafos
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una k-coloracién de vértices (aristas) se designa con x(G) (x'(G)) y se llama niimero cromdtico (indice cromético). Determinar el
numero cromatico x de Cpn, Wy, Ppn, Kn, K1,q, Kp,q, Qn, F' (donde F' es un bosque), el indice cromético X de Cn, PnyK1,4,Kpq y
ambos nimeros para cada uno de los grafos de las figuras, mostrando la correspondiente coloracién. Probar ademéas que un grafo
G contiene K, solo si x(G) > n, pero que la reciproca es falsa. Finalmente, probar que x(G) < A+ 1,A < x'(G) < A + 1, siendo
A = max{d(v) : v € V(G)}.

Ul/\'UQ u X1 X2
o=—— —o ./—\.

Gy
@
Us Ve U5 wr €3 T4
. y1 21 @Q—MM@ 22 q1 @ ® g3
\ \ q2
Y2 ;
o Gr 23 ° ps Gs
K Go / Gr qs
@ Y4 2y @— @ 35 yZ .—. Dps q4 @& @ ® J6

& (Resp. Parcial). x(Cr) = 2 si n es par (3, si n > 3 es impar), x(Pn) = 2,n > 2,x(Kn) = n,X(K1,q) = 2 = x(Kp,q), X(Qn) =
2, x(F) = 2. En las siguientes figuras se muestran coloraciones de vértices y aristas para cada uno de los grafos, de donde se obtienen
sus ndmeros cromdticos. Por ejemplo, el grafo G2 contiene a K4 como subgrafo, y entonces x(Gz2) > 4, y la figura muestra una
4-coloracién de vértices, luego x(G2) < 4, de donde x(G2) = 4. Para el mismo grafo G2, su sucesién gréfica es d = (3,4,4,4,4,5)
y entonces es A = 5, de modo que debe tenerse que el indice cromético cumple x'(G2) > A = 5 y en la figura se muestra una
5-coloracién de aristas, luego x'(G2) < 5, de donde x'(G2) = 5. La reciproca es falsa: x(C7) = 3 y sin embargo K3 no es subgrafo
de C7. La prueba de la directa: si K, es un subgrafo de GG, entonces hay n vértices del grafo tal que uno cualquiera es adyacente
a los n — 1 restantes, y entonces ya se requieren n colores distintos para cualquier coloracién del grafo, de modo que x(G) > n.

V1 V2
[
V3 V4
@
Vs Ve
Y1 Z1 22 D1 p2 q1 Q q3
Y2 Y3
Gs Z3 b3
GG G7 qs
Ya Z4 zZ5 P4 D5 q4 O qde
V1 /\’Ug U1 Uu w1 w2 T T2

s N A
i}l\,/ ,/ \\./ G‘“’\\./ Vs

[ ®
Ve us U6 We wr T3 X4
® Y1 Z1 @ @ 22 P @, @ P2 91 @—m—@ @ 43
/ \ \ / o
Y2 Y3
Y GS

® G5 @ z3 @ P3

.\/
\ Gs Gr qs
@ Y4 2y @—@ 35 P4 @———0 P5 4 @———@ @® Js
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44.

45.

46.

(+) Miz. Definir, siempre que exista, un grafo conexo planar simple G = (V(G), E(G)) de espectro o(G) = {—2,0(triple), 2}
y determinar el nimero cromético x(L(G)) e indice cromético x'(L(G)) de su grafo-arista L(G)). {Es planar L(L(G))? ;Puede
decirse que las sucesivas aplicaciones de L sobre un grafo aumentan los indices o ntimeros de coloracién?

& (Resp. Parcial). (1.a). Un grafo, jno el tunico!, posible es G = Ki a4 (se sabe que el espectro de un bipartito completo es
0(Krs) = {£+/15,0(r +s—2)}) y como L(K1,4) = K4 resulta que (justificar) x(L(K1,4)) = 4, X' (L(K1,4)) = 3. Por otra parte,
L(K4) es el grafo planar 4 — regular indicado en la figura. Completar los detalles de las correspondencias, esto es x1 es el vértice
que representa la arista vivs, como u; representa la arista xi1x2. Mucho puede aprenderse rehaciendo este ejercicio partiendo de
un distinto G que satisfaga lo pedido, como por ejemplo con G = K32 + Ni.

V1 V2 T4 Ue
() ®
V3 L(G) L(L(G))
_— _—
O
G l\' us3
@ U1 U2
V4 Vs 1 2

El indice cromdtico de G es 4 mientras que el de L(G) es 3, de modo que no crece con la aplicacién de L. Los respectivos nimeros
cromdticos de G, L(G), L(L(G)) son 2,4, 3.

(+) Miz. Definir, siempre que sea posible, dos grafos planares simples no isomorfos G = (V(G), E(G)),H = (V(H),E(H))
que tengan la misma sucesién de grados d(G) = d(H) = (2,2,3,3,3,5), el mismo radio (r(G) = r(H)), el mismo didmetro
(¢(G) = ¢(H)) y el mismo indice cromdtico (x'(G) = x'(H)). Determinar luego el niimero cromético de cada uno y analizar si son
hamiltonianos.

& (Resp. Parcial). Los grafos G, H representados en las figuras
(definirlos por su conjunto de vértices y aristas) satisfacen

V1 V2 w1 w2
lo pedido; tienen la misma sucesién de grados pues d(vi) =
d(v5) = d(’wg) = d(we) = Q,d(’l)z) = d(v4) = d(’l}e) = d(wl) =
U3 V4 % d(ws) = d(ws) = 3,d(vs) = d(ws) = 5, el radio de ambos es
1 (es la excentricidad de vz en G y la excentricidad de ws en
H), el didmetro de ambos es 2 (todos los vértices restantes
w3 . ip . .. T fps

estdn en la periferia con excentricidad 2) y el indice cromético
1% de ambos es 5 (probarlo). Son planares, el niimero cromdtico

Vs Ve W4 Ws We

de G es 3y el de H es 4 y no isomorfos (G es hamiltoniano,
H no lo es pues tiene la articulacién ws).

(a) (4) Miz. Definir, siempre que sea posible, un grafo simple G = (V(G), E(G)) de orden n(G) = |V(G)| = 13 con nimero
cromatico x(G) = 3 tal que el niimero cromético x(G’) de su complemento sea 4.

(b) (+) Probar que todo grafo sin lazos G = (V(G), E(G)) isomorfo a su grafo-arista L(G), es planar; determinar los posibles
valores de su ntiimero cromdtico x(G) e indice cromdtico x'(G).

& (Resp. Parcial). (a) Imposible. Como el grafo G admite una 3-coloracién, hay una particién de V(G) en tres clases, y al menos
una de ellas (j;por qué?!) debe tener al menos 5 vértices del mismo color (y entonces, por definicién de coloracién, ninguno
de ellos es adyacente a los restantes de esa clase). Pero entonces esos al menos 5 vértices estdn conectados mutuamente en el
complemento G’, de modo que el niimero cromético x(G’) de su complemento debe ser al menos 5.  Observacién: el ejercicio puede
generalizarse, subsumiéndolo en un resultado méas general, como propiedad de las coloraciones de G’, esto es que necesariamente
x(G)x'(G) > n = |V(QG); es recomendable hacerlo, generalizando el mismo argumento utilizado para el caso particular del ejercicio,
con el solo cuidado de indicar que para una x(G)-coloracién de G se puede asegurar que alguna de las clases que particiona V(G)
tiene al menos [(n/x(G)] vértices de un mismo color.

(b) Si G = (V(G),E(G)) de orden n = |V(G)| y tamaiio m = |E(G)| es isomorfo a L(G) = (V(L(G)), E(LG))) de orden
nr = |V(L(Q))| y tamafio mr, = |E(L(G))|, debe ser n = ny, m = mr, pero como (por definicién de L(G)) es n, = m, resulta que
n = nr = m y entonces los cuatro nimeros son iguales n = ny = m = myg, esto es que en particular tanto G como L(G) tienen,
cada uno, tantas aristas como vértices, y como el grado de cada vértice de G debe ser igual al correspondiente vértice de L(G) (ya
que son isomorfos), entonces todos los vértices de G tienen grado 2, esto es que G es 2-regular; si G es conexo, es un ciclo C,, (que
es planar), mientras que si no es conexo es la unién disjunta de ciclos Cj cuyos 6rdenes suman n (unién disjunta que también es
planar). En cuanto al nimero cromético, si G es conexo o bien es k(G) = 2 (si n es par) o bien es x(G) = 3 (si n es impar). /Y si
G no es conexo? Observar que debe ser (;por qué?) n > 3; ;qué hay de x'(G)?
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47.

48.

Conectividad. Sea G = (V(G), E(G)) conexo. Un conjunto de vértices S C V(G)) es un corte de vértices (vertex cut) sii G — S tiene
mas de una componente, y la remocién de solo algunos vértices de S no desconecta G. Del mismo modo se define que un conjunto de
aristas ' C E(QG)) es un corte de aristas (edges cut) sii G—F tiene més de una componente, y la remocién de solo algunas aristas de
F no desconecta G. La vértice-conectividad k(G) es el minimo cardinal de S tal que G—S es no conexo o tiene un solo vértice, y si k <
k(Q) el grafo es k-vértice-conexo. La arista-conectividad A\(G) es el minimo cardinal de F' tal que G—F es no conexo, y si k < A\(G) el
grafo es k-arista-conexo.
Probar que si §(G) es el minimo grado de G se verifica que k(G) < A(G) < 6(G). Dar conjuntos de cortes y determinar la
conectividad (de vértices y aristas) de los grafos de la figura y de: (a) Ky; (b) Ki,q; (¢) Kp,q; (d) Cnyn > 25 () Pu,n >2; (f) T,
donde T es un 4rbol con |V (T)| > 2.

Ie. z1 U1 V2 T T2 U1 u2 w1 w2 w3
P e e ° ° ® ® ] °
4
\“33 M/ /
Go ®-U3
/ G3 \ / Gs

o _ o ® ® ) ®

V3 V4 x5 Te U4 Uus Wa Ws We

& (Resp. Parcial). Si el grafo G es K, se tiene, segin las definiciones anteriores, que k(G) = A(G) = §(G) = n — 1, de modo
que para K, se cumple que x(G) < A(GQ) < §(G); sea ahora G simple distinto de K,,. Por definicién de 6(G), si u € V(G) es tal
que d(u) = 6(G) el conjunto F de las §(G) aristas que inciden en u es un corte (pues desconecta el vértice u de los restantes,
ver Fig. 1), y siendo A(G) el cardinal de un corte de aristas minimal, resulta que A(G) < §(G). Como G no es K, se sabe que
MG) < 6(@) < n—2, por lo que hay al menos un corte F' de cardinal A(G) que separa el grafo G en dos componentes conexas G
y G2 (ver Fig. 2), pero la remocién de estas A\(G) aristas de F' también se logra eliminando un conjunto de vértices adecuadamente
escogidos de ambas componentes, de modo de no dejar vacia ninguna de ellas incidentes sobre esas aristas, y entonces se tiene un
corte de vértices S (por ejemplo, S = {v1,us, us} en la Fig. 2): en efecto, ya que a lo sumo deben eliminarse n — 2 aristas, y en cada
paso se elimina al menos una de estas n—2, puede completarse la eliminacién sin vaciar G1 ni G2 (jpor qué?). Asi, el cardinal de | S |
es a lo sumo A(G); luego como por definicién de x(G) debe ser k(G) <| S |, y se tiene que | S |< A(G), resulta que k(G) < A(G); esto
completa la prueba de que k(G) < A\(G) < §(G) para los grafos simples. Sea ahora G un grafo cualquiera, posiblemente con lazos y
aristas multiples (por ejemplo, como en Fig. 3), y sea G obtenido el grafo simple obtenido colapsando sus aristas miltipes en una
simple y suprimiendo sus lazos. En tal tranformacién, x(G) = k(Gs) y MGs) < A(G) (;por qué?), y como ya se probé que para G
es k(Gs) < A(Gs) resulta que k(G) = k(Gs) < A(Gs) < A(G), de modo que también para un grafo no simple es x(Gs) < A(G), lo
que concluye la prueba de que k(G) < A(G) < §(G). Para el resto, es k(G1) = A(G1) = 5; k(G2) = AM(G2) = 1; k(G3) = A(G3) =1,
R(G1) = LA(G) = % K(Gs) = 2,A(Gs) = 3 K(Kn) = M(Kn) = 1= 15 £(K1.4) = MK1) = 1 £(Kpg) = M(Kp.g) = min{p, g}

K(Cn) =2,XM(Cn) = 2; k(Pn) = MPn) = 1; 6(T) = XT) = L.
%m Flgﬂ

Separaciones. Sea G = (V(G), E(G)) conexo y s y t dos vértices en V(G). Dos o més s-t paths son de arista-disjuntos (de
vértice-disjuntos) si no comparten aristas (vértices, excepto los extremos). Un subconjunto de E(G) (de V(G)) separa s de t si su
remocién destruye todo path entre s y t. Probar que la méxima cantidad de paths arista-disjuntos (o vértice-disjuntos) no supera
la minima cantidad de aristas (vértices) que separan s de t (de hecho, son iguales) y determinar la maxima cantidad de s-t paths
disjuntos (vértices o aristas) de cada uno de los grafos de la figura y también de K 4. jPueden dos paths ser vértice-disjuntos y
no arista-disjuntos, o viceversa?

Fig. 1

s WP <=

& (Resp. Parcial). Para K , la maxima cantidad de paths disjuntos (vértices o aristas) es min{p, ¢}. Si un par de paths vértice-
disjunto no fuese arista-disjunto compartirfan una arista, pero entonces tendrian al menos un vértice (distinto de los extremos
del path) comun, contradiccién que prueba que un par de paths vértice-disjunto es necesariamente arista-disjunto; la reciproca es
falsa (jprobarlo!). Para GG; hay un méximo de tres paths arista-disjuntos (por ejemplo, sx1 x4 t;Sx3 X2 t;sT5 x4 x6t) y dos paths
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49.

50.

51.

52.

vértice-disjuntos (por ejemplo, s 1 x4 t; s 3 x6 t). Para G2, y también para G un subconjunto de aristas (de vértices) que separa
s de t tiene al menos dos elementos; por ejemplo, en G2, el conjunto formado por los vértices uz y us (de las aristas uz ¢ y ua t)
separan sy t.

(+) Miz. Determinar (y probar) el valor de verdad de la siguiente proposicién: si G = (V(G), E(G)) es un grafo simple planar de
arista-conectividad A(G) = 2 y grado minimo §(G) = 3, entonces su grafo dual G* es simple.

o & (Resp. Parcial). La proposicién es falsa, el grafo conexo G de la figura es planar,
-~ simple, de grado minimo 3, siendo su conectividad de aristas 2, pues el corte de aristas
/ V4 / \ dado por S = {v1v2, v7vs} desconecta el grafo (y no habiendo puentes, no hay un corte
de aristas que desconecte el grafo y tenga menor cardinal). Pero el dual G* de G no
\ / \. / puede ser simple, lo que se advierte sin necesidad de construirlo, basta observar que
tendra dos vértices de grado 6 (jcorrespondientes a qué caras?) unidos por dos aristas

paralelas (;por qué?, ja qué corresponden en G7: identificarlas).

(=) Prim. La tabla muestra las distancias (km) de las rutas de tierra que B L M P R S
conectan seis ciudades (B, L, M, P, R, S). Determinar, mediante el algoritmo B | - 7117 10 15
de Prim iniciado en R , todas las posibles formas de conectar las ciudades L 7 - 18 3 12 11
minimizando la cantidad de kilémetros a asfaltar, y para cada una de esas M 11 18 - 18 20 27
formas obtenidas, determinar las ciudades que quedan en el centro y las que P 7 3 18 - 9 8
quedan en la periferia del sistema asfaltado, y determinar el didmetro del arbol R 10 12 20 9 - 13
resultante S 5 11 27 8 13 -

& (Resp. Parcial). Son dos los drboles posibles, indicados con 71 y 7> en la figura,

de peso 1147+ 7+9+8 = 38; iniciando el algoritmo de Prim en R, debe conectarse T, R
necesariamente con P (pues la arista RP tiene el peso minimo entre todas las que 9
inciden en R), ahora debe ahadirse necesariamente PL y a continuacién puede 11 7 3 ]
elegirse anadir la arista LB o la arista PB, ambas de peso 7, el menor peso de ]\./j—é—z—;’ g
entre las aristas todavia disponibles que agrandan el arbol hasta alli presente; si
se elige la arista LB el resto de la construccion es tnica y resulta en 77; en otro

. . P . ( R oL
caso, eligiendo P B, las restantes elecciones son también tnicas y arrojan el arbol T 9 /
T>. Para el primer drbol, L es central (con excentricidad 18) , M y R periféricos
(ambos con excentricidad 30); en cambio, para el segundo drbol, B es central ® 11 7 3 °
(excentricidad 16), M y R periféricos (excentricidad 27). El didmetro del primer M B Jad S

arbol es ¢(71) = 30, mientras que para el segundo drbol es ¢(T2) = 27.

(=) Prim, Kruskal. La figura presenta grafos ponderados G = (V(G), E(G)), con el niimero junto a cada arista de E indicando
su correspondiente peso. Aplicar a cada grafo el algoritmo de Prim para obtener un arbol generador minimo 7', detallando cada
paso de la secuencia que permite construirlo. Rehacer, ahora con el algoritmo de Kruskal.

T1 2 1 z3
2 2 1 ) 2
2 1
T4 @ Te6

x5
3 3 1 1 |3
7 @ { J { 4
7 3 v 3 9

& (Resp. Parcial). Basta aplicar el algoritmo correspondiente. Para el dltimo grafo, cualquier drbol generador minimal tiene peso
14.

(=) Digraph. Para cada grafo orientado (digraphs) dar su matriz de adyacencia A e incidencia M, determinar la sucesién gréfica
entrante d¥ y saliente d~, verificando que la suma de los grados entrantes es igual a la suma de los salientes e igual a la cantidad
de aristas ( handshaking di-lemma) y determinar cuéles son iguales, cudles son isomorfos (definiendo el isomorfismo) y cudles no.
(Alguno es fuertemente conexo? jeuleriano? jhamiltoniano?

Grafos Acero, Bolivar, Canga, Fages, Hollish, Maulhardt, Miguel TP3, 26 de 33



FIUBA 2024 61.07 Matematica Discreta 81.11 TP3

53.

54.

55.

& (Resp. Parcial). G2 = G4, G3 2 G4, G1 G Go UL @ V1@
no es isomorfo a ningin otro; d (G2) = uie ws|vi @ s ¢ G t G
(1,1,2,2),d"(G1) = (0,1,2,3), solo G1 no ‘ ’ 3 4

es fuertemente conexo, ninguno euleriano, T l T l ” o
G2 (i. e. G5 y G4) es hamiltoniano, como \ /

. U3 @—P— QUL (V3 @— @ U4 | U2@————— QU3 (V2 @——— @ V4
lo prueba el ciclo v1 v2 v3 V4 V1.

(=) Digraph, miz. Sea el grafo orientado fuertemente conexo G = (V(G), E(G)) de V1 @ v2
orden n(G) = |V(G)| y tamano m(G) = |E(G)| de ndmero cromético x(G) = 2 rep-
resentado en la figura. Proponer, siempre que exista, un grafo orientado H euleriano
y fuertemente conexo que, no siendo isomorfo a G, tenga el mismo orden, tamano,
radio, didmetro, nimero cromético, centro y periferia que el grafo G. Verificar que el
grafo orientado propuesto cumple todas estas caracteristicas o probar que no existe G
ninguno que lo haga. V40

U3

\

Us

& (Resp. Parcial). El digraph H representado en la figura es del mismo orden (n(H) = 5)
que el dado y no es isomorfo a G, pues el grafo subyacente G no es simple (tiene una
arista doble conectando vi con v2), como si lo es el de G. Los vértices centrales del grafo
propuesto son vz, v4,vs (jcudl es su excentricidad?) y los periféricos v1,vs (jexcentrici- H
dad?), que coinciden con los de G (probarlo), ambos de tamano m(H) = m(G) = 6,
radio r(G) = r(H) = 3 y didmetro ¢(G) = ¢(H) = 4. Por otra parte, es euleriano, como

incluye todos sus vértices, de modo que siempre existe un camino (orientado, desde luego)
entre v; y vj;, cualesquiera sean i, j entre 1 y 5. Finalmente, H no es hamiltoniano ya que
V2 es una articulacion.

lo prueba el circuito (camino cerrado sin aristas repetidas) v1v2v3vs5v4v2v1 que incluye O/
todas sus aristas; es fuertemente conexo, pues el circuito anterior (jque no es un ciclo!) \. /O

(+) Digraph. Siempre que existan, graficar y dar la matriz de adyacencia (e incidencia) de grafos orientados cuyas sucesiones
de grados sean: (a) d*(G.) = (0,0,0,0,0,0,1,3,4),d (G,) = (0,1,1,1,1,1,1,1,1); (b) d*(Gp) = (1,2,2,2,3) = d~(Gp); (c)
dt(G.) = (0,1,2,2,3,3),d (G.) = (1,1,2,2,2,3); (d) d"(Gq4) = (0,0,1,1,2,6),d (Ga) = (0,1,2,2,2,3). Determinar si son
fuertemente conexos. ;Qué relacion hay entre la matriz de adyacencia de un grafo orientado y sus sucesiones gréficas?

& (Resp. Parcial). El elemento k-ésimo de d*(G) es la suma de los elementos de la k-ésima columna de la matriz de adyacencia

de G (la misma correspondencia entre d” (G) y filas). En la figura se muestran los grafos Gq, Gs, G que satisfacen las sucesiones
dadas.

V1 X1 o xrs3
U1 o\uio us @ /o\ oo [ ) -0
Ug o—»o—»o V2 @ ® U3 Ge

N

(=) Optimizacion. La tabla muestra las longitudes (km) de los senderos
entre diversas estaciones de un parque preservado; el nodo O constituye el
acceso al parque. Representar el grafo ponderado correspondiente e indicar
c6mo minimizar las perturbaciones para conectar las siete estaciones con
un cableado de longitud minima. Determinar ademas una ruta més corta
entre la entrada O y el puesto T detallando el algoritmo utilizado. ;Es
dnica?

’

T4

HEog Q=0

X X X & ot X[ Q
X X =X X N
X Wk =X ooy
X B X X = X &Q
gl X X oA~ X|g
N X o= w X X
X ot X X X X|™

& (Resp. Parcial). El grafo ponderado con las distancias se mues-
tra en la figura; las aristas rojas construyen un arbol que mini-
miza la longitud a cablear (14 km); una ruta de longitud minima
(13km) es OABEDT y otra es OABDT.
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56.

57.

(=) Optimizacion. Introducir, siempre que sea posible, en el parque del ejercicio anterior una orientacién a cada uno de los caminos
con la condicién de que el grafo orientado resultante sea fuertemente conexo (esto es que desde cualquier punto se pueda ir a
cualquier otro punto), escribir la tabla de adyacencias, representar graficamente la red y determinar una ruta de longitud minima
entre O y T y una de longitud minima entre Ty O.

& (Resp. Parcial). Una orientacién (no tinica) posible es la representada en la figura, con la ruta roja de longitud minima (13 km)
entre O y T, la ruta azul de longitud minima (17km) entre 7'y O (observar que la introduccién de una orientacién en general
rompe la simetria del ir y volver). Observar de paso que si existe un camino cerrado que pase por todos los nodos (como lo es
la yuxtaposicién del rojo con el azul, que no es un circuito ni un ciclo), entonces necesariamente puede irse de cualquier nodo a
cualquier otro, dando la conexidad fuerte, tal como lo exige el enunciado.

X X X X ot X X|Q
X X =T X X X o
X X X = X w X[
X B X X X X &Q
X = X X & X X|T
N X X X w X X|o™
X X ot X X X X|N

NEUO QWO

Digraph. En todo grafo conexo sin puentes puede introducirse una orientacién tal que resulte fuertemente conexo: basta numerar
sus vértices con subindices crecientes en el proceso de construccién de bisqueda en profundidad (DFS: depth first search) de un
arbol generador, orientando las aristas del drbol como (v;,v;),7 < j, mientras que las restantes como (vj,v;),% < j. Introducir
una orientacion fuerte en el siguiente grafo y calcular radio, didmetro, centro y periferia del grafo original y del grafo orientado
(digraph) resultante. ;Es hamiltoniano? ;transitivo?
us (%) U1 V4 CE U1

V4 (%) 1 (%

o Us Gl

L /\ [ ] [ ] /.\ o—>— .v\j/.\

o U3 U3

V-
GS o U3

58.

59.

G> / / Us
o —=——0@
U7 V2

/

o———@
v7 V2

s

@O +—@ —=—0
v7 V2 Ve

/0 Us /0 Vs
[ ®
Ve Ve

& (Resp. Parcial). G es conexo sin puentes; G es un DFS drbol generador (DFSspanning tree) de G inciado en el vértice us
(v entonces etiquetado v1) siguiendo en profundidad por w7 us us us us (etiquetados va vs v4 vs v6), regresando a ury (nico vértice
previo donde el aumento de profundidad no genera ciclos) y desde alli ug u1. G2 orienta el drbol G1 con vértices de indices crecientes
(aristas utilizadas, azules) y G3 completa la orientacién con indices decrecientes (aristas no utilizadas, rojas); el didmetro de G3
es 7, el vértice v7 estd en su periferia, el radio es 4 y vs pertenece a su centro. G3 no es hamiltoniano ni transitivo (jprobarlo!).

(=) Digraph. Para cada grafo orientado (digraphs) dar su matriz de adyacencia A e incidencia M, determinar la sucesién gréfica
entrante d* y saliente d™, verificando que la suma de los grados entrantes es igual a la suma de los salientes e igual a la cantidad
de aristas ( handshaking di-lemma) y determinar cuéles son iguales, cudles son isomorfos (definiendo el isomorfismo) y cudles no.
Alguno es fuertemente conexo? jeuleriano? jhamiltoniano?

& (Resp. Parcial). Gy = G4, G3 = G4, Gy G Go

no es isomorfo a ningin otro; d (G2) = ‘
(1,1,2,2),d*(G1) = (0,1,2,3), s0lo G1mno | " INC 2" N T2

es fuertemente conexo, ninguno euleriano, o
G2 (i. e. G3 y G4) es hamiltoniano, como
lo prueba el ciclo v1 v2 v3v4 V1.

1@
Gs t Gy
)

/ U3\
V2 @——0 V4

U3 @—>— QU4 | V3 @—— @ V4

(+) Digraph. Siempre que existan, graficar y dar la matriz de adyacencia (e incidencia) de grafos orientados cuyas sucesiones
de grados sean: (a) d*(G.) = (0,0,0,0,0,0,1,3,4),d (G,) = (0,1,1,1,1,1,1,1,1); (b) d*(Gp) = (1,2,2,2,3) = d~(Gp); (c)
dt(G.) = (0,1,2,2,3,3),d (G.) = (1,1,2,2,2,3); (d) d"(Gq) = (0,0,1,1,2,6),d (Ga) = (0,1,2,2,2,3). Determinar si son
fuertemente conexos. ;Qué relaciéon hay entre la matriz de adyacencia de un grafo orientado y sus sucesiones gréficas?

& (Resp. Parcial). El elemento k-ésimo de d*(G) es la suma de los elementos de la k-ésima columna de la matriz de adyacencia

de G (la misma correspondencia entre d” (G) y filas). En la figura se muestran los grafos G, Gy, G que satisfacen las sucesiones
dadas.
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60.

61.

U1 X1 i) X3
\\ / \ T . T
Ug o7o—>o v2 \ @ / U3 G.
U7 @ ug @ ‘xg V4 @ et—@ Vs ° o/—\o

T4 ms\/%

(+) Miz. Proponer en cada caso, siempre que exista, un grafo orientado (digraph) G = (V(G), E(G)) de orden 5 = |V(G)| que
sea fuertemente conezo (hay un path orientado desde cualquier vértice a cualquier otro) cuyo tamanio m = |E(G)|, radio r(G) y
didmetro ¢(G) sean los indicados, determinando para cada uno de ellos el centro C(G) y la periferia P(G), y si son eulerianos o
hamiltonianos. §Las condiciones exigidas los caracterizan, en cada caso, por completo? Dar sus sucesiones de grados entrantes (d™)
y salientes (d7). (a) m = 5,7(G) = 4,¢(G) = 4,|C(G)| = 5,|P(G)| = 5; (b) m = 9,7(G) = 2,6(G) = 4,|C(G)| = 3,|P(G)| =1,
() m=6,7(G) = 2,6(G) =4,|C(G)| = 1,|P(G)| =3 (d) m = 87T(G) =1,6(G) = 2,|C(G)| = 1,|P(G)] = 4; () m = 6,7(G) =
3,0(G) = 4,|C(G)| = 3,|P(G)] = 2; (f) m = 7,r(G) = 2,6(G) = 3,|C(G)| = 2,|P(G)| = 3; (g) m = 7,7(G) = 2,¢(G)
4,1C(G)] = L,|P(G)] = 1; (h) m = 20,7(G) = 1,¢(G) = 1,|C(G )I 5[P(G)] = 5. (i) m = 14,7(G) = 1,6(G) = 3,|C(G)| =
2,|P(G)| =2; (j) m =10,7(G) = 2,¢(G) = 3,|C(G)| =2, |P( )| =

& (Resp. Parcial). Existe un grafo para cada uno de los casos, algunos de los cuales se indican en las figuras siguientes (identificarlos).
Los vértices azules son centrales; los rojos, periféricos. La caracterizacién no es completa: por ejemplo, se representan dos grafos
no isomorfos (jcudles?) del caso (e). El grafo G; es hamiltoniano (v2 v4vsv1 v5v2), N0 es euleriano ni semieuleriano y d*(G;) =
(1,1,2,3,3),d" (G;) = (1,1,2,3,3).

U1

us3

\szﬂ‘“<./-

I T T LA
< LN

V4 Us V4 @-4-—@Us V4@

A

\

(=) Torneos. Para cada uno de los cuatro torneos G = (V(G), E(G)) ( tournaments: grafo orientado con grafo subyacente completo)
determinar su radio y didmetro, centro y periferia, las sucesiones graficas entrantes d¥ y salientes d~ verificando que la suma de
los grados entrantes es igual a la suma de los salientes e igual a la cantidad de aristas ( handshaking di-lemma) y determinar cudles
son iguales, cudles son isomorfos y cudles no. jAlguno es fuertemente conexo? jeuleriano? ;hamiltoniano? ;transitivo?

G Gs w1 e U1 & (Resp. Parcial). G2 = Ga4, Gs = Gy,
Ul @~t—O@U2 | V1 @——@ V2 ‘ Gs Ga G4 no es isomorfo a ningiin otro; dt(Gz2) =
° (1,1,2,2),d"(G1) = (0,1,2,3), solo G1 no es
/1?4\ / U3\ fuertemente conexo, ninguno es euleriano, G»
U3 @—»—@ U4 | V3 @—»—@ V4 | U2 @ —0 U3 | v @ —n es hamiltoniano (v; vz v3 v4 v1).
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62. (—) Ford-Fulkerson Sea G = (V(G), E(G)) la red de la figura con las capacidades u u u
indicadas por los nimeros junto a cada arista. .1 5 .2 .3
(a) Aplicar, detallando todos los pasos, el algoritmo de Ford-Fulkerson que permite 13 4
obtener un flujo maximo de G. jEn cudnto podria reducirse la capacidad de la 14 5 3
arista us u4 sin alterar el flujo maximo? 6 us 4
} . o Ut glt——————— @0 Us
(b) En G el alcance a(u;) de un vértice u; es el conjunto de vértices u; tales que hay
un camino (orientado) desde u; a uj. En V se define u;Ru; sii a(u;) C a(uy). 5 6 6
Determinar si R es una relacién de orden en V(G). 2 3
(¢) En V(G) se define la relacién u;Ru; sii ¢ = j o (4 # j) si existe un camino u.7 3 ’ u.s 12 ’ u.g

orientado de u; a uj. Determinar si R es una relacién de orden en V(G).

& (Resp. Parcial). Basta aplicar el algoritmo; la arista puede reducir su capacidad a 0. La relacién definida en (b) no es de orden:
puesto que el alcance de usz es (verificarlo) el conjunto V(G) —u1, y el alcance de uy es también ese conjunto (basta ver que desde
uq se accede a uz, de modo que u2Ru4 a la vez que usRuz y como uz # ua4, resulta que R no es antisimétrica.

63. (a)

(b)

& (Resp. Parcial). (a) El grafo orientado de la figura muestra un flujo
méximo a través de la red definida por la matriz de capacidades (el
primer niimero sobre cada arista indica el flujo asignado, el segundo la
capacidad). (b) Si se interrumpe la ruta 3—6, el maximo flujo se reduce
en una unidad y se logra asignando los flujos segin la siguiente tabla.

(=) Flujo en red. La tabla muestra las capacidades de una red de transporte
que tiene al nodo 1 como fuente y al nodo 7 como destino. Asignar un flujo a
cada una de las rutas de manera que la cantidad transportada sea maxima.

(~) Por cuestiones técnicas la ruta entre los nodos 3 y 6 podria eventualmente
quedar fuera de servicio por un periodo equivalente al de la unidad de tiempo de
los flujos. En ese caso jdisminuirifa el flujo méximo? Si la respuesta es afirmativa,
determinar la nueva distribucién méxima.

in=9

arco | 12 13 14 25 34 35 36 46 57 67

flup|[ 4 3 1 4 3 0 0 4 4 4

Capacidades de la red (unidades

—

1 2 3 4 6

)
7
X
X
X
X
4
9
X

X X X X = & X|ot

N OOt WN
X X X X X X X
X X X X X X &
X X X X X X &
X X X X w X =
X X X &= w X X

64. (a) (—) Flujo en red. La tabla muestra los costos unitarios (en miles de pesos) de Costos unitarios de la red en miles $/u
la red de transporte cuyas capacidades son las establecidas en el ejercicio 25. Se 12 3 4 5 6 7
quiere asignar la distribucién de un flujo de valor 7 entre el nodo 1 y el nodo 7 1] x 10 20 15 x X X
de manera que el costo resulte minimo. 2| x X X x 25 X X

(b) (~) Se presume que dificultades técnicas préximamente llevardn a que el costo 31 x x x 30 35 40 x
S . . . 4| x X X X X 45 X
unitario del transporte del tramo 3 — 6 se duplique, permaneciendo fijos los 5 50
restantes. ;Serd necesario en tal caso reprogramar los voliumenes de transporte X x x X %
. . P .. . . . . . 6 | % X X X X X 55
si se quiere obtener todavia el minimo costo posible? ;Qué porcentaje de incre-
P 7| X X X X X X X
mento tendré el total?
in=7
& (Resp. Parcial). (a) El grafo orientado de la figura muestra un flujo
de valor 7 a través de la red (el primer nimero sobre cada arista indica
el flujo asignado, el segundo la capacidad), que minimiza el costo en un
valor de $685000. (b) El costo se incrmenta en un poco més del 11%
(pasa a $755000) y se logra asignando los flujos segtn la siguiente tabla.
arco | 12 13 14 25 34 35 36 46 57 67
flup[ 4 2 1 4 2 0 0 3 4 3
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65. (+) (Mix) Determinar el valor de verdad de cada una de las siguientes proposiciones, detallando la prueba en caso de ser verdadera
o un contraejemplo en caso de ser falsa (casi todas estas cuestiones han sido ya respondidas en esta gufa).

(a) (=) Todo grafo simple G de orden n = |V(G)| > 2 tiene al menos dos vértices de igual grado; existen grafos con lazos o
aristas multiples sin vértices del mismo grado.

(b) (+) Sean n (con m > 1) ntimeros naturales d1,dz, ... ,dy, tales que 0 < d; --- < d,,. Para que estos nimeros sean los grados
de los vértices de algiin grafo sin lazos G de orden n es necesario y suficiente que se cumplan las dos condiciones siguientes:
(i)d1+d2+~~~+dn es par, (Zl)dn <di+do+- - +dn_1.

(c) (=) Si A es la matriz de adyacencia de un grafo conexo G de orden n(G) = |V(G)| > 2, entonces todos los elementos fuera de
la diagonal principal de la matriz B = >}~ 11 A* son nulos. {La reciproca? ; Vale lo mismo si el grafo es orientado fuertemente
conexo?

(d) En un grafo G cualquier camino (walk) entre vg y v, contiene un camino simple (path) entre esos vértices; ademds si 6(G) > k,
entonces G tiene un camino simple (path) de longitud k.

(e) Todo grafo simple G de orden n = |V (G)| cuyo grado minimo cumple §(G) > (n — 1)/2 es conexo.

(f) Si G es un grafo de orden 6 = |V (G)|, entonces o bien G o bien su complemento G’ contienen un tridngulo.

(g) (—) Si el didmetro del grafo simple G es ¢(G) > 3, entonces el didmetro de su complemento es ¢(G’) < 3; si en cambio es
#(G) > 4, se tiene que ¢(G') < 2.

(h) (—) Existe n > 2 tal que el grafo G de orden n = |V (G)| y tamano m = |E(G)| con m = n — 2 es conexo.

(i) (=) Todo camino simple (path) es bipartito y un ciclo (cycle) es bipartito sii su longitud es par.

(j) En un grafo simple G = (V(G), E(G)) de orden n = |V(G)| y tamafio m = |E(G)|, debe ser m < (), con la igualdad sii el
grafo es K,,; si G es un bipartito G(X,Y), debe ser m < |X||Y] < [n?/4].

(k) Los grafos simples G, H con matrices de adyacencia Ag, Ap son isomorfos sii existe una matriz de permutacién P tal que

Ay = PAgP".

Un grafo G y su complemento G’ no pueden ser ambos eulerianos (ni ambos hamiltonianos).

Si el grado minimo ¢ de un grafo de orden n no satisface la condicién § > n/2, entonces no es hamiltoniano.

)
)
n) Todo grafo simple G de orden n = |V(G) cuyo grado minimo ¢ satisface 6 > (n — 1)/2 es hamiltoniano.
) (4) Un grafo G = (V(G), E(QG)) es bipartito sii carece de ciclos de longitud impar.

)

Un grafo F = (V(F), E(F)) es un bosque (forest: grafo que carece de ciclos) sii para todo par x,y de vértices distintos de
V(F') hay a lo sumo un path entre = e y.

(q) El algoritmo de Kruskal (o el de Prim) aplicado a un grafo en el que ninguna de sus ramas tienen el mismo peso, produce un
arbol generador minimo w4nico.

(r) (+) Todo arbol T = (V(T), E(T)) de orden n = |V (T)| > 2 tiene al menos dos hojas (leafs vértices de grado 1); ademds,
borrar una hoja de T' produce un arbol de orden n — 1. Ademds, el cardinal de su centro C(7T") es 1 o es 2

(s) Un grafo es un 4rbol sii carece de lazos y tiene un dnico drbol generador.
(t) (=) Si z e y son dos vértices adyacentes del grafo conexo G = (V(G), E(G)), entonces cualquiera sea z € V(G) se tiene
ld(z,z) — d(z,y)| < 1).

(u) (=) Todo arbol T'= (V(T), E(T)) de orden n = |V(T)| > 2 es bipartito, y la parte de mayor tamafio tiene una hoja (ambas

partes, si son de igual tamarfio).

) Un grafo de orden n > 2 es bipartito sii todos sus ciclos son de longitud par; ademés la suma de sus grados no excede de n?.

) (=) Si un grafo tiene exactamente dos vértices de grado impar, entonces hay un camino entre esos dos vértices.

x) Un grafo simple con n = |V (G)| vértices y k componentes tiene un tamanio m = |E(G)| que cumple m < (n—k)(n—k+1)/2.
) En un grafo orientado G = (V(G), E(G)) con n = |V(G)| se verifica que >_;_, dif = Y_7_, d; ; si ademds el grafo subyacente

es Ky, se cumple > p_ (d)* =Y r_,(d},)%

(z) Un grafo G = (V(G), E(G))

es bipartito sii sus componentes conexas son bipartitas.

& (Resp. Parcial).

(a) La proposicién es verdadera (el grado de un vértice pertenece al conjunto {0,1,...,n — 1} y si fueran todos distintos habria
una de grado n — 1 que conecta con todos y uno aislado de grado 0, lo que es imposible. El grafo con un lazo de d = (1,3) y el
grafo con una arista miltiple de d = (1,2, 3) prueban la segunda parte de la afirmacién).

(b) Es verdadera. La necesidad es inmediata, si G = (V(G), E(G)) es de orden n = |V(G)| y tamano m = |E(G)| con sucesién de
grados d = (d1,d2,...,dy), la suma de sus grados es (handshaking lemma) d1 + d2 + --- + d», = 2m que es par; por otra parte,
toda arista que incide en el vértice v, € V(G) (y hay d, = d(vn) de ellas) también incide sobre alguno de los restantes (jlos
lazos estdn prohibidos!), de modo que debe ser dn < di + d2 + -+ + dn—1. La suficiencia (induccién sobre di + d2 + -+ - + dn)
es mucho més elaborada y técnica. Si di +d2 +---+d, = 2 debeserdi =d2s =+ =dpn—2 =0y do—1 = dn = 1, lo que es
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satisfecho por el grafo de una arista y n — 2 vértices aislados. Ahora, supuesta verdadera para toda sucesién que satisface (4), (i)
ydi+do+--+d,<2d(d>2),seadi +da+ - -+dn =2(d+ 1) = 2d 4 2, lo que exige considerar dos casos. El primero es que
dn—2 < dn, en cuyo caso d, — 1 el el mdximo de la sucesién di1,ds,...,dn—2,dn—1—1,dn — 1y (de () y (ii)) resulta que se cumplen
(dar detalles) () :d1+d2+ 4+ dn2+ (dn-1—1)+ (dn —1) =0 (mod 2),(B) :di +d2+ -+ dn—2+ (dn—1 — 1) > dn — 1; €l
segundo caso, si dn,—2 = d,, debe ser también d,,—1 = d,, , cumpliéndose también («), mientras que (i¢) (teniendo en cuenta que
dn—2 = max(di,...,dp—2,dn—1—1,d, —1)) equivale a di +da+- -+ dn—2+ (dn—1 —1)+(dn — 1) > dn—2, lo que también se cumple
(jcompletar detalles de esto que se afirmal). De ambos casos resulta que los nimeros di,...,dn—2,dn-1 — 1,dn — 1 (jque suman
2d!) satisfacen (¢) y (it), de modo que, por hipdtesis inductiva, existe un grafo con n vértices cuyos grados son esos numeros, y
ahora basta con unir los vértices de grado d,—1 — 1 con los de grado d,, — 1 con una arista para obtener el grafo G de orden n
cuyos grados son di,dz2,...,dn—1,d,. El principio de inducciéon completa hace el resto del trabajo.

(c) Es verdadera. Si el grafo es orientado y fuertemente conexo, para cualquier par de vértices u;,u; hay un u; — u; path y un
u; — u; path, cuya longitud es lo sumo n — 1 (;por qué?), y como el coeficiente B(i,j) de la matriz B devuelve la cantidad de paths
orientados entre el vértice u; y el vértice u;, debe ser necesariamente positivo. Reciprocamente, si B(%, j) > 0 para todo ¢ # j, para
cualquier par de vértices u;, u; hay un u; — u; path y un u; — u; path, pero esto significa que G es fuertemente conexo (se presume
conocido el hecho de que A9(3, j) devuelve el nimero de u; —u; paths de longitud exactamente ¢, para cada ¢ = 1,2,...,n — 1, pero
es un buen ejercicio incluir aqui mismo esa prueba). Por supuesto, si el grafo no es orientado, los razonamientos son los mismos.
La reciproca es también verdadera tanto para el grafo sin orientar como para el orientado fuertemente conexo.

(d) La proposicién es verdadera (la segunda parte: cualquier vértice v1 tiene k — 1 adyacentes, sea v2 uno de ellos... por induccién
también se prueba la primera parte).

(e) La proposicién es verdadera (si G no es conexo, tiene al menos dos componentes conexas, si v es un vértice de una de ellas
debe estar conectado con al menos 6(G) vértices de esa componente, que entonces debe tener al menos (n —1)/2+1= (n+1)/2
vértices, de donde el nimero total de vértices n debe ser n > 2 (n+1)/2 = n+ 1, lo que es una contradiccién: luego no es posible
que No sea CONexo).

(f) La proposicién es verdadera ( cualquier vértice u € V(G) tiene o bien en G o bien en G’ al menos tres vértices adyacentes ¢ por
qué? v1,v2,v3: si un par de ellos son adyacentes en GG, forman con u un tridngulo; si ningiin par es adyacente, forman un tridngulo
en G).

(g) La proposicién es verdadera (partir de que al ser ¢(G) > 2 existen dos vértices v1, vz sin un vértice adyacente comin a ambos,
luego completar razonando sobre G'; la segunda parte se deduce de la primera).

(h) La proposicién es falsa (si G no tiene ciclos es un drbol y entonces deberfa ser m =n—1=n—2, esto es 1 = 2; si G no es un
arbol, tiene un arbol generador T con mr < m = n — 2 aristas, pero tal arbol de orden n debe tener mr = n — 1 aristas, de modo
que deberfa ser n —1 <n—2, esto es 2 < 1).

i) La proposicién es verdadera.

j) La proposicién es verdadera (y la igualdad en la segunda afirmacién sii el grafo es Ky /2 /2.
k) La proposicién es verdadera

1) La proposicién es falsa (considerar Cs).

(
(
(
(
(m) La proposicién es falsa (considerar C, con n > 5).

(n) La proposicién es falsa (considerar K, , con p = (n—1)/2,q = (n+1)/2 donde n es cualquier impar, n > 3; también, examinar
directamente P3).

L ) . def . def .
(o) La proposicién es verdadera (el si: para un cualquier z €, sea V; = {y € V : d(z,y) es impar}, V> = V — Vi, entonces si alguna
arista uniera dos vértices de V4 habrfa (;por qué?) un ciclo impar; argumentar ahora porqué una arista tampoco puede unir dos
vértices de V2 y concluir que G es bipartito). Para la reciproca se necesita mucha més técnica.

(p) La proposicién es verdadera (el si: Si P = vgv1...vq y P* = vouiuz...vq son dos paths distintos en F' y k + 1 el menor
indice para el que vi41 # ur+1 y j el menor indice tal que 7 > k4 1 y ujy1 es un vértice de P, esto es uj+1 = vy, entonces
Uk Uk41 ... Uh Uj Uj—1 ... Uk+1 Uk €S un ciclo en F; para el solo si: de la existencia de un ciclo vgvi...vqv0 en F resulta que
Vo V1...Vq Y Vo Vg son dos paths en F).

(q) La proposicién es verdadera.

(r) La proposicién es verdaderaerdadera. Si di < dz < --- < d, es la sucesién de grados del drbol T', al ser conexo, §(T) =di > 1
y como el tamaifio es m = |(G)| = n — 1 (jes buen ejercicio probar esta propiedad de un drbol cualquieral), si tuviera a lo sumo un
vértice de grado 1 se tendria por el handshaking lemma que 2m = 2n — 2 = Z;;L:l dp >14+2(n—1),estoes2n—2>2n—1, lo
que es imposible; ademds, si v es una hoja de T'y Th = T — v y para cualquier par u,w € V(T1), todo path entre u y w en T es
un path entre u y v en T1, pues la hoja v no puede ser parte de ese path (jhacer un esquemal), de modo que T3 es conexo, y como
la operacién de borrar un vértice no genera ciclos, 71 es un conexo sin ciclos, esto es, un arbol de orden n — 1. Para la segunda
parte, si 7' es de orden 1, es C(T) = V(T) (y por lo tanto el cardinal de su centro es 1); si 7' es un drbol de orden 2, también es
C(T) =V (T) (y por lo tanto el cardinal de su centro es 2); si T es de orden 3, como tiene al menos dos hojas, tiene exactamente
dos hojas (;por qué?), de modo que su centro lo constituye el dnico vértice que no es una hoja (i.e. |C(T)| = 1). Si el orden de
T es 4 es o bien K; 3 cuyo centro tiene cardinal 1 o es P, cuyo centro lo constituyen los dos vértices que no son hojas. Ahora
en general, si el orden n de T es n > 5, sea T}, el arbol obtenido de T borrando todas sus hojas: la excentridad de los vértices
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de T} es la misma que la excentricidad de los mismos vértices en T' disminuida en uno (;por qué?), de modo que esta operacién
deja inalterado el centro de T'. Ejecutando esta operacién sucesivamente, se llega a un arbol de a lo sumo 4 vértices, con el mismo
centro que el original, y todo arbol de a lo sumo cuatro vértices tiene un centro de cardinal 1 o 2.

(s) La proposicién es verdadera (solo si: si G es un drbol, G es un arbol generador de G, y si hubiera otro, tendria una arista que
no estd en G, lo que es imposible; por otra parte, carece de ciclos y por lo tanto, de lazos).

(t) La proposicién es verdadera (Un z, y-path puede ser extendido o recortado para alcanzar x, de modo que d(z,z) < d(z,y) + 1,
y del mismo modo d(z,y) < d(z,z) + 1, que juntas prueban |d(z,z) — d(z,y)| < 1).

(u) La proposicién es verdadera (Si X e Y son las dos partes de T, con | X| > |Y|, y X no tuviera hojas, entonces se tendria que
|E(T)| > 2|X| = |X|+|X]| > |X]|+|Y]| =|V(T)|, lo que es imposible pues en un drbol es |[E(T)| = |[V(T)| — 1).

(v) La proposicién es verdadera (el solo si: con Vi, V, las partes de G, un ciclo vi vz -+ vg v1 debe tener los vértices de subindice
impar en una de las partes (p.e. V1) y los pares en la restante, de modo que g es par).

(w) La proposicién es verdadera. Si no hubiera tal camino, estarfan en diferentes componentes, y en cada una de ellas serfan los
tnicos vértices de grado impar, lo que es imposible jpor qué?.

(x) La proposicién es verdadera.

(v) La proposicién es verdadera (del handshaking di-lemma es m = |E(G)| = Y.p_,df = 3.7_, d;, (con dj se indica el grado
del vértice vy € V(G)); por otra parte si K, es el grafo subyacente, para cada vy € V(G) es d;r +d, = n — 1 de modo que
0=(n—1)-0=33_(n=1)(d} —dy) =35, (d +di)(dy —dy) = X3_ ((df)* = (d};)?) de donde 375 (d)* = 325, (d;,)?).-
(z) La proposicién es verdadera (si G es bipartito, debe serlo cualquier subgrafo, en particular sus componentes; reciprocamente,
si las componentes (bipartitas) de G son G = ((Xx U Yx), Ex), definiendo X def Up Xk, Y def Up Y, B def Uk Bk, el grafo G es
G = ((X UY, E) es bipartito).
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