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PROCESOS
ESTOCASTICOS

 FENOMENOS DINAMICOS DE
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—DISCRETA
—CONTINUA
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CADENAS DE MARKOQOV

« CUANDO EL ESTADO DEL SISTEMA
QUEDA DEFINIDO POR VARIABLES
DISCRETAS

« CUANDO EL ESTADO DEL SISTEMA EN
EL INSTANTE t DEPENDE DEL ESTADO
DEL MISMO EN UN INSTANTE ANTERIOR

— MEMORIA DE PRIMER ORDEN (t-1)
— MEMORIA DE ORDEN SUPERIOR



OBSERVACIONES

 PARAMETRO CONTINUO

* PARAMETRO DISCRETO
—IGUALMENTE ESPACIADAS

—IRREGULARMEN
ESPACIADAS

E



EJEMPLOS DE CADENAS DE MARKOV
FINITAS, DE PRIMER ORDEN Y DE
PARAMETRO DISCRETO

« BRAND SWITCHING

 REEMPLAZO DE EQUIPOS

 PLANEAMIENTO DE NECESIDADES
DE PERSONAL

« ANALISIS DE INVENTARIOS
« ANALISIS DE CREDITOS
« ESTUDIO DE SISTEMAS DE COLAS



PASO O TRANSACCION

« ES EL AVANCE DEL PROCESO CUANDO
EL SISTEMA PASA DE UN ESTADO A
OTRO.

« LA TRANSICION DE UN ESTADO A OTRO
—PUEDE HACERSE EN UNO O VARIOS PASOS
—TIENE ASOCIADA UNA PROBABILIDAD



PROBABILIDADES DE
TRANSICION

Pij
o

LAS SUPONDREMOS ESTACIONARIAS



VECTOR PROBABILIDAD
O VECTOR DISTRIBUCION

Vij = :pil Pi2 -+--Pijj ----Pin ]

_ (n) (n) (n) ()
Vi = |O, Pi2 ----Pjj+---Pin



MATRIZ DE TRANSICION DE UN PASO
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MATRIZ DE TRANSICION DE UN PASO
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MATRIZ DE TRANSICION DE n PASOS
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UNA CADENA QUEDA DEFINIDA
CUANDO SE CONOCEN:

 LAS PROBABILIDADES DE
TRANSICION

« EL NUMERO DE ESTADOS

e EL ESTADO ACTUAL DEL
SISTEMA




REPRESENTACION GRAFICA

P13 P31 Poy

J— v
P33 9
‘\ /







ANALISIS DE REGIMEN TRANSIENTE

Sq S
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ESTADO ACTUAL : S1

(2) 5
pll '

2) 1
Piu= Py . Pu+Pp. Py = o



ESTADO ACTUAL : S1

(2) 5
Pio " 3



ESTADO ACTUAL : S2

(2) 5
Poy " 3

(2) _ _ 1
Pyy= Py . Pyt Py . Py = 2



ESTADO ACTUAL : S2

(2) 5
p22 '



(2)

MATRIZ DE TRANSICION DE DOS PASOS
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VECTOR PROBABILIDAD DE TRANSICION DE DOS
PASOS CUANDO EL ESTADO ACTUAL ES S,

1
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EN NUESTRO EJEMPLO:
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VECTOR PROBABILIDAD DE TRANSICION DE DOS
PASOS CUANDO EL ESTADO ACTUAL ES S,
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EN NUESTRO EJEMPLO:
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PROBABILIDADES ASOCIADAS A CADA
ESTADO LUEGO DE TRES PASOS

« CUANDO EL ESTADO ACTUAL ES S,

(3)

V,.P =V,

o0 bien:



PROBABILIDADES ASOCIADAS A CADA
ESTADO LUEGO DE TRES PASOS

« CUANDO EL ESTADO ACTUAL ES S,

(3)

V,.P =V,

o0 bien:



ECUACIONES DE
CHAPMAN-KOLMOGOROV

(n) (n-1)

o0 bien:



EN DEFINITIVA:

« PARA CONOCER LA
PROBABILIDAD DE QUE EL
PROCESO SE ENCUENTRA EN
UN ESTADO j DESPUES DE n
PERIODOS CUANDO SE HALLA
EN EL ESTADO I, DEBE
CALCULARSE SIMPLEMENTE LA
MATRIZ P



EN NUESTRO EJEMPLO:

0,344 0,656

0,328 0,672



EN NUESTRO EJEMPLO:

0,336 0,064

0,332 0,668



CLASIFICACION DE LOS
ESTADOS DE UNA CADENA

e ESTADOS ACCESIBLES
e ESTADOS COMUNICANTES
e ESTADOS RECURRENTES

e ESTADOS TRANSITORIOS

—SIN RETORNO



ESTADO ACCESIBLE

S, es accesible desde S; si, para algin paso, p;M20

Si —> Sj



ESTADO ACCESIBLE

S, es accesible desde S; si, para algun paso, p;™>0
Si — Sj

WD




ESTADO ACCESIBLE

S, es accesible desde S; si, para algin paso, p;M20
Si — Sj
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ESTADOS COMUNICANTES

Siy S;secomunican si cada estado es accesible desde
el otro.

S| > S5
SI Sje S y 53 = S, S,
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ESTADO RECURRENTE

+ UN ESTADO S, ES RECURRENTE SI UNA VEZ QUE EL
PROCESO LO ALCANZA, REGRESA A EL (S, , S: Y Sg)
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ESTADO TRANSITORIO

« UN ESTADO S, ES TRANSITORIO SI EXISTE UNA
PROBABILIDAD DE QUE NO REGRESE A EL (S3)

Co 2
S

(O

1 2 3
X X X
X

OO0, WNPEF




ESTADO ABSORBENTE

« UN ESTADO S,ES ABSORBENTE SI UNA VEZ QUE EL
PROCESO LO ALCANZA, NO LO ABANDONA (S, ).
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CLASE

« DOS ESTADOS QUE SE COMUNICAN PERTENECEN A LA
MISMA CLASE: S,, S; Y S; FORMAN UNA MISMA CLASE.

« UNA CLASE PUEDE CONSISTIR EN UN SOLO ESTADO (S,)

ol

o0
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(O



ESTADO SIN RETORNO

« ES UN ESTADO QUE NO SE COMUNICA CON NINGUN
OTRO, NI SIQUIERA CONSIGO MISMO (S;3)
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CLASIFICACION DE CADENAS
DE MARKOV

 IRREDUCTIBLES (O ERGODICAS)

— APERIODICAS (O REGULARES)

— PERIODICAS

* REDUCIBLES (O SEPARABLES)



CADENAS IRREDUCTIBLES
(O ERGODICAS)

e TODOS SUS ESTADOS SE COMUNICAN







« LOS ESTADOS DE UNA CADENA
IRREDUCTIBLE SON TODOS
RECURRENTES

« LAS CADENAS ERGODICAS FORMAN UNA
SOLA CLASE COMUNICANTE

« LUEGO DE INFINITAS TRANSACCIONES,
LAS PROBABILIDADES SE ESTABILIZAN
EN VALORES LIMITES
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para un n suficientemente grande:



CADENAS REGULARES (O APERIODICAS)

T
[

X X O O X

o X o X o

X
X
0
0
X

O O X O X
O X X X X

Si alguna potencia tiene so6lo elementos positivos



X X X X X
X X X X X

0
X X 0 X X

X X X

X X X X X




X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X




CADENAS PERIODICAS

0 X X 0
X 0 0 X
P=1 x 0o 0o x
0 X X 0

Cuando no puede hallarse una potencia de P para
la cual todos los elementos sean positivos



X 0 0 X
0O X X 0
0O X X 0
X 0 0 X




0O X X 0
X 0 0 X
X 0 0 X
0O X X 0




X 0 0 X
0O X X 0
0O X X 0
X 0 0 X




O 1 O
1/2 0 1/2

O 1 O

1/2 A}//
1

SE ESTABILIZAEN (1/4 1/2 1/4)



SE ESTABILIZAEN (1/2 1/2 )



CADENAS REDUCIBLES
(O SEPARABLES)

« CUANDO NO TODOS LOS ESTADOS SON COMUNICANTES

Q)/\'Q S1 S Sz S S5
| I S, X X
S, X X X
S; X
- @ S, X X
\@ Sg X




ANALISIS DEL REGIMEN
PERMANENTE

1
N
N
o
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2.p() =1



[p(l) P(2) ....p(J) --. p(N)].P = E(l) P(2) ....p(J) .- p(N) ]

p(1) +p(2) +....+p() +..+p(N) =1



Por ejemplo:



0.5 05

b)) p@ pE)| 02 02 06

1.0

=[p@) P pE)]

p(1) + p(2)+ p3) =1



p(1)-0.5 + p(2)-0.2 + p@3) = p(1)

p(1)-0.5 + p(2)-0.2 = p(2)

p(1)  + p(2) + p(3)= 1



05 05 1

EO(l) P(2) p(3):| 02 02 1

1 1

-[p@w p@ 1]

p(1) + p(2)+ p3) =1



0(1) = 0.5
0(2) = 0.3125
0(3) = 0.1875

Es decir:

V'=[05 03125 0.1875 ]



Para cadenas periddicas:

[p) p@ | [O 1] = [r) P}
1 0

p(1).0 + p(2).1 = p(1) p(1) = 1/2

p(1) +p(2) =1 p(2) = 1/2



SUMA DE FLUJOS

2. p(i)-p; = 24 P(K).Py



0.6

0.2



« BALANCE NODO S;:
p(1)-0.5 = p(2)-0.2 +p3).1

« BALANCE NODO S..
p(2)-(0.2 +0.6) =p(1)-0.5

- CONDICION DE SUMA.:
p(1) +p(2) +p@) =1




Ejemplo de aplicacion:

]

COLA CANAL

p(ingreso) = A -At
p(egreso) = At



p(ingreso) = A -At

A=A Paran=0,1
A,=0 Paran=2

p(egreso) = p,-At

u,=0 Paran=0
L= Paran=1, 2



Matriz de transicion:

1-A-At A-At
- At 1-0-At-p-At - At

u-At 1-u-At



[p(O) p(1) p(Z)]

1-A-At

u-At

A-At

1-A-At-p-At

LAt

A-At

1-u-At

_ [po p(Z)]



A-At A-At

1-u-At



CADENAS ABSORBENTES

 TIENE POR LO MENOS UN ESTADO
ABSORBENTE

« ES POSIBLE ACCEDER DESDE CADA
ESTADO NO ABSORBENTE HASTA
POR LO MENOS UN ESTADO
ABSORBENTE




« Un estado “|” absorbente se identifica porque tiene una
probabilidad unitaria p;; en la matriz de transicion

0.7 0.3

(& ) o1 0a
S, 107 0.3 ]

0.5

S,| 05 0.5
0.5

16@ > L




Ejemplos de estados absorbentes:

Pago de una factura
Realizacion de un contrato
Venta de un activo fijo
Despido de un empleado
Falla de un dispositivo



En este tipo de procesos
Interesa conocer:

« NUmero promedio de pasos que tarda
en absorberse

* NUmero promedio de veces que €l
proceso pasa por cada estado antes de
absorberse

 Probabilidad de ser absorbido por un
estado determinado (sI hay varios
estados absorbentes)



« Una matriz absorbente puede reagruparse:

— a estados n estados —

a estados I O
n estados A N




| (axa): MATRIZ IDENTIDAD. Cada elemento representa
la probabilidad de permanecer en un estado
absorbente en un paso

— a estados n estados —

a estados I O
n estados A N




O(axn): MATRIZNULA. Cada elemento representa
la probabilidad de pasar de un estado
absorbente a uno no absorbente en un paso

— a estados n estados —

a estados I O
n estados A N




A(nxa): MATRIZDE ESTADOS ABSORBENTES.

Cada elemento representa la probabilidad de
ser absorbido en una transaccion

— a estados n estados —

a estados I O
n estados A N




N(nxn): MATRIZDEESTADOS NO ABSORBENTES.

Cada elemento representa la probabilidad de
no ser absorbido en un paso.

— a estados n estados —

a estados I O
n estados A N
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0.75

1.0




S, S, S, S,
1.0
1.0
0.5 0.5
0.75, 0.25




S, S, S, S,
1.0
O
1.0
0.5 0.5
N
0.75| 0.25




Determinacion del numero de
pasos promedio que
transcurren antes que el
proceso se absorba:

n= (I-NY'.1



-0.25

1



1.14 0.57
(I-N)* =
0.29 1.14

1.14  0.57 1 1.71
(1-N)*. 1 =

0.29 1.14 1 1.43



e Si el proceso comienzaen S, hara 1.71
transacciones (en promedio) antes de
absorberse

» Si el proceso comienza en S; hara 1.43
pasos (en promedio) antes de
absorberse

 Si comienzaen S, el nUmero promedio
de veces que pasa por S; es 1.14y por S,
0.57.

* Si comienza en S; el nUmero promedio
de veces que pasa por S; es 0.29y por S,
1.14



Determinacion de la probabilidad de
terminar en un estado | absorbente
comenzando en un estado | no
absorbente:

n=(1-N)".A



1.14
(I-N)*=
0.29

(I-N)". A =

0.57

1.14

0.57

0.14

0.43

0.86



« Comenzando en S;:

—probabilidad de terminar en S; es 0.57

—probabilidad de terminar en S; es 0.43

« Comenzando en S;:

—probabilidad de terminar en S; es 0.14

—probabilidad de terminar en S; es 0.86



EXTENSION PARA CADENAS
NO ABSORBENTES

 Para determinar el nUmero de pasos
promedio requeridos para alcanzar
un estado no absorbente ® | “ se

procede como si fuera absorbente






Para averiguar el nimero promedio de transacciones
gue se realizan hasta alcanzar por primera vez el
estado 3, se supone S, absorbente.



Luego se pasa al formato estandar
| | O
A N






| - N

0.6

-0.2

-0.3

0.5

0.4
0.2

0.3
0.5



2.08 1.25
(I-N)* =
0.82 2.5

_ 2.08 1.25 1 3.33
(1-N)*. 1 =

0.82 2.5 1 3.32



» Si el proceso comienzaen S, hara 3.33
transacciones (en promedio) antes de
llegar por primera vez a S,

» Si el proceso comienzaen S, hara 3.32
pasos (en promedio) antes de lograr
por primera vez el estado S,



CADENAS CICLICAS

« UN CICLO ES UN CAMINO CERRADO
ENTRE ESTADOS RECURRENTES

« PARA QUE UNA CADENA SEA
CICLICA DEBE CUMPLIRSE QUE

— TENGA POR LO MENOS UN CICLO

— SEA POSIBLE ENTRAR EN EL CICLO



0.2

0.5

0.3




o Ul
o N
= W

NO ES ERGODICA: ES REDUCIBLE EN
(Sz» S3) YEN (S))



NUmero de intentos promedio que se
realizan para alcanzar el ciclo:

 Se supone al ciclo como un estado
absorbente:




n=[2][s] = [s]
(1-N)* :[2]

(1-N)Y'.1= 2



A largo plazo (régimen
permanente):

« EL SISTEMA ES CICLICO

« EL PORCENTAJE DEL TIEMPO QUE PASA
EN CADA ESTADO SE CALCULA CON EL
PROCEDIMIENTO VISTO PARA REGIMEN
PERMANENTE.



3

S5 2 .
() @ 0] [o o 1| = [ @ p@)]
O 1 O

p(1).0.5 = p(1)
p(1)=0

2.p(2) +p3) = PB) p(2) = 0.5

p(l) +p2)+p@B) =1 p(3)= 0.5
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