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Por qué muestrear una senal de tiempo continuo?

Las senales del mundo real son de naturaleza analdgica.

La extraccién de informacién relevante a partir de ellas requiere su procesamiento
a través de sistemas adecuados (LTIs o no) de tiempo continuo. El disefio de
dichos sistemas en tiempo continuo puede ser complejo y caro!!

En los ultimos afios han existidos enormes avances en la microelectrénica:
@ Procesadores mas rapidos y poderosos.
@ Procesadores mas pequenos.

@ Procesadores de muy bajo consumo.

En dichos procesadores es muy fécil implementar, mediante un algoritmos
adecuados, sistemas de tiempo discreto que permitan procesar y obtener
informacién a partir de senales de tiempo discreto.

El puente entre el mundo analdgico de los senales de interés y el mundo digital
donde el procesamiento es mas simple y barato es lo que se conoce como muestreo
o sampling: obtener una representacién de una senal de tiempo continuo, lo méas
fiel posible, mediante una senal de tiempo discreto!!
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Senales analdgicas, discretas, cuantizadas, digitales,...

Sistema 1110001000
digital

@ L\[\/\( Salida

bk

Fuentes: https://www.edu.xunta.gal/centros/iesblancoamorculleredo/aulavirtual/pluginfile.php/
20936/mod_resource/content/0/Apuntes/electronica_digital.pdf
https://tecnosantaeugenia.es/comunicaciones/comunicaciones5.html
https://users.exa.unicen.edu.ar/catedras/pdi/FILES/TE/CP1.pdf

N /\/\/\/\ + ruido = /\/\j\/\*

Sefal analégica deal Sefal analégica degradada

Pryreenciiorion
5 + ruido =
J\ 0101010 0101010

gl Seral digtal degradada
SeaauIESd (1a informacién se ha conservado)
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https://commons.wikimedia.org/wiki/User:Jmcalderon
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Conceptos de muestreo I (teoria)

Por qué Nyquist es suficiente 7 Decimos que, si una sefial z(t) estd estrictamente
limitada en banda (no tiene frecuencias por encima de B Hz), sucede lo siguiente: J

Reconstruccién exacta y univoca: Al muestrear a Fs > 2B, las réplicas espectrales
en la frecuencia no se solapan (no hay aliasing). Existe una tunica senal de ancho
de banda B que pasa exactamente por esas muestras. )
Los ”detalles” entre muestras no se pierden: Aunque entre dos muestras parezca
haber un ”hueco”, la informacién de lo que ocurre en medio estd contenida en la
suma de las funciones interpoladoras sinc:
oo
X t—nT
z(t) = Z z(nT)sinc [ ————
T
n=—oo
La funcién sinc reconstruye suavemente los picos y valles entre las muestras sin
ningtin margen de error tedrico.
y
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Muestreo y reconstruccion I

Nos concentraremos en lo que se denominard muestreo periédico o uniforme. En
ese caso muestrear una sefial es generar una secuencia de tiempo discreto segin:

z[n] = zc(nT), n € Z,
donde T es el periodo de muestreo y z.(¢) es la senial de tiempo continuo.

z(t) z[n]

La clave es asegurar que las muestras z[n| con n € Z provee la misma informacién
que la senal original z.(t) o lo que es lo mismo, si es posible reconstruir z.(t) con
solamente los valores z[n]. Sorprendentemente esto es cierto para una clase
particular pero bastante amplia de senales de tiempo continuo!!

;Da lo mismo usar cualquier valor de 7?7
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Muestreo y reconstruccion IT

Un conversor A/D serd modelado para nosotros de la siguiente forma:

Conversor A/D

! 1
1p(t) I

a(t) | 2,(t) | Conversor de tren de Vln] = o(nT)
x impulsos a secuencia de f——t——3

tiempo discreto

p(t)
14
o0
pO = 3 8t —nT)
n=-—oo t
(1) = we(t)p(t) N
) p- A A - =N
= > @(t)s(t —nT) A
n=-—oo T oy .
1
2T T 0 T 2T 3T 4T 5T
Este es un modelo matematico adecuado para el ADC. En lo que sigue
analizaremos la accién de este sistema en el dominio de la frecuencial!! J
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Muestreo y reconstruccion I11

Vemos que p(t) = xc(t)p(t) = > pe _ oo c(t)d(t — nT). En el dominio del tiempo
dominio de la frecuencia tenemos que:

Xp(jiw) = 5 Xelj) = Pj)

Sabemos que:
oo

P(jw):g%r > d(w — kws)

k=—o0

donde ws = 2% es la frecuencia de muestreo o frecuencia de sampling. Es claro

entonces que podemos escribir:

Xp(i) =7 3 Xeljlew = k)

k=—oc0

Xc(jw) centradas en frecuencias kws con k € Z!! Esas copias se pueden solapar, en

Vemos que la transformada de Fourier z,(t) es una sucesién de copias de la
funcién de las caracteristicas de X.(jw) y del valor de ws!! J
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Muestreo y reconstruccion IV

Xe(jw)
/1\

-w w w

 P(jw)

AF

—2ws —Ws ws 2w w

lXp(jw)

T

AVAVA

—2uw, —ws rn

—ws + W

ws—W

Vemos que si X¢(jw) = 0 para |w| > W y si 2W < w; las replicas no se solapan!! )
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Muestreo y reconstruccion V

1
- 0 W w
P(jw)
2m
AT
—2ws —wg w 2w w
lX,,(]'»'Af)
T
M N7 N7 N
/ v \ \
\ \,
/ //\\ 1, ya \\ //<\ AN

Vemos que aunque X.(jw) = 0 para |w| > W si 2W > ws las replicas se solapan!!

Existe aliasing!! Si z.(t) no fuera de banda limitada, las replicas se solaparian
para cualquier elecciénd de wg!!
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Filtrado antialiasing

Xe(w) JE— )
- --Hw)
w
W W W
Xp(w)
- =y /\/W
—w, - L Wy —w, =% Y Wy
—w, + W wy, — W -
Xe(w) — Xp(w) Ne(w) — Xp(w)
oW W W@ L — «
—w, e: wy +.! }:I, wy Wa —ws ! W
T2 z )

we
k3
Si nuestro objetivo es obtener una representacién fiel de una senal mediante

muestreo siempre tenemos que usar un filtro antialiasing! SIEMPRE!!!
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Muestreo y reconstruccion VI

Supongamos que Xc(jw) = 0 para |w| > W y si 2W < ws. Sea H:(jw) un filtro
pasabajos ideal con frecuencia de corte W < we < ws — W y ganancia T'.

—We We
—2uw, —ws [-w w i ws 2w, w
—ws + W ws — W
Es claro que:
o0
. . 1 . . .
Xp(ju)Hr(jw) = = D7 Xe(j(w — kws)) Hp (jw) = Xe(jw)
k=—oc0

Recuperamos la sefal original z.(¢)!! En el caso en el que hay solapamiento esto
no serfa posible, ya que dicho solapamiento altera el espectro original de z.(¢)!! J
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Muestreo y reconstruccion VII

La sefial x(t) puede escribirse claramente como:

oo oo

zp(t) = Y @(T)S(t—nT)= Y an]s(t—nT)

n=—oo n=—oo

De esta sefial podemos obtener (usando el conversor de tren de impulsos a
secuencias en tiempo discreto) las muestras z[n] = z.(nT).

De esta forma es claro que zp(t) y z[n] = z.(nT) son equivalentes y contienen la
misma informacién ya que a partir de la secuencia x[n] puedo volver a generar la
sefial zp(t) generando impulsos equiespaciados en T' con peso z[n]!!

Conversor D/A

Conversor de secuencia | 4.

———| de tiempo discreto a
tren de impulsos

wel(t) puedo recuperar la sefial . (t)
cuando X.(jw) = 0 para
|w| > W y si 2W < ws!!

]

I

) Usando las muestras z[n]
I

]
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Muestreo y reconstruccion VIII

Sea xc(t) una senal de banda limitada que cumple:

La senal zc(t) queda determinada en forma dnica por las muestras
z[n] = zc(nT),n € Z si la tasa de muestreo T satisface:

ws = 2W se denomina frecuencia de Nyquist.

annon)

Xc(jw) =0 |w| > W

2T ow, T< T
Ws = — 5 e
ST w

Notar que la frecuencia de muestreo ws tiene que ser estrictamente mayor a
2W. Muchas veces el resultado del teorema es cierto con ws = 2W pero
otras veces no.

Este teorema revela una condicién necesaria suficiente para reconstruir una
senal de banda limitada a partir de sus muestras. Pero si uno impone més
restricciones a las sefiales z.(t) el teorema puede dejar de ser condicién
necesaria (por supuesto sigue siendo condicién suficiente).

@ El teorema se puede extender facilmente a senales de varias variables.
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Conceptos de muestreo I (teoria)

Por qué Nyquist es suficiente 7 Decimos que, si una sefial z(t) estd estrictamente
limitada en banda (no tiene frecuencias por encima de B Hz), sucede lo siguiente: J

Reconstruccién exacta y univoca: Al muestrear a Fs > 2B, las réplicas espectrales
en la frecuencia no se solapan (no hay aliasing). Existe una tunica senal de ancho
de banda B que pasa exactamente por esas muestras. )
Los ”detalles” entre muestras no se pierden: Aunque entre dos muestras parezca
haber un ”hueco”, la informacién de lo que ocurre en medio estd contenida en la
suma de las funciones interpoladoras sinc:
oo
X t—nT
z(t) = Z z(nT)sinc [ ————
T
n=—oo
La funcién sinc reconstruye suavemente los picos y valles entre las muestras sin
ningtin margen de error tedrico.
y
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Muestreo en la teoria II

~

impulse sampler m ideal LPF

a(t) 5 a5(t) H(w) a(t)

X(w) lm X;5() Il BRE®)

e A

J%
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Conceptos de muestreo I (practica)

Por qué en la realidad préictica podria necesitarse més del doble (Fs > 2B) ?
Existen algunas razones por las que muestrear justo al doble del ancho de banda
resulta insuficiente o problemaético:

1) Los ”detalles rapidos” aumentan el ancho de banda real de la senal. Por el
Teorema de Paley-Wiener, ninguna senal real de duracién finita en el tiempo
puede estar estrictamente limitada en banda. Si una senal tiene transiciones
bruscas, bordes afilados o picos muy estrechos (detalles de alta frecuencia), su
espectro X (w) se extiende hasta frecuencias muy elevadas. Si se limita a B
mediante un filtro anti-aliasing para cumplir Nyquist, ya se suavizaron y
eliminaron esos detalles antes de muestrear. Si queremos conservar esos detalles
finos, se necesita ampliar el B y, por ende, aumentar F.
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Conceptos de muestreo (practica)

2) Filtros Paso Bajo Ideales. Para recuperar la sefial original habiendo muestreado
a la tasa justa de Nyquist (Fs = 2B), se necesitarfa un filtro de reconstruccién
analégico ideal con un corte en frecuencia perfectamente vertical. Un filtro asi es
fisicamente irrealizable (requerirfa un retardo infinito).La solucién practica:
Muestrear a una tasa superior (Fs > 2B) para dejar un espacio vacio en la
frecuencia conocido como banda de guarda (Fs — 2B). Esto permite usar filtros
analégicos reales con una zona de transicién suave y realizables.

3) Visualizacién e Interpoladores. En sistemas reales (como osciloscopios o
convertidores D/A simples), no se utiliza la interpolacién sinc infinita porque se
requiere sumar oo muestras. Se utilizan interpoladores simples como: Retenedor
de Orden Cero (Sample & Hold): Mantiene el valor constante hasta la siguiente
muestra (escalonado).

Interpolacién Lineal: Une los puntos con lineas rectas. Si se muestrea una
sinusoide Unicamente con 2 muestras por ciclo (Fs = 2B) y se unen con lineas
rectas, se obtiene una onda triangular.

Para que una interpolacion lineal o S&H reproduzca visualmente los ”detalles” y
la forma curva de la senal sin usar filtrado complejo, se requiere sobremuestrear
(por €j., a 10 o 20 veces la frecuencia de la senal).
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Conceptos de muestreo (practica)

4) El caso limite Fis = 2B. Si se muestrea una sinusoide pura z(t) = sin(27Bt)
exactamente a la tasa de Nyquist Fs = 2B, y las muestras coinciden con los
puntos de cruce por cero de la funcién, todas las muestras resultantes seran cero,
perdiéndose la senal por completo. Por esta razoén, el teorema exige estrictamente
que la frecuencia de muestreo sea mayor (Fs > 2B), no igual.
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Muestreo en la practica I

0 t B B =
(a) (d)
; nr
b(t) . 2Py P(w) .
2mP_y F'S 27 Py
= 2P, I I 21 Py
- | T 3r 5T t _oF, P . 2R, x
(b) (e)
x5(t) PoxX(0 X,,(w
ar t f} /T\ W
-T | T 3T 5T —2F, 2F, 2
(c) (f)

Fuente: Lathi, B., & Green, R. (2014). Essentials of Digital Signal Processing. Cambridge:
Cambridge University Press. doi:10.1017/CB0O9781107444454
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Muestreo en la practica II

pulse sampler ideal LPF

z(t) p(t) @5(t) | H(w) :ii(t)

X() X5(«) 7o :I. X(w)

%
g
L

Xpw)= > PpX(w—kws)

Fuente: Lathi, B., & Green, R. (2014). Essentials of Digital Signal Processing. Cambridge:
Cambridge University Press. doi:10.1017/CB0O9781107444454
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Senales reconstruidas con aliasing [

Consideremos la sefial z.(t) = coswot

X(jw)

5
L
>
5

|
5] I—

-

T

€

R

“Ws —ws +wo

Ep--->
—>
|-

—ws

Xy (jw)
H,(jw)
i i
H H
—Wo—Ws T W0 | Ws-wo wo @
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Como era de esperarse si

ws > 2w podemos reconstruir
perfectamente z.(t). Sin
embargo, en este ejemplo
vemos que si esa situacion no
se cumple lo que recuperamos
es:

zr(t) = cos (ws —wp) t

Como caso extremo, si

ws = wo vemos que la senal
reconstruida es una
constante!! La presencia de
aliasing impide la
reconstruccién de la senal
original!!
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nsformada de Fourier de la senal muestr

Podemos analizar como es la transformada de Fourier de la secuencia de tiempo
discreto z[n]. Denotaremos la frecuencia para la transformada de tiempo discreto

como 2. Sabemos que:
o0

X () = Z z[n]e= I

n=-—oo

Por otro lado dado que zp(t) = > o0 z[n]d(t — nT), tenemos que:

n=-—oo

oo

Xp(w) = > alnle 3"

n=-—oo
Vemos entonces que X (jw) = X(ejﬂ)‘Q . X (e7T). De esta forma,
=w
) -
X (1) = Xp(jw) = = D Xe(j(w = hws))
k=—oc0
Y la transformada de la secuencia z[n] se puede escribir como:

o1 £ 6(8-2)

k=—o0
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Transformada de Fourier de la senal muestreada 11

Vemos que la transformada de Fourier de z[n] es periddica como debe ser y que
estd directamente relacionada con la transformada X.(jw) de la sefial de tiempo
continuo original z.(¢). Estd claro que si X¢(jw) =0 V|jw| > W y 2W < ws no
tenemos aliasing y que

Q

X% = 1% (iF ) 0 € -mm)

Cuando no hay aliasing, la transformada de Fourier de la secuencia z[n] es una
versién escalada en frecuencia de X.(jw)!! El factor de escala entre la frecuencia
de tiempo continuo y la frecuencia de tiempo discreto esta dado por:

w =

Q
T

Es claro que la frecuencia Q2 = 7 en la secuencia z[n] se corresponde a con la
frecuencia “’25 en la senal de tiempo continuo z.(t). El escalado en frecuencia es
béasicamente una normalizacién del eje de frecuencias en la senal de tiempo
continuo z.(t), tal que la componente de frecuencia més alta en dicha senal
(captada por un muestreo sin aliasing) se refleja siempre en 2 = 7 para la senal de

tiempo discreto.

4
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Conversion D/A 1

Es interesante analizar la reconstruccién de la sefial z.(t) a partir de las muestras
z[n], cuando las mismas son pasadas por un conversor D/A. Sea z,(t) la sefial a la

salida de dicho conversor:
Conversor D/A

L ]

1 1

1 1

! . 1

a[n] 1 Coqversor d(? secuencia | () ] 2 0)

i de tiempo discreto a H,(jw) |

| tren de impulsos :

I 1

1 1

L e e o o o o o o o o e e e e e -
Tenemos entonces que p(t) = > o> x[n]d(t — nT'). De esta forma podemos
escribir:

oo
zr(t) = Y azn]h.(t—nT)
n=—oo

Dado que

T |w fwe
Hr(]w) - { 0 |w| > We

con W < we < ws — W es facil verificar que:

T t
hr(t) = 2¢ inc (wc )

m m
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Conversion D/A 11

De esta forma podemos escribir:

zr(t) = Z z[n] wCTsinc (ﬁ(t — nT))

™ K

La ecuacién anterior se conoce normalmente como la ecuacién de interpolacion de
banda limitada y muestra como usando las funciones sinc podemos reconstruir la
senal original a través de sus muestras!!

Para mayor simplicidad de andlisis consideremos el caso donde w, = ‘*’—2*’ =7Z.
Entonces tenemos:
. t
hr(t) = sinc (f)
De esta forma la senal reconstruida es:
> 1 > 1
xr(t) = Z x[n]sinc (f(t - nT)) = Z zc(nT)sinc (f(t - nT))
n=—oo n=—oo

Notar que hr(0) =1y que hr(nT) =0 paran = +1,+2,.... De esta forma es

claro que:
zr(mT) = zc(mT)
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Conversion D/A 111

Es mas: por el andlisis que hicimos en el dominio de la frecuencia tenemos que
2r(t) = zc(t) para todo t € R!! De esta forma con la hipétesis de que no hay
aliasing la ecuacién anterior da una forma alternativa de expresar la senal z.(t) en
funcién de sus muestras a intervalos regulares de 7'!! La funcién sinc normalizada
(que es la respuesta al impulso del filtro pasa-bajos ideal) interpola en forma
perfecta entre los impulsos de z,(t) para reconstruir la sefial de tiempo continuo
original!! Este siempre serd el caso con una senal de banda limitada con ws > 2W
y W <we <ws — W
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Conversion D/A TV

z[()]sinc([’;mlr

)
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Conversion D/A V

Notar que el interpolador de banda limitada usa funciones sinc. Estas pueden ser
muy complejas de implementar en la practica.
Conversor D/A
F-— - m— - mm - - == 1 Es facil probar que:

T .
Hy(w) = T'sinc (w—) e IwT/2
27

! 1
! 1
1 ho(t) 1
2] 1 Conycrsor d? secuencia | z,(¢) |; | oa) ;
_I) de tiempo discreto a —
tren de impulsos 4 ! 08 —— Interpolador de banda imitada
| 0 T ot | 08 —— Retenedor de orden cero
! 1 o : :
! 1 08
O - E
£
04
[eS) 03
xr(t) = E z[n]ho(t — nT) 02
01
n=-—oo
10 =5 0 5 10
[eS) ©
= E z[n] [u(t —nT) —uw(T —t +nT)] ws = 10
n=-—oo

= z[n] |n:{t7T<nT<t}
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Conversion D/A VI

- = =z.(t) —o x[n] z[1]ho(t — (1)T)

T

x|2]hg
e[~ 2ho(t — (— T_l .

2 12 3 4 s @[3]ho(t — (3)T)
z[=1]ho(t — (=1)T) T_l ¢
, 2 12 3 4 5
1 1 2 3 4 5 ‘
| -2 — 5 elnlha(t —nT) —o sl
z[0]ho(t — (0)T") - = h
2 ‘ B 2 3 4 5 : p b_T TN\ :
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Conversion D/A VII

t

Claramente no tenemos reconstruccién perfectal! Con este filtro no eliminamos las
copias sucesivas del espectro original inducidas por el muestreo!! Es el costo que
pagamos por trabajar con un filtro de reconstrucciéon mas simple que el
interpolador ideal!! No obstante si T es lo suficientemente grande la aproximacién
a la senal original puede ser suficiente para muchas aplicaciones. Los conversores
D/A comerciales tipicamente implementan un retenedor de orden 0 (aunque
pueden aplicar algin tipo de compensacién interna)!!
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Conversion D/A VIII
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Conversion D/A IX

Podemos en general considerar los retenedores de orden k que proporcionaran
para valores de k crecientes vada vez mejores aproximaciones a la senal de tiempo
continuo original:

™
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