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Transformada de Fourier en tiempo discreto

Flan}=X@Q) = > zhle ", Qe [-nm)

n=-—oo

La definicién de X (€2) tiene sentido siempre y cuando la sumatoria esté bien
definidal! Es decir, debe existir para todo €2 y ser finita!! Esto por ejemplo se
cumple si z[n] € 11(Z).

X(Q) =F{zln]} z[n] =F H{X(Q)}

Nuevamente, la transformada de Fourier F se debe interpretar como un operador
que mapea sefiales x[n] en un determinado espacio vectorial y entrega senales

X (€2) en otro espacio vectorial donde podamos obtener caracterizaciones utiles de
la senal original. Serd de interés asegurar que dicho operador sea invertible. Esto
es que podamos encontrar un operador F ! que dada la transformada de Fourier
X (€2) nos permita recuperar la senial original z[n]!

Notar que hemos definido la transformada para € [—m, 7). Esto es asi por que
en caso discreto la transformada de Fourier es claramente una funcién periédica
por lo que podemos restringir el andlisis de X (Q2) a dicho intervalo!! En general
podemos definir la variacién en €2 en cualquier conjunto B € R con largo 27!!
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Transformada inversa de Fourier en tiempo discreto

La anti-transformada de Fourier Z[n] = F~1 {X(Q)} se define como:
1 4 .
Z[n] = 7/ X ()0, neZ
2 ) _x
siempre que la integral esté bien definida.

intervalo B € R de largo 2w. Como siempre nuestro interés estara en poder

Notar que por ser X (Q2) periddica la integral se puede hacer sobre cualquier
recuperar z[n], con lo cual deseariamos que Z[n] = z[n]. J

1 ™ © ) )
i) = - ( > x[k]e—ffﬂk) AL o)
- k=—oc0

<)

Z [k]i Trejﬂ("*k)dg
* P G —

oo

1 [T )
Z x[k]g/ eI =Stk Q)

k=—o0 -

[e]

> alklo[n — k]

k=—o0

= z[n]
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Vemos que si la transformada de Fourier X (€2) estd bien definida es siempre
posible volver a recuperar z[n|!! Notar el contraste con el caso de la transformada
de Fourier de tiempo continuo!! Esto se debe a que la integral de la
anti-transformada es sobre un intervalo finito, con lo cual no hay problemas de
convergencia.

Es de esperar entonces que tampoco observemos el fenémeno de Gibbs que
tenfamos para la serie y transformada de Fourier de tiempo continuo!! J

Tenemos también el siguiente resultado

Sobre el espacio l2(Z) el operador z[n] — F {z[n]} es biyectivo. Es decir, si
FA{z1[n]} = F{z2[n]} (en el sentido cuadrdtico en La([—m,7))) entonces
z1[n] = xz2[n|. Ademds para cada x[n] € l3(Z) exziste su transformada de Fourier
X(Q) = F{z[n]} la cual es de energia finita. Asi mismo para cada serial
X(Q) € La([—7,7)) existe z[n] = F~L{X(Q)} también de energia finita. Ademds
se cumple la relacion de Parseval:

oo

> lel? = - [ 1x@)Pan

k=—o00
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TEFTD desde la SFTD

De la misma forma que hicimos para la transformada de Fourier de tiempo
continuo veamos como podemos obtener la transformada de tiempo discreto a
partir de la serie de Fourier. Sea z[n] una sefial no periédica que es cero para
n < —Njyn> Na.

Sin embargo podemos construir una sefial periédica Z[n] con periodo
N > Ni + N2, de forma tal que en cada periodo tengamos z[n]. J

Z[n]

i z[n]

1SR A I T

Podemos calcular la serie de Fourier de Z[n]!! J
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TEFTD desde la SFTD

Tenemos que:
1 )
Z ape?Fon g = = Z E[kle IR0y = ==
k=(N) k=(N)

Pero cuando —N; < n < Na, tenemos que Z[n] = z[n]. Ademds para n fuera de ese
rango tenemos que z[n] = 0. Entonces podemos escribir:

— — 7k
ak = 5 Z x[kle~ 7% on
k=(N)

Con X(Q) =32 z[k]e” 7 podemos escribir:

1 1
- 2 x(© ) — ~X(kQ
ak = X ( a=koo N (k€20)

Entonces podemos escribir:

1 . 1 .
inl= > NX(on)eﬂmonzg D> X(kwo)e?*0m0q
k=(N) k=(N)
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TEFTD desde 1la SFTD

Cuando N — oo tenemos que Z[n]| — z[n| Vn € Z. Ademés wg — 0. El lado
derecho de la dltima ecuacién se “convierte” en una integral:

x[n]:i/ X (Q)e?d0
27 ) _n

Mientras por medio de la serie de Fourier podemos representar una senal periédica
a través de una superposicién de exponenciales con arménicos en un conjunto
discreto, a través de la transformada de Fourier podemos representar una senal no
periédica como una “superposicién” de exponenciales cuyos armoénicos forman un
continuo en el intervalo [—, m)!!

Notar que podemos recorrer el camino inverso: partimos de una senal periédica
Z[n], la cual es igual a z[n] en un periodo. Es claro que podemos recuperar los
coeficientes de Fourier de Z[n] a través de un “muestreo” equiespaciado de la
transformada de Fourier X (§2) de z[n] :

X(Q)

1
ap = —
N Q=kQo
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Ejemplo: Pulso rectangular
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Este es el equivalente discreto de la funcién sinc en tiempo continuo. Vemos que
aqui también tenemos el comportamiento dual entre tiempo y frecuencia.
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Ejemplo: Pulso rectangular
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Ejemplo: Sinc

Consideremos

z[n] =

Podemos ver por dualidad cual es la transformada de Fourier de esta secuencia.
Sabemos que para la siguiente funcién periédica con periédo 27:

_J1 [t| <11
y(t)*{ 0 Ti<lt|<m

sin (nT7)
™n

i T
sn(@T) ez T <a
™

los coeficientes de Fourier valen a,, =
Sabemos que:

y Qo = 1. Entonces an, = z[n].

oo oo

y(t) = Z aned™ = Z a_pe It = Z x[—n]eijnt: Z x[n]eij"t

n=-—oo n=-—o0 n=-—oo n=—oo

Reemplazando Q por ¢ probamos que X (£2):

_J1 [t| < Ty
X(Q)*{ 0 Ti<l<n
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Sea z[n] = §[n]. Podemos verificar que:

X(Q) = i S[n)e=I0m =1

n=-—oo

Tal como en el caso de tiempo continuo tenemos que el impulso estd generado por
una superposicién en fase de un continuo de arménicas de la misma amplitud!! En
este caso, dada las caracteristicas especiales de las exponenciales de tiempo

discreto el continuo de armoénicas a utilizar pertenece al conjunto acotado [—, ).

Es inmediato verificar que:

dn] = 1 /7T cos (2n)dQ
™ Jo
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Ejemplo: Antitransformada de un tren de impulsos

Sea X(w) =372 276(Q2 — Qo — 27k) con |Qg| < 7. Claramente esto es
periédico con periodo 2w. (Tener en cuenta que estamos considerando los impulsos
unitarios de tiempo continuo!!). Podemos tratar de determinar z[n]. Para ello:

1 T .
zn] = g/ X ()i d0)

T el .
/ D 2m(Q — Qo — 27k) | € dw

T \k=—c0

> / 5(Q — Qo — 2mk)e? " dQ

k=—oc0
™ .
:/ 5(Q — Qg)e ¥ d
—T
— I0n
Tenemos que

]—'{ejQO"} = i 2m6(Q — Qo — 27k), |Qo| <7

k=—o0

Qué hubiera pasado si en lugar de integrar entre —m y 7 hubiéramos integrado
entre —m + 27p y w + 27wp??
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Ejemplo: senal periddica

Una sefial x[n] periédica con periodo N se puede escribir de acuerdo a su serie de
Fourier como:

: 2
aln) = Y aedtn, Qo=
k=(N)

Entonces podemos escribir:

FA{z[n]} = Z ak}'{ejkgon}

k=(N)

= > ax Y 2m8(Q—kQo — 2mp)
k=(N) p=-—o0

oo

S 2mas (Q— %(k—l—Np))

p=—00 k=(N)

oo

Z Z 2magy Npd (Q - 2Fﬂ(le + Np))

p=—00 k=(N)

donde hemos usado que los coeficientes de Fourier de una secuencia discreta
periddica forman una secuencia periédica también.
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Ejemplo: senal periddica

Notar que cuando k = (N) y —oo < p < oo tenemos que | = k + Np varfa de —oo
a oco. Entonces podemos escribir:

FA{z[n]} Z 2ra;d (Q — Lﬂ)

l=—o0

En la expresién anterior estamos usando no sélo los coeficientes de Fourier en un
periodo de largo N, sino todos ellos!! O sea la secuencia periédica completal!! J

La transformada de Fourier de tiempo discreto para secuencias periédicas es una
sucesion infinita de impulsos unitarios posicionados en las arménicas que
componen dichas secuencias y pesados por los correspondientes coeficientes de
Fourier!!
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Propiedades de la transformada de tiempo discreto

Vamos a asumir que todas las senales involucradas tiene bien definida su
transformada de Fourier. J

@ Linealidad: Sean z[n] e y[n] funciones tales que X (Q) = F {z[n]} y
Y (Q) = F {y[n]}. Tenemos que:

Flaz[n] + by[n]] = aX(Q) + Y (2), a,beC

@ Desplazamiento temporal y en frecuencia: Sea z[n| tal que
X(Q) = F{z[n]}. Entonces valen:

Fz[n —ngl} = e 70 X(Q), ng € Z

F{%man]} = X(@ Q) Q0 € [-m,7)
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Ejemplo

z[n] =46[n] < X(Q)=1
Y(Q)=X(Q)e 7™ meR

1 oo ) .
7 X (Q) 67J7,LQ€]nQdQ
27 J oo

1 eJ(n—m)m _ o—j(n—m)m
Tom j(n—m)

= sinc(n —m)

y[n]

=
[X(9)] 1X(Q)
Q
—r b
Q
—r ™
YO mtLY(9Q)
Q
S) - m
- ™

Senales y Sistemas (TBO065) TF de tiempo discreto 18/36



Propiedades de la transformada de tiempo discreto

Conjugacion y simetria:

Sizn] € R = X(Q) =X*(—Q) y | X(Q)] es par y ZX(Q2) es impar.

Si z[n] es imaginaria = X (Q) = —X*(—Q) y | X (Q)| es impar y ZX(Q) es
par.

Si y[n] = Re{z[n]} = lav[n] + lav:*[n} =Y(Q) = %X(Q) + %X*(fQ).

Si y[n] = Im{z[n]} = a:[n} - —z *In] =Y (Q) = —]X(Q) - 2%.X*(—Q).

Si x[n] es par, entonces X(Q) par.

Si x[n] es impar, entonces X (€2) impar.

Si

yln] = Zparln] = Lafn] + Lzl—n] = V() = Xpar () = 3X(2) + 1X(— Q).
Sli y[n] = Timpar([n] = 32[n] — 32[-n] = Y(Q) = Ximpar(Q2) =

1X(Q) - 1X(—-9).
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Propiedades de la transformada de tiempo discreto

@ Diferencia y acumulacién: Sea z[n] tal que X(Q) = F {z[n]}. Entonces
valen:

F{z[n] —zn—-1]}=(1- e TN X(Q)

Si >p2 _ o x[k] = 0 tenemos que:

]-'{ 3 ac[k]} (D)

k=—o0

El caso para el que > 72 _ __ x[k] # 0 se modifica como:

—o0

]-'{ 3 x[k}}:li_jQX(Q)JrﬂX(ejO) S 50— 2k)

k=—o00
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Propiedades de la transformada de tiempo discreto

@ Convolucién: Sea z[n] tal que X (Q) = F {z[n]} y y[n] tal que
Y (Q) = F{y[n]}. Sea z[n] = z[n] * y[n]. Tenemos:

F{z[n]} = X(QY(Q)

Demostracién: Podemos escribir lo siguiente:

Flzt)] = Z ( Z x[k]y[n—k]) e—ifn
= k

=—00

= Z x[k}( Z y[n—k]ejﬂn)

n=-—oo

o[k]Y (Q)e Ik

I
N
NE

k=—o00

X(Q)Y(Q)

Esta propiedad es analoga al caso continuo!! Nos serda de mucha utilidad para
analizar sistemas LTI en tiempo discreto!! J
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Propiedades de la transformada de tiempo discreto

@ Multiplicacién: Sea z[n] tal que X (Q) = F{z[n]} y y[n] tal que
Y (Q) = F{y[n]}. Sea z[n] = z[n]y[n]. Tenemos:

Fizln]} = i /j X(W)Y(Q = v)dv

Demostracion:
S —jQn — 1 B jun —Jj0n
29 = 3 allyle = 3 y[n]{g [ xwe du}e j
_ i T v S ne—'( —v)n v
= o) X ){nzooy[ Je=7(® }d
= % TrX(ll)Y(Q*ll))dl/

La convolucién peridédica se puede realizar en cualquier intervalo de longitud 27!!
Notar la diferencia con la convolucién tradicional o aperiddica!! Cuando
estudiemos el tema de filtros digitales veremos que esta propiedad tendrd mucha
utilidad!!

Senales y Sistemas (TBO065) TF de tiempo discreto 22/36



Sistemas LTT discretos y TFTD

La respuesta en frecuencia de un sistema LTT en tiempo discreto se definié como:
0 .
H(Q) = Y hlne 79"
k=—o0

donde h[n] es la respuesta al impulso del sistema. Por la propiedad de convolucién
la salida y[n] a una entrada x[n] se puede escribir como:

Y(Q) = HQ)X(Q)

La ecuacion anterior caracteriza, asi como lo hacia la suma de convolucién, en
forma completa la accién de un sistema LTI de tiempo discreto!! Esto es asi
porque, segun lo que discutimos previamente, siempre podemos volver del campo
transformado al dominio del tiempo gracias a la invertibilidad de la transformada
de Fourier!!
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Sistemas LTT y transformada de Fourier II

En lo anterior hemos supuesto que la respuesta en frecuencia existe. Es decir que
la transformada de Fourier de la respuesta al impulso debe estar bien definida. Sin
embargo, esto no es un problema para los sistemas LTI estables:

La respuesta en frecuencia H(QY) de un sistema LTI de tiempo discreto estable
siempre existe.

Demostracién: Dado que el sistema es estable tenemos que Y >2 _ _ |h[n]| < oo.
Pero entonces podemos escribir:
oo . oo . [eo]
|H@)=| > hlnle " < > |hln]le "= > |h[n]| < oo
n=-—oo n=—oo n=-—oo

Lo que muestra que la respuesta en frecuencia esta bien definida.

Nuestro interés en analizar sistemas LTI mediante la transformada de Fourier
siempre estara en aquellos que son estables!! Para analizar sistemas LTI inestables
de tiempo discreto utilizaremos més adelante la transformada Z!!
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Sistemas LTI y transformada de Fourier 111

o

Muchos sistemas LTI causales (con la condicién de reposo inicial discutida hace
unas clases) van a estar descriptos por una ecuacién en diferencias con coeficientes

constantes:
N M
Z agyln — k] = Z brx|n — k]
k=0 k=0
Si aplicamos el operador F {-} a ambos lados obtenemos (aplicando linealidad):
N M
D arF{yln -k} = bpF {z[n — k]}
k=0 k=0

Usando la propiedad de diferenciacién:

N M
Y(Q)D are 7 = X(Q) D bre I
k=0 k=0

Para un sistema LTI tenemos que

Y(Q) = HQ)X(Q), H(Q)= %

=
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Sistemas LTT y transformada de Fourier IV

La respuesta en frecuencia se puede escribir entonces como un cociente de
polinomios trigonométricos:

M —jQk
_ Zk:o bpe™’

HQ) =
) E;Icvzoake*jm

@ Vemos que la respuesta en frecuencia del sistema es un cociente de
polinomios, los cuales se obtienen por inspeccién a través de los coeficientes
de la ecuacién en diferencias!

@ De una ecuacién en diferencias pasamos a una expresién equivalente del
sistema totalmente algebraica. Todo queda definido por los coeficientes de
los polinomios o por lo que es los mismo por sus raices. Esto simplifica
mucho el anélisis de los sistemas LTI de tiempo discreto!

@ Podemos obtener la respuesta al impulso del sistema, en lugar de resolviendo
la ecuacién en diferencias, antitransformando H(Q2)! Nuevamente y como en
el caso de tiempo continuo, el método de fracciones simples puede ser muy
util!!
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Repaso: tiempo continuo

Serie Fourier de tiempo continuo:
z(t) =3 p o apedkwot  sintesis

ap = T% fTO x(t)e~Tkw-0t gt anslisis

Transformada Fourier de tiempo continuo:
z(t) = 5= [ —00® X (jw)el*!dw, sintesis
X(w) = [ x(t)e"I«tdt, andlisis

Pulso Rectangular de ancho 277 y periodo Tp:
@ Transformada: X (jw) = 2T} sinc (“’—Tl) = 2sin(wTy)

o méaximo (w = 0): X(j0) = 274
@ Cruces por Cero: w = :I:%, i%,i%, ..

@ Serie: a = %sinc (%) (WO — %)
__ 2T

o mdximo (k = 0): ap = 7
o cruces por cero: kwo = 4, +2T, ...
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Tiempo Continuo: S

Amplitud

Amplitud
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0.75
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0.25

0.00

Sefial Aperiédica x(t) (Pulso Rectangular)

-n 0 T
t[s)

Seifial Periédica X(t) (Periodo Ty = 4T7)

-To -, 0 T T
tls]

Amplitud

Amplitud a

0.5

04

0.3

0.2

0.1

0.0

Transformada X(jw) = 2T;sinc(wT1/m) [Continua]

w [radis]

Serie ax = %X(/'kwu) [Lineas Discretas]

wm _n o &

o
T now

w = kuwo [radls]
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Repaso:

Serie Fourier de tiempo discreto:
z[n] = Zk:<N> a, k201 sintesis
ak = 3 Lpe(n) lnle K0 andlisis

Transformada Fourier de tiempo discreto:
zn] = 5= [, X(Q)eItndQ, sintesis
oo}

X(Q) =32 z[n]e 72", anilisis

Pulso Discreto de ancho 2N + 1 y periodo N:

@ Transformada (DTFT): X (e/) = %
o miximo(Q = 0): X(e/%) = 2N; +1

e cruces por cero en [—m,7|: Q = :tQ?\}Tzl (m #0)
@ Serie (DTFS): ax = %% (0 = QW“)

2N +1
N

e maximo(k = 0): ap =

e cruces por cero: kg = 5770

27
2N1+1
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Tiempo Discreto: Serie (DTFS) vs. Transformada (DTEFT

Sefial Aperiédica x[n] (Pulso Discreto, N; = 2) Transformada X (e/?) [Continuo y 2n-Periédico]
1.25 5
1.00 4
075 3
5 3
2 2,
£ 050 g
< <,
N\ N\
0
/ERVAAVERVAAVER
-1
N, 0 Ny —an “n 0 n 2n
n [muestras] Q [rad/muestra]
Sefial Peri6dica X[n] (Periodo N = 10) Serie aj = £ X(e/*%) [Discreto y Peri6dico]
1.25 05
1.00 0.4 i \ i
0.3
5 075 &
2 3 02 L I R
£ 050 &
= < o1 : A
| I 1 I
0.0
0.00
01 l l l l l l
-10 -5 0 5 10 -2n - 0 n 2n
n [muestras] Q= kQy [rad/muestra]
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Filtros

@ Podemos tener filtros en tiempo discreto. Los mismos se denominaréan filtros
digitales, y son una forma ecénomica y técnicamente eficiente de realizar
operaciones de filtrado para sefiales continuas (previa una etapa de
muestreo). Los mismos en general estardn especificados en el campo de la
frecuencia a través de una funcién H(Q2) adecuada.

@ Los problemas asociados a filtros digitales ideales son similares a los
correspondientes en los filtros de tiempo continuo. Haremos un andlisis més
detallado de los mismos més adelante en el curso.

@ Los conceptos de distorsiéon de amplitud y distorsiéon de fase siguen valiendo
para los sistemas de tiempo discreto. También el concepto de retardo de
grupo. Veremos un poco maés sobre ellos cuando abordemos las técnicas de
disenio de filtros digitales.
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Repaso...

@ Periodo fundamental (T') o (N). Definido para sefiales periddicas, es el
periodo méas pequeno con respecto al cual se repite una sefial periédica. Para
sefnales periddicas en tiempo continuo el periodo fundamental es T en
segundos, mientras que para senales en tiempo discreto el periodo
fundamental es N en muestras.

@ Frecuencia analdgica (f o w). Representa un nimero de ocurrencias de un
evento repetitivo por unidad de tiempo. Para senales sinusoidales, la
frecuencia lineal, f, se mide en ciclos por segundo (o Hz), mientras que la
frecuencia angular (w = 27 f), se mide en radianes por segundo.

@ Frecuencia fundamental (fo). Definida para sefiales periddicas, es el
reciproco del periodo fundamental (7). Para sefiales periédicas de tiempo

continuo se denota por fo = % en ciclos por segundo, mientras que para

senales de tiempo discreto se denota por fo = % en ciclos por muestra.

@ Frecuencias armoénicas o arménicas. Frecuencias que son miltiplos enteros de
la frecuencia fundamental.

@ Arménico fundamental (e~7«0). El exponencial complejo (o sinusoide)
asociado con el periodo fundamental en un conjunto de exponenciales
complejos arménicamente relacionados.
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Repaso...

@ Condiciones de Dirichlet. Requisitos de deben cumplir las sefiales para
determinar la existencia de sus series de Fourier o de sus transformadas, en
tiempo continuo o discreto.

@ Serie de Fourier (SF) de tiempo continuo. Expresa una sefnal periédica de
tiempo continuo z(¢) como una suma de exponenciales complejas escaladas
(o sinusoides) en los arménicos kwg de la frecuencia fundamental wg de la
senial. Los factores de escala ap se denominan coeficientes de la serie de
Fourier.

@ Transformada de Fourier (TF) de tiempo continuo. Expresa una sefial
aperiédica de tiempo continuo z(t) como una integral de exponenciales
complejas escaladas (o sinusoides) de todas las frecuencias. El factor de
escala se denota por X (w).

@ Serie de Fourier de tiempo discreto (SFTD). Expresa una sefal periédica de
tiempo discreto z[n] como una suma finita de exponenciales complejas
escaladas (o sinusoides) en los arménicos k/N de la frecuencia fundamental
% de la senal. Los factores de escala se denominan coeficientes de la serie de
Fourier, ax, que a su vez forman una secuencia periédica, de periodo N.

@ Transformada de Fourier de tiempo discreto (TFTD). Expresa una sefial
aperiédica de tiempo discreto x[n] como una integral de exponenciales
complejas escaladas (o sinusoides) de todas las frecuencias. El factor de
escala se denota por X ().
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Espectro de amplitud (X (w) o X(£2)). Un gréfico de los coeficientes de la
serie de Fourier o la transformada en funcién de la frecuencia cuando estas
cantidades tienen valores reales.

Espectro de fase (£/X(w) o ZX(22)). Un grafico de la fase de los coeficientes
de la serie de Fourier o de la transformada en funcién de la frecuencia.
Espectro de magnitud (| X (w)| o |X(£2)|). Un gréfico de la magnitud de los
coeficientes de la serie de Fourier o la transformada en funcién de la
frecuencia.
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Para leer ...

Lectura obligatoria

Tabla de propiedades de la transformada continua y discreta de Fourier y
pares transformados bésicos (Oppenheim and Willsky, Tablas 4.1, 4.2, 5.1 y
5.2).

Apéndice de fracciones simples (Oppenheim and Willsky).

Aspectos en el dominio del tiempo y la frecuencia de filtros ideales y no
ideales (Oppenheim and Willsky, Secciones 6.3 y 6.4).

Sistemas continuos de primer y segundo orden (Oppenheim and Willsky,
Seccién 6.5).

Sistemas discretos de primer y segundo orden (Oppenheim and Willsky,
Seccién 6.6).

Ejemplos de andlisis de sistemas en el dominio del tiempo y la frecuencia
(Oppenheim and Willsky, Seccién 6.7).

Lectura optativa

Filtrado selectivo en frecuencia con frecuencia central variable (Oppenheim
and Willsky, Seccién 4.5.1).

Diagramas de Bode (Oppenheim and Willsky, Seccién 6.2.3).

Transformada discreta de Fourier (Oppenheim and Schafer, Secciones 2.7,
2.8y 2.9).
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Tiempo de consultas

; Preguntas?
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