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Anilisis Periddico y Aperiddico

El andlisis de Fourier nos permite descomponer sefiales en componentes armdnicas complejas,
dependiendo de la naturaleza de la sefial utilizamos ...

Series de Fourier (Tiempo Continuo):
@ Se aplican a sefiales periédicas (duracién infinita).

@ Descomponen la sefial en una sumatoria de exponenciales complejas con frecuencias
discretas w = kwy.

@ El espectro resultante es de lineas discretas (coeficientes ay).

Transformada de Fourier (Tiempo Continuo):
@ Se aplican a sefiales aperiddicas (de energia finita).

@ Se concibe la sefial aperiédica como el limite de una sefial periddica cuando el periodo

T — oo.

Las exponenciales complejas ocurren en una sucesién continua de frecuencias w € R.

@ El espectro resultante es una funcién continua X(jw).
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Onda Cuadrada Periédica

Consideremos la sefial periédica continua x(t) (onda cuadrada simétrica) con periodo
fundamental T y frecuencia fundamental wo = 27/ T, definida sobre un periodo completo como:

1, [t|< T
x(t) =
0, Thi<|tl<T/2

Buscamos calcular sus coeficientes espectrales complejos ay mediante la ecuacién de anilisis:
T/2 N
== x(t)e kot gt
—T)2

Sustituyendo los limites donde la sefial es no nula:

1 N .
= 7/ (1)e ket gt
T/)-7

Para k = 0, evaluamos el promedio:

1 /N 2T
a():f/ 1.dt= !
T/).7 T
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Coeficientes ay

Para k #£ 0, integramos la exponencial compleja:

— ik T;
o = 1 {e {wot} 1 _ 1 (ef"“’oTl _e—jkon1>
T | —jkwo | 7y JjkwoT
jo —jo
Haciendo uso de la relacién de Euler para el seno, sin(0) = %
o — 2 ekt — e=ikwoTi\  2sin(kwoT1)
K= ko T 2j kwoT

Dado que wp T = 27, sustituimos en el denominador:

= 2sin(kwo T1) _ sin(konl)7 K £0
k(2m) km

Si definimos la relacién de ciclo de trabajo como T = 4Ty (es decir, T1 = T/4y woT1 = 7/2):

sin(km /2 2(T/4 1
o o Snkm/2) AT/ 1
km T 2
El espectro resultante consiste en lineas discretas espaciadas por wg = 27/ T, cuya envolvente es
una funcién de tipo continua sinc.
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Espectro de Lineas Discretas

espectro de coeficientes de Fourier Ta, (o ax) para diferentes valores de periodo T con T; fijo :
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a medida que T aumenta, la frecuencia fundamental wg disminuye y las lineas espectrales se
vuelven mds densas, muestreando la envolvente con mayor resolucion.
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Representacion de Sefiales Aperiddicas

Consideremos ahora un pulso aperiédico rectangular de duracién finita x(t):

X(t) _ 1, |t‘ < T
0, |t|>T

Para desarrollar una representacidon espectral para esta sefial aperiddica, construimos una sefial
periddica auxiliar X(t) de periodo T, tal que un periodo coincida exactamente con x(t) para
T >2Ty:

X(t) = x(t) para|t| < T/2

Calculamos los coeficientes de Fourier a, de esta sefial periddica:

1 T2 . 1 [T .
ag = —/ %(t)ekwot gt = —/ x(t)e Hkwot gt
TJ 1) TJ 1)2

Como la sefial aperiédica x(t) = 0 para |t| > T/2, podemos extender el intervalo de integracién
a la recta real infinita [—o0, o0]:

1 [ ;
ak = —/ x(t)eFkwot gt
TJ)-s
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Deduccién

Definimos la envolvente continua X (jw) de los coeficientes multiplicados por T como:

oo .
X(jw) = / x(t)e™“tdt (Ecuacién de Andlisis)

Comparando los coeficientes de Fourier a, con esta envolvente continua, vemos que:
1.
ay = ?X(_jka)

Sustituyendo esta relacién en la ecuacién de sintesis para la sefial periédica X(t):

oo o0

) 1 .
$(t) = ejku)ot — = X(jk e/kwot
SOEID I > FXUkeo)
k=—o0 k=—o0
Dado que 1/T = wp/2m:
1 & ;
(t) = —— > X(jkwo)e ot
X(t) =5 2 (jkwo) wo

si el periodo T — oo, la sefial periddica se convierte en el pulso aperiédico (X(t) — x(t)), la
frecuencia fundamental se reduce a un diferencial (wg — dw), el término armdnico discreto se
vuelve continuo (kwg — w), y la sumatoria converge a la Integral de Fourier:

1 [ :
x(t) = g/ X(jw)e’*! dw (Ecuacién de Sintesis)
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Espectro Continuo y la Funcién Sinc

Calculando directamente la transformada de Fourier del pulso rectangular aperiédico x(t)

T i —jwTy _ gjwTy 2si T
X(jw) = / - (1)e i@t dr = £ _ 2sin(wTh)
1

_ —jw w

Sinc normalizada sinc(9) = W obtenemos: X(jw) = 2Tisinc (“’TTl)

Toy

Tay

g

el espectro deja de ser discreto y es una envolvente continua
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Comparando

La siguiente tabla consolida la comparacién matematica e intuitiva entre ambos anilisis:

Propiedad (Series) (Transformada)

Tipo de Seiial Periédica (Onda cuadrada) Aperiédica (Pulso rectangular)
Periodo T Finito (wo =27/ T) Infinito (T — oo, w € R)

Espectro Discreto (Lineas de Fourier)  Continuo (Densidad espectral)
Ecuacién de Analisis  a = Sn(k«0T1) X(jw) = 2sn@T)

Ecuacién de Sintesis  x(t) = Y ;2 axe/kwot x(t) = i 22 X(jw)el“t dw
Relacién Espectral ag = %X(jkwo) Muestras de X (jw) escaladas
Significado Fisico Potencia en arménicos Densidad de energia en frecuencias

Conclusién: El andlisis de la Transformada de Fourier es la evolucién natural de las Series de
Fourier. Al hacer el periodo de infinitamente grande (T — o0), las lineas arménicas se
aproximan entre si hasta unirse en un espectro continuo. El pulso rectangular aperiddico
contiene todas las frecuencias imaginables, distribuidas segin la funcién continua sinc.
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