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Transformada Discreta de Fourier Transformada Rapida de Fourier
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Transformada de Fourier en tiempo continuo I

Consideremos una senal z(t). Se define la transformada de Fourier de z(t) o
X(jw) = F{z(t)} como:

oo
X (jw) = / z(t)e I¥ldt, w € R
— 00
La definicién de transformada de Fourier tiene sentido siempre y cuando X (jw)

esté bien definida!! Es decir la integral debe existir para todo w y ser finita!! Esto
por ejemplo se cumple si z(t) € L1 (R).

La transformada de Fourier F se debe interpretar como un operador que mapea
senales z(t) en un determinado espacio vectorial y entrega seniales X (jw) en otro
espacio vectorial donde podamos obtener caracterizaciones de la senal original.

Sera de interés asegurar que dicho operador sea invertible. Esto es que podamos
encontrar un operador F ! que dada la transformada de Fourier X (jw) nos
permita recuperar la sefial original x(t)!

Gran parte del andlisis de Fourier se ocupa de lograr esto!

™ = = =
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Transformada de Fourier en tiempo continuo II

Como a > 0 = e~ (@+iw)t _5 0 cuando t — oo

x(t) = e *tu(t), a >0 1
£ . X(w) = .
X(w) = / z(t)e I¥tdt a+jw
oo _ «a L w
- T a2 4 w? Tz + w?
= / efo‘tu(t)efj“”fdt — 1 67j1 an” 1 ( “)
o0 VT a?
o (atiwt 1
= e~ (aTIWtqt _
/ X@) = oo
-1 —(a+tjw)t > - 1 (W
= — ¢ 7 /X (w)= —tan (7)
o+ Jw 0 o

x(t)
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Transformada de Fourier en tiempo continuo III

Consideremos el pulso rectangular:
_J 1 <D
m(t) - { 0 |t‘ > Ty

Ty .
X(w) = / e Iwtdw
-1

e*jw Ty

Jwt [_py

_sin(wTh)

R
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Senales y Sistemas




Antitransformada de Fourier I

La anti-transformada de Fourier 2(t) = F~! {X (jw)} se define como:
1 [ ;
&(t) = — / X (jw)edtdw, t € R
27 J — o
siempre y cuando la integral tenga sentido y esté bien definida!

Nos gustaria tener &(t) = x(t) Vt. )

Sin ser rigurosos podemos escribir:

1 M o) . .
Z(t) lim —/ / z(u)e I¥%duy | 7 dw
M—oo 27 ) _pp — o

lim z(u) (*/ ej“’(t_u)dw) du
M—oo J_ o 2 J_m

. > sin (M (t — u))
Mhinoo oo 2(u) w(t — u)

du

Vamos a definir la funcién sinc normalizada como:

in (mt o
sinc(t) = Smﬂ_(: ), / sinc(t)dt = 1 — Como integral impropial!
— 00
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Antitransformada de Fourier 11

— M=1
— M=2
4t ——M=5 |
M=10
——— M=15
3k
Vemos que la funcién
El M (M
- A ~sinc <?(t - u)) “converge” a una
< 1y : / \ : delta de Dirac posicionada en t
o1 W1 RIS cuando M — oo!
. _ _
b
_2 i i i i i i i
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
t
Sin realizar ningin andlisis riguroso vemos plausible que Z(t) = z(t).
Lamentablemente esto no es cierto en general! Ni siquiera para funciones
continuas en ¢!

Seniales y Sistemas TF de tiempo continuo



Antitransformada de Fourier 111

Un caso donde esto se cumple es cuando las sefiales z(¢) son infinitamente
diferenciables y decrecen hacia cero “muy rapido” (espacio de funciones de
Schwartz!)

Sin embargo, tenemos un equivalente al teorema de Dirichlet para las series de
Fourier:

Teorema

Sea z(t) € L1(R) de variacidn acotada sobre cualquier intervalo finito de la recta.
Entonces vale:

o M M 1
lim o(u)—sinc [ —(t—u) ) du= = [z(t—07) + 2(t+ 01)]
M—oo J_ T T 2
/
Con las hipétesis del teorema tenemos que de la misma forma que la serie de
Fourier, en una discontinuidad la anti-transformada de Fourier converge al
promedio de los valores de la misma! )
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Teorema de Plancherel 1

Sin embargo, como en el caso de la serie de Fourier, y sin prestar atencién a la
convergencia puntual de la anti-transformada de Fourier, podemos decir algo més
sobre los pares transformada y anti-transformada para sefiales de energia finita.

Teorema (Plancherel)

Sobre el espacio La(R) el operador x(t) — F [x(t)] es biyectivo. Es decir, si
F[z1(t)] = F [x2(t)] (en el sentido cuadrdtico) entonces x1(t) = x2(t) (en el
sentido cuadrdtico). Ademds para cada x(t) € L2(R) existe su transformada de
Fourier X (jw) = F [z(t)] la cual es de energia finita. Asi mismo para cada senal
X (jw) € La(R) existe 2(t) = F~! [X(jw)] también de energia finita. Ademds se
cumple la relacion de Parseval:

[ era= - [~ xXGu)Pd

Podemos transformar senales temporales de L2 (R) y volver a recuperarlas
antitransformando!! Y adem&s nos mantenemos en el mismo espacio vectorial!!

)
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Teorema de Plancherel 11

Algunas consideraciones:

@ La “igualdad” entre @(t) y F ! [X(jw)] se puede interpretar como:

lim

1 M 2
z(t) — — / X (jw)e!“ dw| dt =0
M—o0 ) oo 2 J—-Mm

Esto es la energia del error se puede hacer tan pequena como se quiera (Similar a la
serie de Fourier!).

El operador F : La(R) — Lo(R) define una isometria en dicho espacio. Como definiria
los productos internos involucrados en el espacio de llegada y el de salida??

Notar que existe una dualidad interesante entre una sefial y su transformada. Sea
z(t) € L2(R) y X(jw) = F [x(t)]. Entonces lo siguiente es cierto:

2(-8) = —FIX(W)], 2(t) = —R[FXG]

donde R [z(t)] = z(—t) es el operador reflezién temporal. Es claro que esto muestra que:

Fll= lrpF = LFR
(1= RIFMN=__—FIR

@ Es posible definir la transformada de Fourier en Lo (RN) con exactamente las mismas

propiedades que para el caso con N = 1:

X (jw) = /N z(t)e Itdt, w e RN
R
z(t) = — X (jw)ed*tdw, t € RN

F de ti po continuo




Transformada de Fourier desde la Serie de Fourier |

Lo anterior fue una introduccién formal a la transformada de Fourier. Veamos
ahora otra interpretacién no rigurosa pero intuitiva. Consideremos una sefial z(t)
que es cero para [t| > T1. La misma no es peridédica.

Sin embargo podemos construir una senal periédica Z(t) con periodo T' > 271, de
forma tal que en cada periodo tengamos z(t). J

(t) (t)

T -y | T T t -T - | T T t

Podemos calcular al serie de Fourier!!
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Transformada de Fourier desde la Serie de Fourier 11

Tenemos que:

s . T/2 . 2
S ageiteot, o / Pe—Theot gt o = 2%
T T

k=—o0 T/2

Pero cuando |t| < T'/2, tenemos que Z(t) = x(t). Ademés para |t| > T/2 tenemos
que z(t) = 0. Entonces podemos escribir:

T/2 . 1 e .
/ z(t) 77kw0tdt = —/ a:(t)eijk‘”otdt
T T/2 T /-

Con X (w) = [ x(t)e I“!dt podemos escribir:

ap = %X(w)’w:kwo = —X(kwo)
Entonces podemos escribir:
S0 — 1 jkwot _ L — jkwot
Z(t) = k;oo ?X(kwo)e =5 k:z;ooX(k:wg)e wo
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Transformada de Fourier desde la Serie de Fourier 111

Cuando T' — oo tenemos que &(t) — x(t) V¢t € R. Ademds wy — 0. El lado
derecho de la dltima ecuacién se “convierte” en una integral, muy similar al
andlisis que hicimos para la convolucién en tiempo continuo!:

z(t) ! /00 X (w)e?¥tdw

:% .

Mientras por medio de la serie de Fourier podemos representar una senal periédica
a través de una superposicién de exponenciales con arménicos en un conjunto
discreto, a través de la transformada de Fourier podemos representar una senal no
periédica como una “superposicién” de exponenciales cuyos armoénicos forman un
continuo!!

Notar que podemos recorrer el camino inverso: partimos de una senal periédica
z(t), la cual es igual a z(t) en un periodo. Es claro que podemos recuperar los
coeficientes de Fourier de Z(t) a través de un “muestreo” equiespaciado de la
transformada de Fourier X (w) de z(t) :

= = = = =
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Incertidumbre en tiempo y frecuencia I

2
ot
Consideremos la sefial gaussiana x(t) = \/21* e 202 con o > 0. La transformada
3
C w202

de Fourier: . / > 1
X(jw) = e
(jw) Vs

donde hemos usado que

oo 2
2 T b
—(at“+2bt 2=
/ e~ (at™+2t) gy [T % , a>0
J— a
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Incertidumbre en tiempo y frecuencia II

En todos los ejemplos analizados observamos algo interesante:

@ En el caso del pulso cuadrado si aumentamos 77 el pulso en el tiempo se
hace mds ancho, mientras que X (jw) se contrae, haciéndose el 16bulo
principal de la funcién sinc cada vez més alto.

@ En el caso del pulso gaussiano, si aumentamos o el pulso en el tiempo se hace
mas ancho mientras que la transformada de Fourier se cada vez mas angosta.

Este comportamiento dual es caracteristico de todo par transformado:
+localizacién temporal <+ - localizacién espectral

-localizacién temporal <+ + localizacién espectral

Existe un limite a lo que se puede resolver en tiempo y en frecuencia en forma
simultdnea: principio de incertidumbre (ver ejercicios sugeridos!)
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Incertidumbre en tiempo y frecuencia II1

Amplitud

1. Alta Res. Temporal (A t pequefio)

05 o [
Tiempot (s)
2. Compromiso Intermedio Tiempo-Frecuencia

Amplitud x,

0

05 0 05
Tiempot (s)

3. Baja Res. Temporal (A t grande)

05 o
Tiempot (s)

Seniales y S

1. Baja Res. Frecuencial (A f grande)

10 5 o s 10

Frecuencia f (Hz)
2. Compromiso Intermedio Tiempo-Frecuencia

10 5 0 5 10

Frecuencia f (Hz)
3. Alta Res. Frecuencial (A f pequefio)

o
Frecuencia f (Hz)




Sefial x(t), 2 tonos 400 Hz y 440 Hz y 2 pulsos separados 50 ms

0.4 0.6 0.8 1 12 14 16
Tiempo

PO (s)
Ventana CORTA (N . =16 ms) — ALTA Res. Temporal / POBRE Res. Frecuencial

win

0.4 0.6 0.8 1 12 14 16

Tiempo (s)
Ventana LARGA (N"m =128 ms) —+ POBRE Res. Temporal / ALTA Res. Frecuencial

0.4 0.6 0.8 1 12 14 16
Tiempo (s)
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Transformada de Fourier de (%)

Consideremos la delta de Dirac §(t). Aunque no podemos decir que 6(t) € L2(R)
(recordemos que ni siquiera es una funcién!!), podemos definir su transformada de

Fourier en un sentido distribucional:

X (jw) = /oo S(t)e—Ietdt = 1

—o0

Podemos pensar que de alguna forma un impulso unitario tiene contribuciones de
todos los arménicos posibles en forma pareja!! J

Ademds podemos escribir:

1 oo
o(t) = —/ 7@t dw
27 J — oo

Usando el hecho de que sinwt es una funcién impar y que coswt es una funcién
par podemos expresar el impulso unitario también como:

o(t) = 1 /000 cos (wt)dw

™
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Transformada de Fourier de exponenciales complejas

Consideremos una senal cuya transformada de Fourier la podemos escribir como
X (jw) = 2m0(w — wp). La senal que tiene esta transformada se puede determinar
como: L e . .

z(t) / 278 (w — wp)e?Wldw = eIwo?

:% .

Supongamos entonces que tenemos una sefial en el tiempo z(t) que se puede
representarse como:

oo
z(t) = Z aje’kwot
k=—o00

Es claro que dicha senal es periédica con periodo T = f}—’g. La transformada de

Fourier puede calcularse como (aplicando linealidad, que es una de las propiedad
de la transformada de Fourier que veremos a continuacién!):

oo oo

X(w)=Fz@t)] =F Z apelkwot| = Z apF [ejk“’ot] = Z 2mapd(w—wo)
k=—oc0

k=—o0 k=—o0

La transformada de Fourier de una senal periédica es un tren de impulsos, cada
uno pesado por 27waj donde ax son los coeficientes de Fourier de la senal!!
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s de la transformada de Fourier de tiempo continuo

# Propiedad Senal Tiempo Transf. de Fourier
1. Linealidad ax(t) + by(t) aX (jw) + bY (jw)

2. Desplazamiento Temporal z(t —to) e Iwh X (jw)

3. Desplazamiento Frecuencial  ¢/“0%x(t) X (j(w —wo))

4. Conjugacién x*(t) X*(—jw)

5. Simetria (Senales Reales) z(t) € R X(—jw) = X*(jw)
6. Escalamiento Temporal z(at) ﬁX (7¢)

7. Diferenciacién en Tiempo La(t) ij(jw)

8. Integracién en Tiempo fioo z(7)dr X (jw) + 7X(0)(w)
9. Diferenciacién en Frecuencia —jtz(t) X(jw)
10. Dualidad X(t) 27rm( w)

11. Relacién de Parseval I =) [2dt = [0 X (jw) *dw
12.  Convolucién x(t) * y(t) X(jw)Y (jw)

13.  Multiplicacién x(t)y(t) 2 [X (jw) * Y (jw)]
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Propiedades de la transformada de Fourier de tiempo continuo

1. Linealidad: Aplicando la ecuacién de anélisis a la combinacién lineal
2(t) = az(t) + by(t):

) e}

z(t)e ™ I¥t dt + b/ y(t)e 3@t dt

—o0

Z(jew) = /jo [az(t) + by(t)]e 7" di = a/

—o0
Por definicién de cada transformada individual: Z(jw) = aX (jw) + bY (jw).

2. Desplazamiento Temporal: Para la sefial desplazada z4(t) = z(t — to),
realizamos el cambio de variable u =t —tg = t =u+to (dt = du):

. oo .
z(t — to)e 9@t dt = / z(u)e I@(wtto) gy

— o0

Flatt -t} = [

— 00

Factorizando la constante e~7«%0 fuera de la integral:
Fla(t —to)} = e~ Iwt0 / z(u)e I du = e~ I9M0 X (jw)
— o0
Consecuencia fisica: El desplazamiento temporal no altera el espectro de

magnitud | X (jw)|, dnicamente introduce un desfase lineal —wtg.
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Propiedades de la transformada de Fourier de tiempo continuo

3. Desplazamiento en Frecuencia (Modulacién Compleja): Al multiplicar
la sefial temporal por el fasor e/*0t:

Flel“ota(t)) = /Oo [0 2 (1)]e 9%t dt — /jo (t)e=I @90 gt — X(j(w — wo))

4. Conjugacién Compleja: Tomando el complejo conjugado de la ecuacién de
andlisis para z(t):

X*(jw) = (/_O; x(t)e Iwt dt) T /_o:o T (t)edwt dt

Reemplazando w por —w, obtenemos:
oo .
X (—jw) = / z* (e I¥t dt = F{z*(t)}
— 00

5. Simetrias para Sefales Reales: Si la sefial es puramente real, z(t) = z*(t),
entonces X (—jw) = X*(jw) (Simetria Hermitica). De aqui se deduce que:

@ Moédulo: | X (—jw)| = |X (jw)| (funcién par).
@ Fase: /X (—jw) = —£X(jw) (funcién impar).
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Propiedades de la transformada de Fourier de tiempo continuo

Descomposicion de la Senal

Toda senal z(t) se descompone en su parte par z.(t) y su parte impar z,(t):

x(t) + z(—t)
2

Integral de Analisis Reducida

Sustituyendo z(t) = zc(t) + zo(t) en la CTFT y con la relacién de Euler:

oo

X(jw) =2 /Ooo ze(t) cos(wt) dt — 2j/0 Zo(t) sin(wt) dt

Propiedades de la transformada de Fourier de tiempo continuo

Cualquier senal compleja general z(t) se puede expresar desglosando sus partes
reales e imaginarias, pares e impares:

z(t) = Re{ze(t)} + jlm{ze ()} + Re{zo(t)} + jlm{zo(t)}

Sefales y Sistemas TF de tiempo continuo 24/51



Propiedades de la transformada de Fourier de tiempo continuo

Table: Correspondencias Tiempo-Frecuencia x(t) X (jw)

Senal en el Tiempo z(t) Transformada de Fourier X (jw)

Real y par Real y par

Real e impar Imaginaria pura e impar

Imaginaria pura y par Imaginaria pura y par

Compleja y par Compleja y par

Compleja e impar Compleja e impar

Real y asimétrica Compleja y Hermitica (X (—jw) = X*(jw))
Imaginaria pura y asimétrica ~ Compleja y Antihermitiana (X (—jw) = —X*(jw))

Real par + Imaginaria impar  Estrictamente Real
Real impar + Imaginaria par  Estrictamente Imaginaria pura

Propiedades de la transformada de Fourier de tiempo continuo

Cualquier senal compleja general z(t) se puede expresar desglosando sus partes
reales e imaginarias, pares e impares:

z(t) = Re{ze(t)} + jlm{ze (1)} + Re{zo(t)} + jlm{zo ()}
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Propiedades de la transformada de Fourier de tiempo

fx) F(s)

Real
Imaginary
Real even Real even
: :
o " Md\%\

Imag odd Real odd

\%j‘/en

Odd

Real
(Displaced to right)
Real
(Displaced to right)
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Propiedades de la transformada de Fourier de tiempo continuo

6. Escalamiento en Tiempo y Frecuencia: Para una constante real a # 0, la
transformada de z(at) se obtiene mediante el cambio de variable
u=at = dt =du/a:
@ Sia>0: [% x(at)e”Iwldt= %ffooo z(u)e I W/ a)u gy — %X (j%)
@ Sia < 0: los limites de integracién se invierten (400 a —o0), lo que
introduce un signo menos cancelando a: %EX (j%)

w

Uniendo ambos casos: F{z(at)} = ﬁx (jg)~
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s de la transformada de Fourier de tiempo continuo

7. Diferenciacién en el Dominio del Tiempo: Derivando ambos lados de la

ecuacién de sintesis z(t) = 5= [°° X (jw)el“tdw respecto a t:
d d[1 o ; 1 o0 o .
—z(t) = — |:—/ X (jw)el«t dw:| = —/ X (jw) (—e“"t> dw
dt dt |27 J_ oo 27 J_ oo ot
d 1 [ ) ot d . )
—az(t) = — JwX(jw)]e?“ dw = Fq —z(t) p = jwX (jw)
dt 27 J _ oo dt

8. Integracion en el Dominio del Tiempo: La funcién de acumulacién
g(t) = fioo z(7)dT se puede expresar como la convolucién z(t) * u(t). Usando la

propiedad de convolucién y sabiendo que F{u(t)} = J% + w6 (w):

[ atmrar} = xto) [+ 76| = LX) + 7X@

El término impulsivo representa el valor promedio en corriente directa (CD)
X(0) = [%0_ z(t)dt.

Senales y Sistemas TF de tiempo continuo
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le la transformada de Fourier de tiempo

9. Diferenciacién en el Dominio de la Frecuencia: Derivando la ecuacién de
analisis X (jw) = [0 x(t)e™7*!dt respecto a w:

%X(jw) = % [/_o:o x(t)eIwt dt] = /_o:o z(t) (%e*jwt) dt

o XGw) = [ [ita®le I e = Flojte(0) = =X ()

10. Propledad de Dualidad: Partimos de la ecuacién de sintesis
z(t) = 5= [*0 X (jw)e’*tdw. Evaluando en t = —7:

oo .
2rx(—7) = / X(jw)e 7“7 dw
—o00
Intercambiando los nombres de las variables mudas 7 <> t y w <> w:

/jo X(jt)e 9% dt = 2ma(—w) —> F{X(£)} = 2r2(—w)
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le la transformada de Fourier de tiempo continuo: Dual

z(t) : X(w) = Flz(t)] = F[X(t)] = 2rz(—w)

Ejemplo:

_ 1 ‘t| <T _ sin (le)
n0={p {51 oxw=mEn

sin (W't 1 |t < W

o) = VY L () = 1
wt 0 tl>wW
() (1 (w aa(t) Xo(w)
1 1
: w
! ! -Ww W

Senales y Sistemas TF de tiempo continuo 30/51



Propiedades de la transformada de Fourier de tiempo continuo

11. Teorema de Conservacién de la Energia (Parseval / Plancherel): La
energia total E,; de una senal integrable de energia finita se expresa en el tiempo
como:

By = /:: l2(8)[2 dt = /j:o o(t)z* (¢) dt

Sustituyendo x*(t) mediante la ecuacién de sintesis conjugada
*(t) = i X" (jw)eI@t duw:

o :/:: (1) [i /:: X* (juw)eiwt dw} dt

Intercambiando el orden de integracién (Teorema de Fubini):

- iﬁ/j; X* (jo) [/j:o w(t)e 3t dt} dow

Reconociendo que la integral interna es X (jw):

/ X*(jw) (JW)dw*f/ X (jw)|? dw

Interpretacion fisica: La energia total calculada en el dominio del tiempo es
idéntica al drea bajo la curva de la densidad espectral de energia | X (jw)|?
dividida por 2.
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le la transformada de Fourier de tiempo continuo

12. Convolucién en el Tiempo: Sea y(t) = x(t) x h(t) = [*_ z(T)h(t — T)dT.
Calculando su transformada:

Y (jw) = /j:o {/j:o x(T)h(t — T) dr} eIt gt

Intercambiando el orden de integracién y factorizando e =%t = e=JwTg—jw(t—7).

v(w) = [ alneir Uj; Bt — r)e=iw(t=") dt] dr

—o0

Por la propiedad de desplazamiento temporal, la integral interna vale H (jw):
Bl .
Y() = [ a(nem i H(w) dr = X () H ()
— 00

13. Multiplicacién (Convolucién en Frecuencia): Por la propiedad de
dualidad aplicada a la convolucién temporal, la multiplicacién de dos sefiales en el
tiempo corresponde a la convolucién espectral escalada por 1/27:

Fla@®y(t)} = [X(Jw) *Y (jw)] = / X(JO)Y (j(w —0))do
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Sistemas LTT y transformada de Fourier I

En una clase previa definimos la respuesta en frecuencia de un sistema LTI con
respuesta al impulso h(t) como:

H(jw) = /oo h(t)e~ 7t dt

—o0

La respuesta en frecuencia de un sistema LTI no es otra cosa que la transformada
de Fourier de su respuesta al impulso!!! J

Ademis por la propiedad de convolucién sabemos que la respuesta y(t) del sistema
LTI con respuesta al impulso h(t) a una entrada z(¢) puede caracterizarse también
como:

Y (jw) = H(jw) X (jw)

La ecuacion anterior caracteriza, asi como lo hacia la integral de convolucién, en
forma completa la accién de un sistema LTT!! Esto es asi porque, segin lo que
discutimos previamente, siempre podemos volver del campo transformado al
dominio del tiempo gracias a la invertibilidad de la transformada de Fourier!!
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Sistemas LTT y transformada de Fourier II

En lo anterior hemos supuesto que la respuesta en frecuencia existe. Es decir que
la transformada de Fourier de la respuesta al impulso debe estar bien definida. Sin
embargo, esto no es un problema para los sistemas LTI estables:

Teorema

La respuesta en frecuencia H(jw) de un sistema LTI estable siempre existe.

Proof: Dado que el sistema es estable tenemos que [*°_ |h(t)|dt < co. Pero
entonces podemos escribir:

S . o
\h(t)e‘“tldt:/ Ih(#)|dt < oo

—o0

|H(jw)| = ] / °; h(t)e‘j“’tdt’ </

— 00
Lo que muestra que la respuesta en frecuencia esta bien definida.

Nuestro interés en analizar sistemas LTI mediante la transformada de Fourier
siempre estard en aquellos que son estables!! Para analizar sistemas LTI inestables
utilizaremos méas adelante la transformada de Laplace!!
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Sistemas LT y transformada de Fourier 11T

Notar que la ecuacién
Y (jw) = H(jw) X (jw)

es mucho més simple de interpretar que una integral de convolucién. Observando
esta ecuacién y en particular inspeccionando H (jw) podemos obtener informacién
muy valiosa sobre el sistema LTI bajo estudio o expresar en forma muy simple y
conveniente muchas de sus propiedades.

Por ejemplo, consideremos la conexién en cascada de M sistemas LTI con
respuestas al impulos h;(t), i =1,..., M. La respuesta total del sistema en
cascada es igual a h(t) = hi(t) * ha(t) * - - - x hps(t), lo cual es trabajoso de obtener
y analizar. Sin embargo gracias a la propiedad de convolucién la respuesta en
frecuencia total del sistema en cascada se puede obtener como:

M
H(jw) = [ Hi(Gw)
=1

— Hi(jw) () |@ @@ == Huliw) f—m —> H;\;H,(jw) —>
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Sistemas LT1 y transformada de Fourier IV

Un ejemplo muy importante de sistemas LTI que practicamente se analizan y
disenian en su totalidad a través de la respuesta en frecuencia son los filtros
selectivos en frecuencia.

Un filtro selectivo en frecuencia es un sistema LTI que nos permite atenuar,
magnificar o directamente eliminar una parte del espectro de una senal a su
entradal

J

Ejemplos de filtros selectivos en frecuencia:

@ Filtros pasa-bajos ’__‘

@ Filtros pasa-banda —L

Hij)

@ Filtros pasa-altos

Senales y Sistemas TF de tiempo continuo
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Sistemas L'T1 y transformada de Fourier V

Consideremos el filtro pasa-bajos ideal:

1w < W
X(J“)—{o W > W

Vemos que la respuesta al impulso de este sistema es:

o(t) = sine ()

™

Vemos que pueden existir
algunos problemas para
implementar el filtro
pasa-bajos ideal. El sistema es
no causal, altamente
oscilatorio, etc. En la
practica, la caracteristica ideal
se aproximara de forma tal
que el sistema cumpla ciertos
requisitos, ademas de la
caracteristica en frecuencia

0 deseada.

Amplitud
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Sistemas LTT y transformada de Fourier VI

Muchas veces la respuesta en frecuencia se representa en su forma polar:
H(]w) = |}I(]UJ)‘€J argH(jw)7 — < arg H(]UJ) < 7 También podemos definir la fase extendida!l!
La salida de un sistema se puede entonces escribir como:

Y (jw) = |H(jw)|| X (jw)|e? 28 H ) e are X ()

con lo cual obtenemos:
[Y (jw)| = |H (jw)|| X (jw)]

arg Y (juw) = arg H(jw) + arg X (jw)

La magnitud de la respuesta en frecuencia altera la magnitud del espectro de la
senal de entrada y la fase de la respuesta en frecuencia produce un desplazamiento
en fase del espectro de la sefial de entradal!! Por estas razones |H (jw)| se conoce
como ganancia del sistema y arg H(jw) se conoce como desplazamiento de fase del
sistema. Dependiendo de nuestro objetivo estas cantidades pueden introducir
cambios utiles en la senal de entrada o efectos indeseables. En ese caso hablamos
de distorsiones!
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Sistemas LTI y transformada de Fourier VII

Es el efecto de la ganancia de un sistema LTI es bastante simple de entender. El
efecto de la fase es un poco mas interesante para analizar. Pensemos por un
momento en el sistema cuya respuesta en frecuencia es:

H(jw) = e Jwto

Este sistema tiene ganancia unitaria por lo que no introduce niguna distorsién en
la amplitud del espectro de la sefial de entrada. Esto es |Y (jw)| = | X (jw)|. Sin
embargo no podemos afirmar que z(t) = y(t)!!

La salida para este sistema se puede expresar facilmente:
y(t) = =(t —to)
Si bien es claro que z(t) # y(¢), la salida de este sistema preserva totalmente la

forma de la senal de entrada, introduciendo simplemente un retardo en el tiempo!!
Este sistema no presenta distorsion de fase!

Notar que el sistema anterior presenta:
arg H(jw) = —wtp

Es decir presenta fase lineal!! Los sistemas de fase lineal no tienen distorsion de
fase!!
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Sistemas LTI y transformada de Fourier VIII

o

Consideremos ahora un sistema de fase no lineal:
oy 1w (jw)?
H(jw) = : —
14 jw+ (jw)

|H(jw)| =1, Yw € R

arg H(jw) = —2arctan { 1 d

2}, Yw € R

Fase de H(o)
o
Fase extendida de H(®)

-3

-4 . -14
-5

o
@
|
&
o
@
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Sistemas LTI y transformada de Fourier IX

Veamos la respuesta al impulso. Para ello podemos escribir (usando fracciones
simples);
1—50.577 1+ 50.577

Hjw) =1~ -
Jo+05+% w4052

Usando que

FBW =1, Fleu(t)] = — —, R{a} >0

a+j
tenemos que la respuesta al impulso se puede escribir:

h(t) = &(t) — 2.30e %% cos <\ft + 0.5237>u(t)

La respuesta al impulso no es un impulso desplazado!

No todas las frecuencias de la senal de entrada (en
este caso un impulso unitario y que se encuentran 0s
todas en fase!!) se desplazan en una misma cantidad,
haciendo que las fases de las mismas a la salida del
sistema a un tiempo dado t sean diferentes. Esto da
a lugar a interferencias constructivas y destructivas y B
al ensanchamiento temporal de la senal de salidal!!
Esto se conoce como dispersion!

Amplitud

En el gréfico no incluimos §(¢)!!
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Sistemas LT1 y transformada de Fourier X

Una medida de la dispersién introducida por un sistema se da por medio del
retardo de grupo (definido para la fase extendida):

r(w) =~ = arg H(jv)

cuantificar cuanto se adelantan o se atrasan las frecuencias de la senal de entrada

Obviamente si el sistema es de fase lineal 7(w) = cte. El retardo de grupo permite
a un sistema LTI que se encuentran alrededor de un entorno de frecuencia wq!! J

También se define el retraso de fase como :

o) = 28 H(jw)

w

Si el sistema es de fase lineal, entonces 74(w) = 7 (w).
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Sistemas LTT y transformada de Fourier XII

La transformada de Fourier de la senal de salida tiene fase lineal!! Vemos que
todas las frecuencias de la senial de entrada z(t) (cuyo espectro estd concentrado
alrededor de wp) se atrasan a la salida del sistema en una cantidad dada por
7(wp). Es decir la senal de salida del sistema es bésicamente igual a la senial de
entrada (salvo un escalaje en amplitud y una fase ) retrasada en el tiempo en una
cantidad 7(wp). El retardo de grupo proporciona el retardo sufrido por “un
paquete concentrado de frecuencias”. Notar que el concepto de retardo de grupo
es el mismo que el de velocidad de grupo para un “paquete de ondas” (por ejemplo
ondas electromagnéticas u ondas de materiall).

y
4.
.
3s Para el ejemplo que analizamos
3 antes, es facil ver que el mayor
25 retardo se da para la frecuencia

@!! Esa oscilacién determina de
alguna forma las partes maés
tardias de la respuesta al impulso!!

Retardo de grupo de H(j)

.
&
o
o
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Ecuaciones diferenciales y transformada de Fourier I

Muchos sistemas LTI causales (con la condicién de reposo inicial discutida hace
unas clases) van a estar descriptos por una ecuacién diferencial con coeficientes
constantes:

N M

dFy(t) dz(t)
D an g = 2 i
= dt = dt

Si aplicamos el operador F [-] a ambos lados obtenemos (aplicando linealidad):

i [ di* } Zbk;[ dtk)]

Usando la propiedad de diferenciacién:

N M
Y (jw) Y ar(iw)® = X (jw) D br(jw)”
k=0

k=0

Para un sistema LTI tenemos que

. . . Y (jw)
Y (jw) = H(jw)X (jw), H(jw) =
X(jw)
Senales y Sistemas TF de tiempo continuo
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Ecuaciones diferenciales y transformada de Fourier II

Entonces obtenemos que:

_ ZQ/I:O bk(jw)k

) = S ak (jw)k

@ Vemos que la respuesta en frecuencia del sistema es un cociente de
polinomios, los cuales se obtienen por inspeccién a través de los coeficientes
de la ecuacién diferencial!

@ De una ecuacién diferencial pasamos a una expresion equivalente del sistema
totalmente algebraica. Todo queda definido por los coeficientes de los
polinomios o por lo que es los mismo por sus raices. Esto simplifica mucho el
andlisis de los sistemas LTT!

@ Podemos obtener la respuesta al impulso del sistema, en lugar de resolviendo
la ecuacién diferencial, antitransformando H (jw)! Para ello, dado que
tenemos un cociente de polinomios, puede ser muy 1til el método de
fracciones simples (ver Apéndice de Oppenheim and Willsky).
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Repaso...

@ Condiciones de Dirichlet. Requisitos que garantizan que las sefiales de
tiempo continuo presenten convergencia puntual de sus series de Fourier o de
sus anti-transformadas. Sélo son condiciones suficientes!

@ Serie de Fourier (SF) de tiempo continuo. Expresa una sefial periédica de
tiempo continuo z(¢) como una suma de exponenciales complejas escaladas
(o sinusoides) en los arménicos kwg de la frecuencia fundamental wg de la
senial. Los factores de escala aj se denominan coeficientes de la serie de
Fourier.

@ Transformada de Fourier (TF) de tiempo continuo. Expresa una senal
aperiédica de tiempo continuo z(t) como una integral de exponenciales
complejas escaladas (o sinusoides) de todas las frecuencias. El factor de
escala se denota por X (w).

@ Serie de Fourier de tiempo discreto (SFTD). Expresa una sefal periédica de
tiempo discreto z[n] como una suma finita de exponenciales complejas
escaladas (o sinusoides) en los arménicos k/N de la frecuencia fundamental
% de la senal. Los factores de escala se denominan coeficientes de la serie de
Fourier, ax, que a su vez forman una secuencia periédica, de periodo N.

@ Transformada de Fourier de tiempo discreto (TFTD). Expresa una sefial
aperiédica de tiempo discreto x[n] como una integral de exponenciales
complejas escaladas (o sinusoides) de todas las frecuencias. El factor de
escala se denota por X ().
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@ Espectro de amplitud (X (w) o X(€2)). Un gréfico de los coeficientes de la
serie de Fourier o la transformada en funcién de la frecuencia cuando estas
cantidades tienen valores reales.

@ Espectro de fase (£ZX(w) o ZX(Q)). Un grafico de la fase de los coeficientes
de la serie de Fourier o de la transformada en funcién de la frecuencia.

@ Espectro de magnitud (| X (w)| o |[X(€)]). Un gréfico de la magnitud de los
coeficientes de la serie de Fourier o la transformada en funcién de la
frecuencia.
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Temas para leer por cuenta propia

Lectura obligatoria

Tabla de propiedades de la transformada continua y discreta de Fourier y
pares transformados bésicos (Oppenheim and Willsky, Tablas 4.1, 4.2, 5.1 y
5.2).

Apéndice de fracciones simples (Oppenheim and Willsky).

Aspectos en el dominio del tiempo y la frecuencia de filtros ideales y no
ideales (Oppenheim and Willsky, Secciones 6.3 y 6.4).

Sistemas continuos de primer y segundo orden (Oppenheim and Willsky,
Seccién 6.5).

Sistemas discretos de primer y segundo orden (Oppenheim and Willsky,
Seccién 6.6).

Ejemplos de andlisis de sistemas en el dominio del tiempo y la frecuencia
(Oppenheim and Willsky, Seccién 6.7).

Lectura optativa

Filtrado selectivo en frecuencia con frecuencia central variable (Oppenheim
and Willsky, Seccién 4.5.1).

Diagramas de Bode (Oppenheim and Willsky, Seccién 6.2.3).

Transformada discreta de Fourier (Oppenheim and Schafer, Secciones 2.7,
2.8y 2.9).
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Algunos ej

o Ejercicios 4.10, 4.12, 4.14., 4.15, 4.16, 4.21 de Oppenheim and Willsky.
© Ejercicios 4.40, 4.47, 4.51, 4.53 de Oppenheim and Willsky.

e Demostrar que un sistema LTI cuya respuesta en frecuencia es cero en un intervalo
finito o infinito no es invertible.

e Demostrar las siguientes propiedades de la transformada de Fourier de tiempo continuo
usando dualidad:

Ax(j "
Flojta(®)] = %, f[fjita:(t)Jr'nz(O)é(t)] - /_ X(jv)dv

e Una forma precisa de cuantificar el problema de la localizacién simultdnea en tiempo y
frecuencia de un par transformado es a través del principio de incertidumbre. El mismo
dice que:

1
D) D(X(Gw)) 2 5
donde D(f(t)) es la dispersién de la senial f(t) definida como:

22 21 f (1) dt
PUED = "1 1 2ar

2
ot
Probar que la igualdad se alcanza cuando x(t) = \/% e 402 , lo que muestra que los
o

pulsos gaussianos tienen la mejor localizacién simultdnea en tiempo y frecuencia.
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Algunos ejercicios II

e Ejercicios 5.8, 5.9, 5.12, 5.21, 5.22, 5.23, 5.26, 5.32, 5.36 de Oppenheim and Willsky.
@ Eijercicios 5.37, 5.40, 5.46, 5.47 de Oppenheim and Willsky.
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Tiempo de consultas

; Preguntas?
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