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EXAMEN INTEGRADOR — PRIMERA FECHA — 09/12/2024
RESOLUCION ESQUEMATICA
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1. Calcular I
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—dx previo estudio de convergencia.
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funcion continua en un intervalo cerrado y acotado. El integrando de la segunda integral admite la siguiente
acotacion muy sencilla (nos interesa la acotacion en el intervalo de integracion, es decir, para x >1):
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Resolucion: Para todo b > 1: I dx + Il al ~dx . La primera integral es la integral de una
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Dado que la integral .[ —dx es convergente, por el criterio de comparacion para integrales con integrandos
X
1

positivos, podemos afirmar que la integral .[ —dx converge.

2
dx mediante los métodos clasicos del analisis de variable

Calculo: Calcularemos I —dx 2 Iy
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compleja. Consideramos la funcion f(z) = = , donde
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son las cuatro raices cuartas de —1. Para cada R > 1, consideremos la integral de f sobre el siguiente circuito
(ya muy popular) y aplicamos el teorema de los residuos:

W2 Wi I'z

[ £(2)dz+ [ f(2)dz = 27 RES(f, w) + RES(f,w,)] ~ (*R)

Como siempre, el plan es utilizar el hecho de que el segundo miembro de estas integrales no depende de R,
mientras que la primera integral del primer miembro verifica:
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Ij f(2)dz = jR ljx4 dy— [
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Resta ver que ,Lim, j f(z)dz =0 (es un ejercicio clasico):
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Por lo tanto, tomando limites en (*R) para R——> -+ obtenemos

f lfTarx = 2m[RES(f,w)+ RES(f,w,)]

El calculo de estos residuos es sencillo pues se trata de dos polos simples:
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(E=m)f @)= v 4wl P 4w, 4 42 14

(Hemos recurrido a nuestro buen amigo L’Hopital). Por lo tanto,
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2. Considerar el problema de temperatura en estado estacionario en una placa plana y homogénea que coincide
con el conjunto del plano 4 = { (x,y)eR*: |x| <4,y2 O} , con temperatura de valor constante 1 en los puntos

del borde de 4 con ordenada > 1 y 0 en los de ordenada < 1. Considerando que la constante de difusividad
térmica es igual a 1, formularlo en términos de una ecuacion diferencial con condiciones de contorno y obtener
su solucion u(x,y).

Resolucion: Se trata del problema de Dirichlet esquematizado en el siguiente grafico:

4,1 4,1

4 0 4

Au =0 en el interior de la banda
u =1 en las semirrectas verdes *)
u =0 en los segmentos rojos

Ademas, vamos a considerar que u es acotada en A4, con lo cual existe una tnica solucion de este problema (el
recinto 4 no es acotado, por lo tanto (*) no tiene solucion Unica, pero si una tinica solucion acotada).

Para resolver este problema, donde las condiciones de contorno son seccionalmente constantes, podemos
utilizar el método de las transformaciones conformes.

Primera transformacion: z\ z, =5 z:
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Segunda transformacion: z, > z, = sen(z,) :

A>

-a 0 a

donde

a= sen(Z +1i Zj = sen(zj cosh(zj +1i cos(zjsenh(zj = cosh(zj ~ 1,078
2 8 2 8 2 8 8
(obsérvese que sen i = —sen| Z |cosh| Z |+ icos| Z |senh| Z | = —cosh| Z | = —-a)
2 8 2 8 2 8 8

Tercera transformacion: z, = w=—iz,:

A3

Resumiendo: w = —iz, = —isen(z, )= —isen(%zj y a= cosh(%) .
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Ahora, buscamos u en la forma u = Aarg(w —ia) + Barg(w +ia) + C y determinamos las constantes de manera
que se verifiquen las condiciones de contorno:

(1) semirrecta verde superior: A% + B% +C=1
(2) segmento rojo: — A% + B% +C=0

(3) semirrecta verde inferior: — A% — B% +C=1

Resolviendo (sumar y restar ecuaciones ayuda....) resultan 4 =—, B=——y C= 1. Finalmente, entonces:
T T

u= larg(w —ia)— larg(w +ia)+1= larctan ImGw—ia) | _ larctan Im(w +ia) +1
Ve Vs Vs Re(w—ia)) ~« Re(w +ia)

(por favor, no confundir argumentos con arcotangentes....) Observemos que aqui podemos utilizar la funcion

. . ] T 7
arcotangente pues los argumentos de w — ia y de w+ia varian entre — By y B Se puede completar la cuenta

para obtener la forma explicita de # como funcién de x e y, es decir: de la parte real y de la parte imaginaria
de z. Hagamos las cuentitas:

: . . T
w=—iz, = —isen(z,) = —isen| =z | = —isen —x+z— =
8 8
T 7z T V4 T T : V4 V4
= —i| sen| —x |cosh| —y |+icos| —x |senh| —y | |=cos| —x |senh| —y |—isen| —x |cosh| —y
8 8 8 8 8 8 8 8

. T . V2 T
w—ia = cos(— xjsenh yj —i sen(— xj cosh(— yj +a

8 8 8

. V4 . V4 T
w+ia= cos[—xjsenh yj —1 sen(—xj cosh(—yj -a

8 8 8

T T T T
sen| —x |cosh| —y [+a sen| —x |cosh| —y |—a
1 8 8 8 8
u = —arctan| —

1
——arctan| — +1
T V/d V4 Vd V/d V4
cos| —x |senh| —y cos| —x |senh| —y
8 8 8 8

. : : T
Dado que la funcién arcotangente es impar y teniendo en cuenta que a = cosh(—j :
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Por lo tanto:




Respuesta 2:

sen(ﬁxjcosh(ﬁy +cosh| © sen| * x |cosh zy —cosh| ©
8 8 8 1 8 8 8
+ —arctan +1
V4 T V4 T V4
cos[xjsenh —y cos| —x |senh| —y
8 8 8 8

u(x,y)= —%arctan

(Se puede comprobar con cierto trabajo que esta funcion es solucion del problema de Dirichlet planteado.
Observe que es acotada, por lo tanto es la tnica solucion acotada de dicho problema. En particular:

3. Sea f:[0,2]——> R continua y con derivada continua a trozos, con desarrollo seno de Fourier dado por

A niwx . , . , .
z ;sen( j . Indicar en qué valores x €[0,2] la serie converge a f(x) y en cudles no. Resolver el siguiente
2

n=1 n
problema:
2 2
(i)%ﬁ‘(x,t)=3g—”2‘(x,t)=o 0<x<2 ,t>0
X
@) u(0,t) =u(2,t)=0 t>0
(@) u(x,0) = f(x) 0<x<2
(iv) Z—L;(x,O):O 0<x<2
Resolucién: La serie de Fourier S Z2sen| 7% | es 1a serie de Fourier de la extension impar de f'con periodo
n’ 2 P
n=1

4. Indiquemos con f* esta extension.

Idea grafica de ]7



Esta funcion es continua a trozos en toda la recta y con derivadas laterales finitas en todo punto. Por lo tanto,
verifica las condiciones de Dirichlet, por lo que podemos afirmar que para todo x € R :

— nrx) 1oz o =
ansen( > j—z[f(XHf(x )]

n=1

En particular, para todo x e (0,2): z a; sen(n;zxj = %[f(f) + f‘(x‘)] = f(x) = f(x) (pues f es continua
n=1 n

en (0,2), por serlo f. (Atencion: no estamos diciendo que la continuidad de f garantice la convergencia de su
serie de Fourier en todo punto. Hemos repetido hasta el cansancio que la continuidad no es condicion
suficiente. Pero f', ademads de ser continua, tiene derivadas laterales finitas, lo que garantiza la convergencia
puntual). Ahora, para x = 0 y x = 2, obviamente la serie converge a 0, pues todos sus términos se anulan. Por
lo tanto, en estos puntos la serie converge a f{0) y f(2) respectivamente sii f{0) = f(2) = 0, caso contrario no.

0
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Respuesta 3: La serie E — sen(

n=1 1
flx) sii f{0) =£(2)=0.

j converge a f(x) para todo x €(0,2); si x €{0,2}, la serie converge a

Observacion: S1 f(0) = f(2) =0, ]7 resulta continua en toda la recta real. Por lo tanto, si la sucesion (),
es acotada, la serie converge absolutamente (es un ejercicio muy sencillo) y resulta entonces uniformemente

convergente a ]7 en toda la recta (Teorema 5.a — Apuntes sobre series de Fourier, pagina 22).

Resolucion del problema: mediante el tradicional método de separacion de variables y el principio
superposicion, se obtiene la solucion

u(x,t)= i a;’ sen(nzxjcos(\/gn?mj

n

n=1

o0

Obsérvese que si («r,),_, es acotada, la convergencia de esta serie es muy bonita.

n=1

4. Hallar f:R——>(C tal que .[ f "(w)e'dw = sh(t)t_,,(?), siendo f la transformada de Fourier de f. jEs
. i ~ 2
unica? . Calcular H f '(a))‘ do.

Resolucion: Como puede leerse en los Apuntes sobre la Transformada de Fourier (apuntes del curso), pagina
14, propiedad 6, si las funciones f(x) y xf(x) son absolutamente integrables, entonces f es derivable, y su
derivada es la transformada de Fourier de —ixf'(x) . Tendriamos, entonces, por el teorema de inversion, que

vafA'(a))e[””da) = 27 [~ixf (x)]




En nuestro caso, tendriamos que 27z[—ixf(x)] = senh(x)t_,, (x), es decir:

i senh(x)

S(x) W}(—l,l)(x)

Observacion: En x = 0 podemos definir  f(0) = 2L y f resulta continua en este punto; por otra parte, para
/4
poder aplicar el teorema de inversion en los puntos x =—1 y x = 1, el valor de f'debe ser el promedio del salto
de discontinuidad, es decir: f(~1)= f(1) = 4Lsenh(1).
/4

Esta funcion verifica todas las condiciones necesarias para la aplicacion de las propiedades mencionadas y
por lo tanto satisface las condiciones requeridas en el enunciado. Desde luego que no es unica, pues
modificando el valor de f'en algiin punto cualquiera (por ejemplo, en x = 18) se obtiene una funcién con la
misma transformada de Fourier que /" y por lo tanto satisface la mismas condiciones del enunciado.

+00 n 2
Célculo de H f '(a))‘ dw: Puesto que —ixf(x) es claramente de cuadrado absolutamente integrable, podemos

utilizar la identidad de Parseval:

]

o0

f '(a))‘2 do= 27I+E|— ixf(x)|2 dx = iﬂsenh(x)rdx =

= lJ'senh(x)2 dx = l[cosh(x)senh(x) —x[\5 = i[cosh(l)senh(l) —-1]
Ty /4 V4

i senh(x)

Respuesta 4:  f(x) b))y Tf '(a))‘2 do = %[cosh(l)senh(l) —-1]
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5. Obtener la transformada de Laplace de la solucion de la ecuacion xy"(x)+2y'(x) + xy(x) =0 para todo x
> 0, con las condiciones iniciales y(0+) =1, y'(0+)=0.

Resolucion: Indiquemos con F' la transformada de Laplace de y. Entonces (paginas 18 y 21 del Apunte sobre
la Transformada de Laplace):

1) la transformada de Laplace de xy(x) es — F'(s)
2) la transformada de Laplace de y'(x) es sF(s)— y(0+) =sF(s)—1

3) la transformada de Laplace de »"(x) es s*F(s)—sp(0+) = y'(0+) = s> F(s) — s
4) la transformada de Laplace de x)"(x) es

—[$*F(5) = sp(0+) — y'(0+)]'= —2sF (5) — s°F'(5) + y(0+) = —25F (s) — s°F'(s) + 1

Transformando la ecuacion tenemos entonces (siempre y cuando Re(s) > 0):



—28F(s)=s*F'(s)+14+2sF(s)-2—F'(s)=0

Es decir: (1+s*)F'(s)+1=0, Re(s) >0

. o 1
Para s = o real y positivo, una primitiva de — i en (0,+) es —arctg(o) . Puesto que (0,+x) es conexo,

2
o
existe una constante ¢ tal que F(o)=c—arctg(c). Puesto que debe verificarse _Lim, F(oc)=0,

necesariamente es ¢ = %, es decir: F(o)= % —arctg(o) para todo o >0. Dado que F es holomorfa en el

semiplano H = {s e C:Re(s) > O}, existe una unica extension analitica de arctg(o) :%—F (o) a dicho

semiplano. Indiquemos con Arctg dicha extension. Tenemos entonces que la transformada de Laplace de y es

F(s)= % — Arctg(s).

Respuesta S: La transformada de Laplace pedida es F(s) = % — Arctg(s)

Observacion: Podemos obtener informacion sobre nuestra funcién Arctg de una manera mas artesanal:
despejando w en funcién de s de la ecuacion s =#g(w), donde w — obviamente - debe pertenecer al dominio

de la funcién tangente.
2iw

sen(w) _ _e"—e™ e =1 . - . .\ 2 w  1+is
- COSE ;: ( iW+ —iw) s = +1 <:>lS€2m +lS:€21W—1©l+lS:(l_ls)eZZW<:>62m —
w e e

2iw
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Aqui debemos elegir alguno de los infinitos logaritmos posibles. Resulta, para cualquiera de estos logaritmos
y en el dominio correspondiente:

artg(s)=w= %log(l * zsj
1

1—is

Para elegir el logaritmo adecuado para nuestro problema, debemos estudiar primero en qué se transforma el

. . ., 1+i . s
semiplano H = {s e C:Re(s) > 0} mediante la transformacion s+ 1 Z‘S , para elegir el corte logaritmico.
—is

Luego, la rama logaritmica correspondiente a ese corte debe elegirse de manera que

%log(itzj e \% .... Un bonito trabajo.




