Geometria de las Masas

El objetivo sera encontrar caracteristicas geométricas de
figuras planas, para relacionarlas mas adelante con la
secciones de los cuerpos en estudio, para determinar la
influencia de la forma de la secciones en la resistencia de
los materiales.

Basicamente se veran las siguientes caracteristicas:

 Momentos estaticos de 12 orden de figuras planas : su
objetivo principalmente sera encontrar: “Baricentros”.

 Momentos de 22 orden de figuras planas: se conoceran
principalmente los momentos de inercia de dichas
figuras.
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INTRODUCCION: Conjunto de masas

Masa puntual: Es una magnitud escalar que ocupa un recinto
de dimensiones tan pequenas que puede ser representado
por un punto.

Este puede ser discreto 0 continuo. En el primer caso son (n)
masas de mddulos (m). En el segundo caso son infinitas
masas de modulos diferenciales.

Para que conforme un sistema se deben tener unidades (de
masas) homogéneas.

Normalmente vamos a trabajar con voliumenes, superficies y
lineas.
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MOMENTOS ESTATICOS o DE PRIMER ORDEN

I

Conjunto discreto de masas
Ai(xiayiazi)
m.

l

o(x,,5,.z,) &i(m)

&1

Masa total:

L Y
1 n
M = E:m. Xs w 4
1
i=1

El momento estatico 57, de la masa
generica m; respecto de un punto O

esta dado por :

Y el momento estatico de —0 1
todo el sistema respecto de | S7,,.; = Z (A —0O).m,

S°=(4 -0)m O sera: P
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o(G-0)=(x5—x,)i +(Yg—Yo)J +(z5—2,)k

n
z (xi ~—Xo )'mi
i=1

.xG—xO —
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Masas de mddulos diferenciales

Conjunto continuo de masas:
Siendo la densidad del cuerpo p tal que p = f(x;v; 2):
dm = p.dv

Aclaracién: p = f(x; y; z) significa que la densidad del cuerpo puede variar de acuerdo a

la ubicacién del elemento de masa (dm) dentro del mismo.

En el caso particular en gue p es constante, el cuerpo es homogéneo y el centro

geométrico (o baricentro) coincide con el centro de masas. o

O¢
Como puede verse, la dificultad en encontrar el )
baricentro de la figura, o el centro de masas del cuerpo g ‘
reside simplemente en el problema matematico que xXp

supone definir los limites de integracion y
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En el caso de los sistemas coplanares:

A

n
S x.m,
’xG — l=1n .f_\..1(m1)
Z m, Bofm2) A(m) Ba()
i=1
L = 2 G(M)
Zyi M, }
=l o
Yo = | P

n
Oc Xo
> m,
l
=1

Nota: el momento estatico de un sistema _
de masas respecto de cualquier eje que S,=0
pasa por el baricentro es igual a cero
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Centro de masas (3D) - Baricentro (2D)

Es un punto donde se puede considerar concentrada la masa total del
sistema de masas puntuales (3D) - o el area total del sistema (2D)

Para calcular el centro de masa (CM): [(G-O)M =;(A,-—0)-m,-

Y para el (CM) de un continuo...?:

Centro de gravedad (3D)

Si consideramos los pesos de cada una de las masas elementales (que
integran un continuo de masas), tendremos un sistema de fuerzas paralelas. La

resultante de dicho sistema (que es el peso del cuerpo) pasara por el centro de
gravedad.

dp = g.dm
| zdp [ xdp | ydp
Z6 = X = Vo =
Jdp J dp Jdp
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Baricentros de superficies

Si consideramos una superficie en el plano x y: el concepto es aplicable, por ejemplo, a una chapa plana
de espesor y densidad constantes. Va
(sera asimilable a dreas o superficies)

X

:I XdF y :I de G(F)
© |dF o JdF

La integral de x.dF y la integral de y.dF definen, cada
una, el momento estatico de la seccion respecto al G , - d
eje desde el que se mide la distancia.. ¢ ’

El momento estatico de una figura plana respecto de un eje que pasa por el
baricentro es nulo.

Cuando una figura plana posee un ¢je de simetria, su
baricentro pertenece a ese ¢je.
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Ejemplo 1

Baricentro de la superficie de un triangulo

L h 3

T bay 20

y //// ;Vzgyyh y:h 3

r 1 . ¢ F b.h/2
2

yG:3.h
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Calculo del baricentro de una figura de contorno regular

n
S
7 777 l i
o 6D, XY=
Se parte de un SN "

) -y ZF
conjunto 7947/;@;&. | o
continuo de ///f > | i=1
area (area Xs' Y n
total) a otro by Z v.F
conjunto & B =
equivalente y y s Yo = —,
discreto de Vo Ja
areas (n areas //{{‘“‘l X Z i
requlares) . VoS ], o

Oc -7
- b T w2
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Momentos de 2do Orden

Momento de 2do orden de una

superficie plana “F“ respecto de 2 ejes p

(en este caso x;y).

Se denomina momento centrifugo

Y su notacion sera
Ty = J- x.v.dF
F

El momento de un dF
respecto de x e y sera:

dfe, = x.y.dF

Juy = J-x.}r.d,F
F

Estatica y Resistencia de Materiales -

FIUBA

[L':r'] = Long.*

11



Momento centrifugos

Observacion: En el caso particular de que uno de los ejes coordenados sea un eje de

simetria de la seccion, se observa lo siguiente:

Eje

¥, eje de simetria de la
figura.

y
4

gy, = —x.y.dF
fxy, = %.y.dF
Sumando miembro a miembro:
Ay, + Afxy, = dfxy =0

Integrando:

o= [y =0
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Ejes conjugados de inercia

Condiciones de gjes

conjugados de inercia

Jre =0

Observacion: Para un punto cualquiera (G], contenido en el plano de la figura, existen

infinitos pares de ejes que pasen por dicho punto v que cumplan con la condicion de que

J.+ = 0. Dichos ejes se denominan ejes conjugados de inercia de la seccion.

Estatica y Resistencia de Materiales - FIUBA
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Momentos de inercia

Momento de inercia del area
“F“ respecto del eje x

df,. = y*. dF > [ e = y*.dF

Y

Para un eje y sera, [J..] = Long.*

analogamente:

Jyy = f,r:.d,F '
' F

NOTAS: | N
«Siempre seran positivos, ya que las ' e
coordenadas estan elevadas al cuadrado + . -

L 0s ejes pueden no ser ortogonales rj'*
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Resumiendo....

Momentos de 2do orden de superficies planas

Jxx = fyz-dF
F

Momentos de inercia Momento centrifugo

I = fxz.d.F Loyi= fx_y_ dF
F F

\
Momento polar p? = x% 4 92

]oszz-dF
F

> — | Jo =]yy + Jxx

Jo =f(x2 + y*).dF
F

',,_,.--;"'fl-*"' " Jo = fxz.dF + fyz.dF
F F

O X X
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Momentos de 2do orden de superficies planas

Conservacion del momento angular:

. 2 Imlzlzmﬂ
jxx_Ly-dF .

= )
T = sz.dF o o
y

Momentos de inercia

2

v
L., A F
o (N
Jx >> Jy I1 1 Ig 2
IIG x|k
Area “F“ Nomenclatura:
— \4"
IX = Jx = Ixx = Jxx
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Ejemplo 2

Determinar el momento de inercia respecto del eje x de la siguiente figura

y‘*

h

) Jx=fy2dF=fy2bdy
0
h
‘ by3|"  b[(h)? - 0]
b= 773
d 0
I G
, ny h
o
i bh3

-~

! .- X 3
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TEOREMA DE STEINER (o transposicion paralela)

Relaciona los momentos de inercia entre ejes paralelos, cuando uno de ellos contiene al
baricentro de la figura.

] Y

X

Il
b —

yz -dA=J(b+,,VG)E -dA=Jb2'dA+J2'b'yG 'dA-I-IJ.»’Gz -dA

Il

¥

b [-dA+2-b-[y, -dAd+[y. dA=b"-A+2-b-0+Ix,

A

El momento de inercia Ix de una superficie de area A con respecto a un 0

eje “X” cualquiera es igual a la suma del momento de incercia v=b+y
baricéntrico de la figura respecto de un eje paralelo al dado y separado £ s
una distancia “b” uno del otro mas el producto del cuadro de la distancia r J‘ v? . dA
“b” con el area de A. X g

[ = +45| [ =Iy,+4-a

X ¥

TEOREMA DE STEINER PARA EL MOMENTO CENTRIFUGO:

il pLoEs - - =Ix.y.+a-b-4
]H—J‘Al V dA X=a+x6 xX) G- G
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Ejemplo 3

Determinar el momento de inercia respecto de un eje baricéntrico
paralelo al eje x considerando el resultado obtenido en la resolucion
del ejemplo 2, siendo b la base del rectangulo y h |a altura del mismo

‘ Y De acuerdo al teorema de Steiner:
—a b -— h 2
I ]xzjxg'l'F'(E)
Iw - th_bh3 Mhz
Xa ]Ig' _j:-: : 2 s 3 g 2
G h
bh?
' -i JxG —_
12
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Formulas de transposicion angular:

Datos :  Incognitas :

SR
J X J X' \
Jy Ty | \
J xy J xv yv \ \\
a \
\ \450
S o= sen2o +J_sen2a N
y 2 Xy P
— ol
I\
2
J.=J_cos’a+J sen’a—J_senao (1)
Yy Xy
2 2
J,=J,cos"a+J sen"a+J senla (2)
Estatica y Resistencia de Materiales - FIUBA
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Calculo de los ejes principales de inercia y Jmax y Jmin

Estos ejes deben cumplir la siguiente condicion:

J.,, =0— Ejes conjugados de inercia Soin =1
¢ =90° — Ortogonales Sin =
| 2J
|dJX =0—>|tg2a,=—=
do o J,—J,

Reemplazando el valor de a en la ecuacion (1) y (2)
obtenemos Jmax y Jmin
J +J

1
T == JU, =J,) +4J
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Momentos Principales de inercia

1
—

Si una figura admite eje de simetria, éste es a la vez eje principal de
inercia, pues si determinamos el momento centrifugo respecto a un

par de ejes ortogonales con uno coincidente con el eje de simetria, el
momento centrifugo sera nulo.
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Modulo Resistente
Concepto

Considérese ahora una figura y un cierto eje u. LIamese u,,x la distancia desde el eje u hasta el

punto mas alejado dentro de la figura, A.
Se define como modulo resistente 6 modulo resistente elastico axial W, (6 S,,) de la figura con

respecto al eje u: ]
u

A

Siendo

,ru=ﬂu2dﬁ 0

Veremos mas adelante, en Resistencia de materiales, la importancia del mddulo resistente W/,

de una figura con respecto a un eje u. Las distancias extremas (upay) de los puntos de cualquier

figura sometida a Flexion, respecto a un eje en particular (eje neutro de la solicitacion x flexién),
seran las mas tensionadas y determinantes para el dimensionamiento.
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Radio de giro
Concepto

Se define como Radio de Giro Axial i, de la figura con respecto al eje “u” : AT

Siendo

= ffuz dF
=

O

Obsérvese que un fleje de misma area F paralelo al eje u, a una distancia iy, posee el mismo momento de

inercia axial:
De donde
;8 =ﬂif dF = i * ﬂdF:ifF
F F E 2 :J,_u
= F
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RESUMEN

CALCULOS FORMAS
A DOBLE SIMPLE SIMETRIA SIMETRIA SIN SIMETRIA
REALIZAR SIMETRIA CENTRAL
H E L ﬂ ] 1 E
I
POSICION Se calcula solo N e s Se calculan
No se 1 coordenada i 2 coordenadas
CEN?E&HDE' Ecllbes
: XG VG XG , YG
Xe Yo
Momeznqtns U Se calculan solo: [x |, ly Se calcula:

Orden: ya que Ixy=0 Ix ly IXy
Momentos §. = - e S \/[:Ix —1F+4.12
Principales: Sonlxely = 2 | “
e © A calculados previamente I

glo, = —=

1 -7

X




SECCIONES
REGULARES
CONOCIDAS DE

Notacidn:

%,y = coordenadas del centroide, C.

USO FRECUENTE

[ = +A-b

I

J ;

b, +A4-a

Ix.y.+a-b-A

Xy

4 = area,
I.,I, — momentos de inercia con respecto a los ejes x, y.
I.y, — producto de inercia con respecto a los ejes x, y.
J = I, 4+ I, = momento polar de inercia.
Izz — momento de inercia con respecto al eje B-B.
12 Rectangulo. (Origen de los ejes en el centroide.)
y b h
A = bh W o=
‘)F = 2 * 2
x a 2
h C 5 —_ _bfl:_ s ﬁ:
i- R s
)7
Bh . . -
v =0 J=Z Ly
2 JI’ Rectangulo. (Origen de los ejes en un vértice.)
3 3
T w0
h 3 3
bk bh '
‘l/ dov = —— J= = [ L b
a 5 4 3
le—b—>|
3 Triangulo. (Origen de los ejes en el centroide.)
b
A= ﬂt X — + P _]E
2 3 3
bh* bh
i, — s = Abfei ¢
x 36 Lo ( 6 )
po—= i

Imy:ﬁ (b——— 26‘)

bh
= (K + b —bo+ &
J=o bt ¢+ <)




SECCIONES
REGULARES
CONOCIDAS DE
USO FRECUENTE

—~
I

Ix,+A-b°

-
|l

Iy +A4-a

Triangulo. (Origen de los ejes en un vértice.)

I, =Ix;y,+a-b-4

X
4. } c
bh* bh
| T I, = — I, =— (36" — 3b %)
h 12 B vhi
| bh? bh
Iy = 3b — 2 = — (Rk® 35° — 3b -
0 - x =2 ) J=p (W4 o+ &)
5. Y Trapecio. (Origen de los ejes en el centroide.)
]
'ﬂ\__ 4 h(a + b) _ h(2a+ b)
== i =
h c 2 3(z + b)
A K (@ 4 4ab + b?) B (3a + b)
B B s — Ipp — —————
e b—s] 36(a + b) 12
6. Circulo. (Origen de los ejes en el centro.)
AR Tt e
gt g S e e
art ad
Ta =30 = —=
. G 32
L5 s b
Ipp = =
4. 64
7. ¥ Corona (o anillo) circular. (Origen de los ejes en el
d=r centro.) Férmulas aproximadas para el caso en
que t es pequefio.
= : ad't
: A =2qrt— wrdt Te. = Lo —mri s
d°t
; I.,=0 ]:27;'?15:———77-
4
8. Semicirculo. (Origen de los ejes en el centroide.)
g A = Ei e ﬂ
2 3
977 — 64)r" ar!
Lo e e’ 1=
2 7291 8
— 4
B 24 B Imy - D IBB — Egr'—

Estatica y Resistencia de Materiales - FIUBA
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SECCIONES
REGULARES
CONOCIDAS DE
USO FRECUENTE

[ = +A-b°

[ =y, +A-a

.l-.1 .I

[, =Ix;y,+a-b-4

y Superficie eliptica. (Origen de los ejes en el centro.)
.
\ b A = 7ab I, = Iy
C x
b
{ Iy = U I (0* + a*)
=—a—>te—g—>>
Superficie parabdlica.
y=1f(x) = h
4 = g?il 3= ?

Embecadura (o enjuta) paraboélica.

y (Origen de los
y=1f(x) ejes en un vértice.)
=X T
e ok y=1(x) =
0 1 Jz e o e
= o @ e
Estatica y Resistencia de Materiales - FIUBA
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SECCIONES REGULARES CONOCIDAS DE USO FRECUENTE

Tabla 2.A1.1.- Perfiles IPN

A = Area de la seccion

S, = Momento estatico de media seccidn, It = Modulo de tors16n de la

respecto a X. secc10mn.
II IITI Ix = Momento de inercia de la seccion, I}1 = Modulo de alabeo de la

& ol

.:|:,:F T respecto a X. . seccion.

| *I;I* i 'WH = EI‘__I - h. Modulo resistente de la 1 = Perimetro de 1a seccion.
w-r-e f secc1on, respecto a X, a = Diametro del agujero del
k

=i, axl2 - - it roblén normal.
=1 - A . Radio de giro de la seccion, e 5 .
Tk 2 w = Gramul. distancia entre ejes de

I
—=F
I
I
I
[ ]
|
I
I
I
|
I
I
=
=

'JI respecto a X. Sl
b4 | I'L = Momento de mercia de la seccion, h, = Altura de la parte plana del
PO n] et respectoay. 1y
—t — b=ty -] W}_ = EI‘I, - b. Modulo resistente de la e, =Espesor del ala en el eje del

160, toaY. -
seccidn resljil;a:: 02’ | ) agujero.
= (I A)"" . Radio de giro de la seccién,  p = Peso por metro.

respectoa Y
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Tabla 2.A1.4.- Perfiles UPN Tabla 2.A1.5.- Perfiles L

l h N

Estatica y Resistencia de Materiales - FIUBA
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R Ejercicio ejemplo

UFN Dada la seccion de una columna como la que se indica,
‘ y cuyos datos estan tabulados:
3 — . ~ | I N | UPN . »
; &2 cm °
Ei" {] e
B 300 260 8 35
IFN o Se solicita:
0
(3 1) Hallar la posicion del baricentro
] 2) Determinar analiticamente los momentos de segundo orden
respecto del par de ejes no baricéntricos x e y pasantes por O.
AN . X 3) Aplicando el teorema de Steiner, y a partir de los valores
¢ 4 calculados en (1) y (2), calcular los momentos de segundo orden,

respecto del par de ejes baricéntricos ortogonales x’e y’,

paralelos a x e y, respectivamente.
4) Determinar la posicion de los ejes principales de inercia de la figura dada y los valores de los

respectivos momentos de segundo orden analiticamente.

5) Determinar el valor de los momentos de inercia y centrifugo respecto del par de ejes ortogonales m

y n en forma analitica.

6) Hallar la posicion del eje u, conjugado al eje my su respectivo momento de inercia en forma

analitica.
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Hallar el baricentro

Aplicamos las formulas de Momento Estatico de 1er orden de superficies planas (recordando
que el baricentro de un area es el punto donde se puede suponer concentrada TODA el area)

" . [11 11 .
¥ Descomponemos nuestra figura en “n“ figuras
regulares: en este caso a la figura la descomponemos

K en 3: un IPN, un UPN y un triangulo rectangulo

:J/Gl'Fi + Vo F2 + Vg3 - I3
F+F, +F

YG

_ X1 F1+ XGy FH +XGs - 15
F+F, + F;

XG

(3, F=FK+F,+F,

AN . X Los baricentros de figuras regulares (en
ol v '* este caso G1, G2 y G3) estan tabulados
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, L
Datos tabulados f’
/
d :E w ‘ GE
- — .
| SN ¥
0 N <
2 3
. o e
x F . x i ] * L
3 = o
GJ’
p A . v — Ty k4 \
- ., \ S X
B - > \\\G‘ v
| | h b J, J, F e, 7 \/
b h Jx Jy F cm cm cm’ cm’ cny cm ﬁ w
cm [ cm | cnt [ cnf | cnr 26 O | 4820 | 317 | 483 | 236 Bl
125 | 30 | 9800 | 451 69
¥
d Fy=[F] a
b _ _[ UPN ) - ¢ 2
x :[ Jipy B =[Flipy ez 2 o & =Ly 3 F=2
G1 3
2 2
—[h h 4
[h]IPN VG2 _[ ]IPN +|:ey:|]PN YG3 _[ ]IPN e}
YG1 =
2
F, F, F, F X1 Yai Xa2 Yao Xs3 Yas Xe Yo

32,36

23,33




2.-Momentos de 2do orden respecto del par de ejes no baricéntricos xe y

F
7, Momentos respecto de ejes baricéntricos individuales:
¥3, _ — _
G }:ﬂ EFY J_\'l — [J-"‘]IP:"‘I.T‘ J_:L'l — |:J}, ]IP“'\" J_";'].:L'l — D
2
T = L 2=l [Ty =0
- . - E,r’ 7 a4
_ _ Y o
7 Ja=Jy=2c |[Jas =70
— " I , : :
G Momentos centrifugos respecto de ejes conjugados
Momentos respecto de ejes no baricéntricos x e y:
2 2 2
b N . xS =JatVe Bt otye Bt Jg e B
o r 2 2 2
i =i ¥ X1 Yo By + sy + X620 Voo 1o + 303 + X3 Vg3 - 13
Jo=J,+J,

Jx 1 Jj,-'l xlyl J}:E J‘=,2 a2yl J}: 3 J}’3 x3v3 J J:r J:rx J O
cm* cm* cm* cm* cm* cm* cm* cm* cm* cm’ cm’ cm’ cm’
9800 451 0 317 4820 0 114 114 -57 100242 | 33665 | 47156 | 133907
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3.- Momentos de 2do orden respecto de ejes baricéntricos
ortogonales x’e y’, paralelos a x e y, respectivamyente.

) JIn; F_:
X

i P
-

¥,

Xe

il

-
g

x=xg+x; (1)

& . - L
y=yety; (2) 1. ¥
» Fl
xE ™~
¥ _er". = J I}dF (3)
F
X
L r Gf :
. Tx
#]
Reemplazando (1) y (2) en (3):

Jey = J,U'-’E + xg). (vg + yg).dF
F

Ty = fxu-j'ﬁ-d‘w + J‘IH-}’G-‘:{F + J.IG.T;,-.EEF + J‘IG'}’G-E{F
F F o F

=~

Yg.Vg. AF + vz, I g, AF
(i ' I-F
L. A L,

"
-"r-"- BEVE

Jy ]

19469 = 11823 5153,06 31292
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4.- Determinar los ejes principales y los valores de J;y Jj

PRYPRVERN ey e

El angulo a, que forma uno de los
ejes principales con el el eje x es:

1 -1 2'Jxvyv
a, =—-tan
2 Jyv_Jxv

Jo = Jx+tJy =Jr+Jj
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5.- Determinar el valor de los momentos de inercia y
centrifugo respecto del par de ejes ortogonales my n

Sy =J 008’ (- )+J,,-sin® (~a) = J . sin(2-a)

Xy

J, =J,-cos” (90°—a )+ J,, -sin® (90°—a ) = J ., -sin (180° -2 -
LTIy

mn

-sin(=2-a)+J ., -cos(2- )

Jo= Ux+tly=Jj+Jy = dJm+ Jdn

Estatica y Resistencia de Materiales - FIUBA
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6.- Hallar la posicion del eje conjugado al eje m y su

respectivo momento de inercia

J :Jx.-cosz(,B)+Jy,-sin2(ﬂ)—Jx,y,Sin(2.ﬁ)

El angulo B8 que forma el eje u conjugado de m :

8= tan™! J o= -tan(—a)
Sy =y -tan (- )

Estatica y Resistencia de Materiales -
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FIUBA
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