Transformaciones lineales

Introduccion




Definicion

Sean Vi v Wi dos espacios vectoriales definidos sobre el mismo cuerpo de escalares K.

La funcion T : Vi — W es una transformacion lineal si y soélo s1 cumple:
L T(z+y)=T(x)+T(y), Ve,y € Vg
. T'(ax)=aT(z), Va € K.Vx € Vi

% 7“/%(+Jv)= 0(77%)+775L)



Ejemplos

I

La funcion T : B* — B? tal que T (.1
2

. 2 1
sean por ejemplo x = (1) Y = (ﬂ_});
J | 2 1 4 1 ] i
Tx+y)=T (4) = (12) pero T(x)+T{y}) =T (1) +T (q) = (E) + (-’:‘-) = (.}) es decir,

Tlr+y) #T(x)+Ty)

2

l['rl] o : . .

=\ ... | 7o esuna transformacion lineal: en efecto:
12

La funcién T : R — R? tal que T'(z) = (m Zm)T es una transformacion lineal porque

i T(x+y) =(x+y 2(:r+y))T:(m+y 2$+2y)T:(m 29:)T-|-(y Qy)T:
=T(x)+T(y), Ve,y € Vi

i. T(ar) = (az a(?:r))T =a(z 23_’.‘)T =al(z), Va € K,Vx € Vi




Dos ejemplos muy importantes

Sean [ v g funciones continuas en un intervalo [a, b|, entonces

i b b
[ @) +g@lde = [ et [ g
v también:

b b
f af(r)ds = a/ flz)dr,a e R

Sean f v g funciones derivables, v o € K, (KK =R o T}, entonces

d d d
o a9l = )+ 1-lg)
v también:

d d
E(ﬂ’f} = ﬂ'E{f}




Transformaciones lineales especiales

e Transformacion identidad

I‘h..’H s W — Wi th,lil‘} =x, VreWg

IW;.;— s W — Wy o Iw;{[.]':} =r, YVreWg

e Transformacion nula

l.'-]'ﬁ : v;{ _:"WH : GE{I] ={-IWH Yr £ ‘H;{

e Transformaciones matriciales

Dada la Inatriz-a aplicacion T : ISR - PREEEE os una transformacion lineal.
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Funcional lineal

Definicidon: Sea % un espacio vectorial definido sobre el enerpo de escalares K.

Se llama funcional lineal sobre Wy a una funcion f: W ~'que cumple:

L fle4y)= flz)+ fly), Yo,y e Vi

i flox) =af(x), Voe K.V e Vi M %

Ejemplo: la traza de una matriz

Sin e Z* v K es un cuerpo, dada la matriz 4 € K™% = (a;;),1 <i<n,1 < j < n, se define
la traza de la matriz A como:
trid) = a1 + ... + @nn

La aplicacion tr : K" — K es un funcional lineal. En efecto, sean A, B € K™% n ¢ K,

1. tl‘{ﬂ—l—B:I = {ﬂn -I—bll} + oo + (g +bﬁn} = [rlu + ... -I—rlnn} -I—{ﬁll + ... -I'—bﬁn} =
= tr(A) +tr(5)

i, trloA) =aay + ... + aay, = alagy + ..+ a,, ) = atr(A)
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Un ejemplo muy importante: la funcidon de coordenadas

Sea ¥ un K-espacio vectorial de dimensidn finita n v B = {v1. ..., vn} una base de V. Sabe-
maos que todo vector v € Wy se escribe de manera inica como combinacion lineal de los vectores
e 81 + ... + Tty

[
4

Entonces, par@ garla j:

. son fu i s sobre Wy . En efecto, sl v = vy + ... + 15ty
mmnple

Las aplicacines oy, ...
Vow =yt v+ Ypt

Logjlv+w) =z + 5 = oj(v) + oj(w), Yo,we Vi

ii. ¢;lav) =ar; =ad;i(v), Yae K.Yv eV

Observamos que el funcional ¢; asigna a vector v £ Vg la compo e 511 vector

de coordenadas en la base B.
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La funcion de coordenadas

De este modo, la aplicacion @ : %W — K™ es la transformacion lineal que asigna a cada vector
de %y su vector de coordenadas en la base B.

VK 3,6%




Propiedades de las transformaciones lineales

1. Ty, : Vg — Wk es una transformacién lineal, entonces T (Oy,.) = Ow, .

Demostracion: Podemos escribir (b, = Oy + Oy
Aplicando la transformacion T" a ambos miembros: T'(0y, ) = T (0y, 4+ Oy, ): como T es
lineal resulta:

T{0y, ) =T Oy, )+ T (Oy,)

es decir,

T 0y, ) — T (0, ) = T (0v,,)

También se cumple, en virtud de la linealidad de T,

Luego

T (aly, ) = oT (0y, ) = oy, =0w,, YaecK
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Propiedades de las transformaciones lineales

2. Sea {vy,...,v;} un conjunto de vectores de V. Entonces

%m @ T (i agui) = iaiT (Ui) Ja; € K
cond. Merneaty -

3. 8ean f YV — W vg: Vi = Wy dos transformaciones lineales sobre el mismo cuerpo
K. Las funciones f £ g : ¥V — Wy son transformaciones lineales.

4. Sea f: Vg — W voe K. Entonces la funcion aof « Vi — Wi es una transformacion
lineal.




Composicion de transformaciones lineales

Definicion: Sean f: VWV — Wy v g: Wy — Ug dos transformaciones lineales sobre el mismao
cuerpo de escalares K. Entonces se define la composicidn de ¢ con f, v se denota g ¢ f, como

(gof): Vi = Uk :(ge filz)=g(f(x)), Yre Vg

Propiedad: La composicidn de transtormaciones lineales es también una transformacion lineal.




Imagen de una transformacion lineal

Vk Wk

Definicion: La imagen de una transformacidn lineal T W — Wi es el subconjunto de Wy,
denotado Im(T') tal que Im(7") = {w € Wg : w =T(x), »r € Vi}.




Imagen de un subespacio de Vg

Vk

Definicion: La imagen de un subespacio § C Wy a través de una transformacion lineal
T: Wi — Wi es el subconjunto de Wy, denotado T(S5) tal que
TS)={weWg:w="T(z), 85}




5SSV,  Fn(T)

Sea T : Vi — Wi una transformacion lineal. Entonces, si 8 s un subespacio de %, se verifica
que 1'(5). laimagen del subespacio § a traves de la transformacion T, es un subespacio de Wy

Proposicion

Demostracion:

1. Ow, € T'(S) porque como S es subespacio de Vg, Oy, € S v T'(0v,. ) = Ow,, por ser T'
transformacién lineal.

ii. Vz,y € T(S) : queremos probar que = +y € T(S).

SizeT(S5):  =T(u) para algin v € S; (1)
SiyeT(S): y=T(v) para algin v € S; (2)

de (1) v (2) resulta: x +y =T'(u) 4+ T (v); como T' es lineal entonces
z+y=T(u+v)

v como u + v € S ya que S es subespacio de Vi, resulta que = 4 y es la imagen de u 4+ v,
que pertenece a S.




m. Yo € K,Vz € T(S) : queremos probar que axz € T'(S).

Siz e T(S): 2 =T(u) para algin v € S. Entonces az = oT'(u); como T es lineal,
entonces

ar =T (au)

y como au € S ya que S es subespacio de Vg, resulta que az es la imagen de au, que
pertenece a 5.

Corolario: La imagen de una transformacion lineal es un subespacio de Wy,

bl 0050 ﬂaiw S=y




7)) =
: ) | -
Ejemplo 5 o -2

SeanT : B® = R?talque: T ll[ml T3 Ig)TJ — (23:2 —r1 T3 — Emg)T vS= {:c cR:2y + 23 = EI}.
1 0)":

Los elementos de S son la la forma » = (.-1.'1 T —TI)T =1 (1 0 —I)T—I—:ﬂg {D
aplicando la transformacion lineal T' a ambos miembros:

T(z)=z1 (-1 —1)" 4222 —2)"

Luego:
T(S) :gen{(1 )" } R




Preimagen de un subespacio de W

Vi Wk

T

Definicion: La preimagen de un subconjunto de Wy a través de una transformacion lineal
T %W — Wy consta de todos los vectores de Wy que se transforman en vectores de [ a traves
de la transformacion lineal T, v se denota T_I[U ) (no confundir con inversa, que, de hecho,
podria no existir).



La preimagen de un subespacio

Proposicion: Sea T : Vi — Wy una transformacion lineal. Entonces, si U es un subespacio
de Wy, se verifica que T~1(U), la preimagen del subespacio U a través de la transformacién

T', es un subespacio de V.

Demostracion:

i. Oy, € T7HI) porque como U es subespacio de Wi, Ow,. € U v T(0y,.) = Ow,, . por ser
T transformacion lineal.

ii. Yu,v € T7H(U) : queremos probar que u +v € T=HU).

SiueT=YU): T(u) =z para algin x € U (1)
sive T HU): T(v) =y paraalginy € U (2) de (1) y (2) resulta: T'(u) +T(v) = x+y;
como 1’ es lineal entonces -

T(u+v)=x+y
y como x +y € U yva que U es subespacio de Wy, resulta que u + v es la preimagen de
x+y.



iii. Yoo € K,Yu € T71(U): queremos probar que au € T=HU).

Siuwe T YU): T(u) = x para algin = € U; entonces a7 (u) = ax y como T es lineal
T(ou) = ax

y como ax € U porque U es subespacio, resulta que au pertenece a T H(U).




¢Como obtener la imagen de una transformacion
lineal?

Propiedad: Sea Vi un espacio vectorial de dimension finita n v B = {v{,..., v, } una base de
V. Dada la transformacion lineal T : Vg — Wy,

Im(T) = gen {T(vy)....., T (v, )}

Demostracion: y € Im(71') si y sélo si y = T'(x) para algin x € Vi, es decir,

V= T(Z% =3 ()

)31&1‘;35&{:311&111::11:1&]&3[1:] E[R ] = = {1,t,£2).
1 1

) (@) -{C) 6]
1 0

Ejemplo: Sean T : Ry[z] - R : T (

Im(T) = gen {T(1),T(t).T(#*)} = gen {



¢En qué caso una transformacion lineal esta bien
definida?

Teorema fundamental de las transformaciones lineales

Sean Vi v W dos espacios vectoriales, siendo Vi de dimension finita n, y B = {vy,...,v, } una
base de Vg v wy, ..., w, vectores cualesquiera de W .
Entﬂncw Vi — Wy tal qu.l <i<n
Ejemplo

R et T

Hallar la expresion analitica de la transformacion lineal T : Ra[z]| — B2 tal que

T (£ —t) = (_11) T(t—1) = (é) T(1) = (j)
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como dim(Ra[z]) = 3y {t* —£,t — 1,1} es linealmente independiente en Ra[z], este conjunto
constituye una base de Ry[z]. De este modo T esta bien definida. En efecto, expresemos un
elemento cualquiera de Rs[z] como combinacion lineal de esta base:

?/'é):ﬂq}+ﬂ.1f+ﬂ.gﬁ2=ﬂ‘{tg_t)+ﬁ9{t_]—)+'-:"'{1] ——-0/-{—F = O-'f

obtenemos asi los escalares de esta combinacion lineal: - a 7 + Q 2,

.; ﬂ=u1+ug;~ -3+ T _ Ow

reemplazando en la expresion de ap+ a1t +a2t* v aplicando a ambos miembros la transformacion
T, resulta: 'f: Jo + Qs+ QZ

T(ﬂg—l—alt+agt2) = ﬂ.gT(tE —t) + (a1 +az)T(t—1)+ (ag+ay +as)T (1)

reemplazando las imdgenes de t2 — ¢, 1. 1: 6

T (ag + a1t + ast?) = as (_11) + (ay + as) G) + (ag + aj + as) (j)

finalmente:

as — ag
T (ag + ait + ast?) =
) —ag — 2a] — as
UNA TRANSFORMACION LINEAL QUEDA PERFECTAMENTE DETERMINADA S| TENEMOS LOS - TRANSFOMADOS DE FOS VECTORES DE UNA BASE DEL ESP. DE SALIDA



UNA TRANSFORMACIÓN LINEAL QUEDA PERFECTAMENTE DETERMINADA SI TENEMOS LOS TRANSFOMADOS DE LOS VECTORES DE UNA BASE DEL ESP. DE SALIDA
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Clasificacion de transformaciones lineales

Definicion: Sean Vi v Wy dos espacios vectoriales v T : W — Wy una transformacion lineal.
Entonces:

1. T es inyectiva (o monomorfismo) si T(x) =T(y) = z =y,Vo,y € Vi
2. T es sobreyectiva (o epimorfismo) si Vy € Wy dr e Vi iy =T(x) %’7 (7) = M

3. T es biyectiva (o isomorfismo) si es inyectiva y sobreyectiva.

Transformaciones inyectivas y no inyectivas
: 2 T . : [ Yy
L. T-:-R—=R:T(x) = . ) € inyectiva, va que si o) = ) resulta r =y, Vr.y € R.

2.T-R2 5 R2:-T K?)} = ( i;; ) no es inyectiva, va que, por ejemplo
2 —2x

(O[]0 (e (2) [T [ e




Una aplicacion geométrica

;Cual es la imagen del segmento [P, Q] = {:r..' ER?:2=P+t(Q—-P), .1» a traves de

la transformacién lineal T : B2 - B2 : T {(‘Tl)] = (‘Tl N IE), donde P y () son dos puntos
o I + I3

distintos de R??

£, t(@-F
En primer Ingar, dado que T es lineal, /ﬂ/ + /@ )

Te i

Vre[P.Q:T(z) =T(P+t(Q—P))=T(P) +tT(Q—-P), 0<t<1

Consideremos por ejemplo, P = (?) L) = (g) Entonces Q — P = (_ﬂl) , vV asi

(0] [ RO

T{}—(l) (1) D<t<1 (:g.)/.ﬁQ)
r)={ ) +t| ;). 0=t< 7ZP)

Se observa que la imagen de [P, Q] es otro segmento en R? y que T es inyectiva (verificarlo).
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;Cnal es la imagen del mismo segmento si la transformacion lineal no es inyectiva?

SeaT:R? - R>: T {(Il)] = ( . ) que va hemos visto que no es inyectiva.

2‘)/42) Va € [P.Q] [G)‘+tTK )} N

. 12). )™ EN At

La imagen del segmento [P, ()] es ahora el punto ( 2 )




Transformaciones sobreyectivas y no sobreyectivas

1. La transformacién T : Rolz] — R? : T(ag + ayt + ast?) = (

T2

que (ml) cR*dpc Rolz] : T(p) =

T(p) =T (z1 + (2 —21) 1) =

— Q2 =922

Qo
{O*‘O*Q{ =o€'2/

2. Por otra parte, T : By[x] — B**? : T'(ag + ait) = (

que por ejemplo, no existe p € B, [z] tal que (

Observemnos que el sistema 4

E2 -, %

anp = 1
1‘1[}-1’11:—2
ﬂ1=—l

Iy — (& .
0 2 es sobrevectiva, va
ap + aq

(?) En efecto, p(t) = x1 + (9 — x1) t verifica
2

() ¥(5) =
E9 I

O*—O—Otzzxi ao +0¢= ){2

Go- o= Xy

A4 Qg =72 -y 5’\.O~2=©
“o o ﬂl) no es sobreyectiva, va
a; a1 —ap
) fln—m)_(l —E) Ao = O
i (] — an - —1 1 I
oy =Qg
Qu=dz-dyrAdy
es incompatible,
04: - &3

7b<%J - Ret _oat*



Transformaciones biyectivas %20 Qa Lo O

Como ejemplo de transformacion biyvectiva recordemos la funcion de coordenadas. Sea Vi un
K -espacio vectorial de dimension finita n y B = {vy,...,v,} una base de V. & : Vi — K" es
la transformacion lineal que asigna a cada vector de Vg su vector de coordenadas en la base B.
P es biyvectiva.

Vi K"

Efectivamente, como cada vector v € Vi se escribe de manera 1inica como combinacion lineal de
los vectores de la base B, @ es inyectiva. Por otra parte, para cualquier vector de K™ es posible
formar una combinacion lineal de vectores de la base B, empleando sus componentes como los
escalares de esta combinacion lineal. Por lo tanto, @ es sobre yectiva.





