| \/ Seguimos con transformaciones lineales....
~
Definicion:

Dada f € L(V,W). Sell Ntcleo de |
® ada f ( ). Se llama Nucleo de |a /Z)wm pavi

transformacion lineal al conjunto
Nu(f) = {x eV:f(x) = Oy} %L(/YZ? C&/—% w7

Propiedades

Propiedad (1):

I/('\ 4z
El Nu(f) essubespaciodeV % //) % 7/

Esto se demuestra de inmediato, teniendo en cuenta que:

» 0y € Nu(f) porque para cualquier transformacién lineal se cumple que f(0y) = 0y, .

» Tomandox ey € Nu(f) entonceslasumax + y € Nu(f)yaque f(x+vy) = f(x) + f(y) =0y .

"/
»./\/ Q)

N/ -9 /

» Por ultimo, tomando un escalar a € K y un vector x € Nu(f) se verifica f(ax) = af(x) = aOy= 0y.



| \/ Propiedad (2) N4
\/ . s hopprstombe V
Sea f € L(V,W). [( ot 3
| f es un monomorfismo < Nu(f) = {0}.
- /WV

Demostracion:

'

* f esun monomorfismo = Nu(f) = {0y}
1) {0y} € Nu(f) es inmediato ya Nu(f) que es un subespacio de V
2) Para probar que Nu(f) € {0, } tomemos un x € Nu(f) queremos probar que x = 0y,

Como x € Nu(f) entonces f(x) = 0y, pero también f(0,) = 0y y siendo f un monomorfismo debe ser
X = Ov.
* Nu(f) =10y} = f es un monomorfismo.

Partimos de f(x)= f(y) .Como f es una transformacién lineal podemos escribir f(x) — f(y) = Oy vy
f(x—vy)= 0y ,de modo que x —y € Nu(f).

Siendo Nu(f) = {0y} y x — vy € Nu(f) entonces x = y.
Hemos probado que:

Si f(x)=f(y) = x =y de modo que es f inyectiva (monomorfismo).



\/ Propiedad (3) 4

\/ T GO, 5/ &9 imgeelorz _
f monomorfismo = -

) ({vy,v,,..,v,} es linealmente independiente =
I {f(wy)),f(vy),...,f(v,)} es linealmente independiente )

Demostracion:

Queremos probar que {v, ,V,, ..., U} es linealmente independiente =
{f(vy)),f(vy), ..., f(vy)} es linealmente independiente .
Partimos entonces de a,f(v,) + a, f(v,) + -+ a,f (v,) = Oy, usando propiedades de las

transformaciones lineales podemos escribir: f(a,v; + a,v, + -+ + a,v,) = 0y, de modo que el vector
a,v; + a,v, + -+ aq,v, € Nu(f).
Como f es monomorfismo (Nu(f) = {0, })(propiedad (2)) se deduce que, a,v; + a,v, + -+ a, v, = 0y

y siendo el conjunto {v, , v, , ..., v, } linealmente |ndepend|ente (por hlpote resulta quea; =0

conl<i<k. [%,...J@}L‘qu W’Z’w = : 4’;)]//5 LT

Observacin: /7&0?). //02)} LT = 7/77, 7/2,] LT ﬁ///}anm/ Linecal e/

{f(v),f(vy), ..., f(vi)} es linealmente independiente =
{vy,v,,...,v,} es linealmente independiente y se cumple para cualquier transformacion lineal. Y A

N/
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\/ Ejemplos: -
- e Dadaf: R, [x] = R®/f(a+bx)=(a a+b 0).

-’ Enestecasoel Nu(f) ={a+bx e R, [x]/ f(a+bx) =(0 0 0)'},estonosllevaa pedir que
a= 0 y b= 0. DemodoqueNu(f) = {OR1 [x]}

y f es monomorfismo.

¢ f: Rm—nmz/f((‘; Z))=(a+b c—d)'.

C

En este caso el Nu(f) = {(S fi) € R /f ((a 2)) = (0 D)T}.

Sededucequea+b =0 y c¢—d = 0ytoda matriz que pertenezca al Nu(f) sera de la forma

a —da
( ),a,ce[@.
c cC

Nu(f) = gen {(é _01) : (2 2)} y el conjunto {((1) _01) , ((1) (1])} es una base del Nu(f).

Y f no es monomorfismo.



\/ Presentamos otro teorema clave \./

-,
\/ Teorema de la dimension 74 5 //\? W

'

Sea V de dimension finitan y f € L(V,W).
Entonces dim Nu (f) + dim Im(f) = dim(V).

Demostracion:

e Caso1l:Nu (f) = {0y},dim(Nu (f)) =0
Dada una basedeV, B = {w;,w,, ..., w,, }.

Sabemos que Im (f) = gen{f(w;), f(w;), ..., f(w,)} y dado que en particular el conjunto B es
linealmente independiente, por la propiedad (2), siendo f un monomorfismo, el conjunto

{f(wy), f(w,), ..., f(w,))} es también linealmente independiente. De manera que el conjunto
{f(wy), f(wy), ..., f(w,)} es una base para la Im (f) y se cumple la igualdad:
dim Nu (f) + dim Im(f) = dim(V).

u\/ O,



\/- Caso 2:

dim(Nu (f)) = n, como Nu (f) €V ydim(V) = n entonces Nu (f) =V y laIm(f) = {0y}.
El teorema se cumple.

N/

e (Caso 3:
Supongamos que el dim(Nu (f)) = k,0 < k < ny que el conjunto {u, u,, ..., u; } €s una base del

Nu (f).

Extendemos esa base {u, u,, ..., U, } a una base de V

Agregamos {Uy 1, Ug+2, -, Uy} Para que el conjunto {ul, Uy eeey Up Upy 1) U2 e un} resulte una base de
V.

Nuevamente Im (f) — gen{f(ul)l f(uz); ---:f(uk);f(uk+1): f(uk+2)! "'rf(un)}

Im (f) = gen{f (Ug4+1), f (Ug12), -, f(u,,)} . Este conjunto generador de la Im (f) tiene"'n — k" -~
vectores.

A < W



| \/ Analizamos la independencia lineal:

— 4
\/ Planteamos la combinacion lineal nula:

'

» Q1 f(Ugyr) + Qppof (Ugey2) + ot a,f(w,) = Oy

Reescribimos:

fAgprtprr + Aoz + o+ auty) = Oy = QrygUpyq + Qiolipgr + o+ ayuy, € Nu(f)

De modo que:

A r1 U1 + QppoUpyz + .+ a,u, = byuy + byu, + -+ + bu, ya que el conjunto {uy, Uy, ..., U} €s
base de Nu(f)

Asi QpyqUpgqr + Aol t . Fa3U, — byuy — byuy — - — byuy = Oy

Y dado que el conjunto {uy, Uy, ..., Uy , U 41, -, Uy } €S UNQ base de V', en particular L.I se deduce que

a, =0conk+1<i<n.



- 4

\/ .
Por lo que resultan

'

O Apy1 = Qpaz = - =a, = 0 yelconjunto {f (Ur4+1), f(Uis2), -, f(U,)} €s una base de Im (f)
y la dim([m(f)) =n — k.
De donde finalmente se verifica que: dim(Nu (f)) + dim(!m(f)) =k+(n—k)=n=dim(V)

Eiemplo:

Seaf:Rz[x]—>[R2x2/f(a+bx+cx2)=(ai-gﬁc 206), dm,? @ [Z]: 3

Se pide: %(/) =1
» Hallar una base del Nu(f) y una base de Im(f)

» Es posible hallarp € R,[x]/ f(p) = ( 1 0)?. é %7 /72/ 2

-1 2/
» Es posible hallarg € R,[x]/ f(q) = (i g)? En caso afirmativo, el polinomio g es Unico? -
. . 1 0
» Encontrar todos los polinomios h € R,[x]/ f(h) = (O 2). J
. v



\/ N— » Hallar una base del Nu(f).
Para calcular una base para el Nu(f) recordamos la definicion y la adaptamos a este problema:

o Nu(F) = {p e Rolxl/f) = (3 o)}

En este caso entonces

fatbrre)=(g )= (557, 2)=( o

De aqui resulta el sistema:
la+b=0yc=0
Por lo tanto, todo polinomio del Nu(f) es de la forma

p(x) =a+ (—a)x+0.x*=a(l—x),aeR

Nu(f) = gen{l — x} y el conjunto {1 — x} es linealmente independiente. -

A < W



\/ Respuesta: v

\/ - Base de Nu(f) es By, = f1—x}y dlm(Nu(f)) = 1.

» Hallar una base de Im(f)

Siguiendo la idea de la demostracion extendemos una base de Nu(f) para obtener una base de R, |[x].

Tomamos por ejemplo una base de R, [x] :

Br,x = {1 —x,x,x%}

Im(f) = gen{f(1 —x), f(x), f(x*)} = gen {G 8) , (_01 g)}, es inmediato observar que el conjunto

{G 8) : (_01 g)} es linealmente independiente por lo que

Base de Im(f) es By, = {G g), (_01 g)} Yy dim([m(f)) = 2.

Comentario

Si se ha calculado el Nu(f) y se conoce su dimensidén, podemos recurrir al teorema de la dimensién para
deducir la dim(Im(f)). Con este dato, encontrando dos matrices que pertenecen a la Im(f) y sean
linealmente independientes, es suficiente.

= Q



\—/ \/J —77 ,5);?/ O/(/cf)) +F/j _20 o 4

» Es posible hallarp € R,[x]/ f(p) = (_11 0)? o - N’

2

Para responder, solo es necesario observar si (_11 [2}) e Im(f). 9 _ ’gﬁ

Enestecasocomo a+b=1y c=1yen a+ b —c = —1 queda un absurdo. MOWJ /7{24'@(’

Respuesta: No existe p € R,[x]/ f(p) = (_11 g)

» Es posible hallar g € R,|x]|/ f(q) = (2 O)? En caso afirmativo, el polinomio g es Unico?

1 2

En este caso, (i g) eIm(f)yaquea+b=2y c=1yena+ b—c =1 laecuacidn se satisface.

Como Nu (f) # {0y}, Existen infinitos polinomios g € R,|x]|/ f(q) = (i g) éd;” (7)

//?)=//d #bx 4 027 = /-::j-e 22) a+rb -2 C=1 -

== Q—:L/'Z’Q)?Cr'-?ez = 22 2% g /ﬂ:"e:)/ ‘
? = Ve (f) & il /



» Encontrar todos los polinomios h € R,[x]|/ f(h) = (é g)

‘ 2y _ a+b Oy /1 O
En este caso directamente proponemos f(a + bx + cx*) = (a T b Zc) = (0 2)
C= 17 Qv‘—é =1
= 7-Q

En otras palabras, hemos encontrado la preimagen del conjunto {(é g)} y escribimos

quellevaah(x)=a+ (1 —a)x +x*,a € R.

f1 ((; g)) — (h € R,[x]: h(x) = a + (1—a)x+x2,ae R)

e 4 _,La// x/)

~Y < &9 v



Recordamos el teorema fundamental de las transformaciones lineales.

Sean Vy W dos K-espacios vectoriales, V de dimensiodn finita.

Sea B = {v,, V5, ..., v, } una basede V y sean w;, w,, ..., w,, EW
vectores arbitrarios.

Entonces existe una unica transformacioén lineal f: V — W tal que
f(v;) = w; paracadal <i < n.

El mismo resulta util a la hora de proponer transformaciones lineales que cumplan con determinados
requisitos. Mas aun, no siempre la base candnica es la mas conveniente para crear tales transformaciones.

llustramos
Definir una transformacion lineal
T:R> = R,[x] que cumpla ambos requisitos:

i)  Nu(T)={x€eR> x; +x, —2x; =0}
i) px)=1-—x+x?e€Im(T).

1 0
Del Nu(T) elegimos una base cualquiera, por ejemplo{| —1 |,| 2
0 1

De modo que la dim(Nu(T)) =2.



N’

/\_/

" Ademas, como p(x) debe € Im(T) entonces Im(T) # {Oﬂgz[x]} .

'

__  Con el teorema de la dimensién se deduce entonces que: dim(Nu(T)) =2y dim(!m(T)) =1

Asila Im(T) = gen{l — x + x*}

Para construir una transformacion lineal, tomamos como base de R? a una que obtenemos extendiendo la

base elegida del Nu(T) . Esta eleccidn es arbitraria a)

1 W eI~ 34« 66777/9%
Puede ser B = (—1) ,( ) ( y deeste modo definimos una transformacion lineal que cumple con
0

lo pedido, asighando imagenes a los vectores de esa base: /

1 0 1
T{-1]|=0g, T{2]=0gg T|0]=1—x+x°
0o/ v 1/ 0

La transformacion lineal es Unica pues cumple con las hipdtesis del Teorema fundamental

Observacion:

pero, no es la unica que podemos definir para cumplir con los requisitos del problema.

Oba 77 %qeam/aélo/éeouﬂz7./g/):z_2q+w

\

q///.-%wf 2)

04 O



\/ 9 Inversa de una transformacion lineal
Definicion:
TN

Seaf e L(V,W) f:V - W esun isomorfismo

* A

& (f es un monomorfismo (inyectiva) @m & _

y [ es un epimorfismo (sobreyectiva)) ° W w i )

En este sentido si f:V — W es un isomorfismo , existe la transformacion lineal inversa de f .

fTrW -V /(e fw)=Iw)Vv eV vy ? W
(fefTHW) =I(w)Vw eW. 7f’
Nota: Sea f € L(V,W)
f:V = W es un isomorfismo & Nu(f) = {0y} e Im(f) = W. @

~Y < & v



e o Ve el (4 o M}’?/

En particular \/

f:V > Wesunisomorfismo = dalglzafjlm W). - &Z/;Z:(;ﬁ/}ﬁ quWa/ 35776[’/:

Propiedad de los isomorfismos
—_ déaa/( V/

'

"’ Si V y W son de dimension finita entonces ?ﬁ

Sea f:V - W unisomorfismo

Si B ={v, v, ...,v,} es una base de V
= {f(vy), f(v2), ... f(vy )} es una base de W

La demostracién ha sido considerada al trabajar con monomorfismos.



\_/ -
Ejemplo:

S’

'

Seaf:R> > Ry[x]/f(a b ) =a+(a+b)x+(a+b+c)x?.

& 2
En este caso el Nu(f) = {Ogs}, luego f es monomorfismo. //Cb/ Wit olizg ol H oY -
. ., Q<=0
Usando el teorema de la dimensién PLEER S Z =,
dim (Nu(f)) + dim (Im(f)) = dim (R®) qrbtc =0
se deduce que: dim (Im(f)) = 3ycomo Im(f) € R,[x] vy q e

dim(R,[x] ) = 3 se concluye que Im(f) = R,|x]| y f es epimorfismo.

De modo que existe la transformacion lineal inversa de f : ,.\W
L Sr7772N ;

1 Ry[x] = R ~/


Highlight

Highlight


\/ -
| Encontramos la formula.

'

Para eso tomamos cualquier base de R? (la candnica en este caso es la mas sencilla)

_ 1 .
f (0) =14 x+ x? - f‘1(1+x+x2)=(0)
0 0
0 0
~4  f (1) = x + x*? Y asi resulta que: fTHx +x%) = (é)
0 i
0
0 fi(x?) = (0)
() 1
1

a 7‘59(-/-(’9(2: > /M-z’-;?z)i-/é/)uvcz) -I-’Zﬂ/vcz)

Ya que siendo un isomorfismo la base elegida (en este caso la base candnica de R?) se transforma en una
base de R, [x] _
: Y=o,  o4p=b fp=b- +@+7-C ()
~ \ 4 f]: O —/(—I' %'—'é) IS
"/ e /

/



4
\/ VJ a+bx+cx al11x+72)+ (b-a) (x+?) *@"é) < ?

-1
- De aqui se puede encontrar finalmente la formula. 7[) (47‘4)0( +Cx 2) = —

Usando coordenadas de cualquier polinomio en la base B; = {1 + x + x%,x + x%,x%}y

-1
propiedades de las transformaciones lineales. -/ -/
= {q 7/) /f-)'?( +xa)-+ CZ:»-—Q )7[ [;(-/L?(QJ + (C— L)/,/s(‘")z

La formula explicita de la inversa es:

a 7 7 5
f LR, [x] » R3/f(a+ bx + cx?) = (b—a).: Q (00) + _ly_a (0/ +<a’é) /;)

c—b

/b.acl) O G e R e i
c -6
_- Q..y‘-éX*F sz/ ®

"V @ &Y



- N/

\/ Dada f € L(V,W). Se llama Nucleo de la
transformacion lineal al conjunto El Nu(f) es subespaciode V —r’

- Nu(f) = {x €V:f(x) = Oy}

Seaf e L(V,W).

Sea f € L(V,W) f monomorfismo =
({v1,v2, ..., v} es linealmente independiente =

{f(v1),f(v2), ..., f(vr)} es linealmente independiente )

f es un monomorfismo & Nu(f) = {Oy}.

Sean Vy W dos K-espacios vectoriales, V de dimensidn finita.

Teorema de la dimension

Sea B = {v{, Vs, ..., ,,} una base de V y sean wy,w,, ...,w,, EW
vectores arbitrarios. Sea V de dimension finitan y f € L(V, W).

Entonces existe una Unica transformacién lineal f:V — W tal que Entonces dim Nu (f) + dim Im(f) = dim(V).
f(v;) = w; paracadal <i <n.




Seaf e L(V,W) f:V - W es unisomorfismo
& (f es un monomorfismo (inyectiva)

vy f es un epimorfismo (sobreyectiva))

Sea f:V - W unisomorfismo

Si B ={v, vy ...,v,} es una base de V
= {f(vy) f(v), o, f(vn )} s una base de W




W,

e .
MATRIZ DE UNA TRANSFORMACION LINEAL -

T

Comenzamos con un ejemplo motivador
\——\y bia)]
SeaT:R® - R?*talque T(x) = Axcon A = @ g g / )

y S 6

1 1
Veamos que T({]) = @ g g) (0) =
0 0 /
o o T AR
¢, Cuales son las imagenes de T (1) ydeT (0)? 7.(,0) ,4(;’) @r( (A)
0 1 e ¥ o) _A ) aff (4)
0 4 0 0 A
T(l) ~(*) y T(o)=(3) .
0 1
—

¢ Reconocen en estas imagenes algun elemento de |la matriz A? 0, ‘



w,

S

'

- 4

Mas general ahora: "/

Sean dos espacios vectoriales Vy W, T:V — W una transformacion lineal y
B ={vq, vy, ..., 1,}YC={wy, wy, ..., w,,,} basesdeVyW respectivamente.

Veamos como construir una matriz [T]% que represente dicha transformacion
lineal.

Cualquier vector del espacio vectorial V se puede escribir como combinacion
lineal de los vectores de la base B:

ay
v=3Ylaqv = [v]°= aiz

_an
Luego T'(v) = T(Z}lﬂ a; Uj) — Z}1=1 a; T(Uj) \_/



- 4

Ademas, el transformado de cada vector de |la base B se puede escribir como
combinacion lineal de los vectores de |la base C

'

m

T(vj) = Z a;jw;

=1

Entonces resulta:

T(v) - }lzlaj 2111 aUW[= ?:12111 auajwl=
=30 Dk (aga))wi= X (g (aa)))w; =
=)i=1Bi Wi
Y Y %)


Highlight

Highlight


=y

\/ Podemos decir entonces que:

'

o’

B [&5=1%1,% ]

[T(v)]°= 13:2 = _?=1.a2jaj

-Bm- | Zij=1 amjaj_

[Tz € K™

[T(W)]¢ = [Tlz[v]”

Vemos que las columnas de la matriz [T]% son las coordenadas en la base C
de los transformados de los vectores de la base B.

v & &9
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< Volviendo al ejemplo, las columnas de A = (2 40

1 5 3
coordenadas en la base candnica de R? de los transformados de los vectores

de la base candnica de R3. - - —E
[/]E o 4

) resultan ser las

'

Otro ejemplo:
Qo Ao + aq

Dada T:R,[x] — R*** tal que T(ay + a;x + a,x?) = (_a 3a
2 1

). Hallar la

[T]%, siendo:
Wy wWa W W

p=ttext—x-1tyc={(G 1) )6 o) o)
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\/' Proposiciones

~ T es monomorfismo & Nul([T]§) = {0xn}

\L

T es monomorfismo < T es una transformacion inyectiva <

(T(v) =0y = v =0y) = Nu(T) = {0y}

SiT(v) =0y & [TW)] =0gm & [TI5[v]E =0xm = [v]® € Nul([T]§)
Por otro lado v = 0, & [v]8 = 0g» & Nul([T]§) = {0xn}

T es epimorfismo & Col([T]§) = K™

T es epimorfismo © Im(T) =W < gen{T(v{), T(vy),..,T(v,)} =W &
gen{[T(w)], [T(v)]", ..., [T(w)]° } = K™ & Col([T]3) = K™

A < W
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T es isomorfismo & [T]% es inversible

T es isomorfismo & (T es monomorfismo y epimorfismo) &
(Nul([T]g) = {0gn 3, {[TwDI, [T (W], ..., [T(w)] Yes LTy
gen{[T(v)]%, [T ()], ..., [T(r)]° } = K™)

& {[Tw)] [T, ..., [T ()] } es base de K™ &

existe la inversa de [T]%



\/ Veamos que

S

'

-/

(IT1z)~t = [T7']¢

Sea T:V — W una transformacion lineal, By C basesde Vy W
respectivamente sabemos que:

Si T(v) = w entonces:
[T]g [v]? = [T(v)]¢ = [w] = ([T]g) 7 [T]3 [v]® = ([T]p) ' w]° =
[v]® = ([T15) "t [wl® (1)

Por otro lado, sabemos que: v = T~1(w) entonces
[v]® = [T I2Iw]® (2)
De (1)y (2) (IT1p)~* =[T7"I¢



\/ o

SeanT:V—-W yT,:W — U dos transformaciones lineales, la
composicion de T; con T, es una transformacion lineal T,oT;:V — U tal

que (Ty0Ty)(v) = T(Ty(v))vv € V llamando T,(w) = u

'

Matriz de la composicidon

Dadas B,CyD basesde V,W y U respectivamente veamos que:

[T1]5[v]" = [T, (v)]=[w]® (1)

[T 12[T1]g[v]P = [To12w]¢ = [T,(wW)]” = [u]® (2)

De (1), (2) y (3)

[(T20T1)]§[U]B = [u]” (3)

[(TZOTl)]g = [Tz]g[Tﬂg




\/Ejemplg:

~  SeanT;:R;(x) » R?® yT,:R® - R*? dos transformaciones lineales, tales
que:

Qo
Tl(a{] + {11.?C) = (za’[} + al) y Tz( ) — x i)

N/

'

1 0
YseanB={14+x,x} C = {(2)(1)( )}

1 1
D = {((1] g) ((1] g) ( (g {1]) bases de R{(x), R3>y R**¢
respectivamente.

Y O
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o OO =
\'-—_.-""’/

o OO =
\.\"-—_.-"”/
/'_..———-._‘_\
—~ o R
o= O

[(T,0Ty)]2 = [T B[Tﬂg:(

Por otro lado:

Qg
) aq
Tz(Tl (a[} + alx)) — TZ (2{10 + a1)=(a0 aq ag)
aq *

aem=n(3)-6 B 16 9 =()



0
T,(Ti(x)) =T, (1)= ((1] (1]), K



Resumen de conceptos
B 1 B n . r_ = -
p1 2j-1%;4; A1 @12 - Qi \ [T1
[T(v)]¢= Bo || Xiz1azja; |_| Q21 Q22 - Qap @
_ﬁm_ }1:1 Ay j A | Am1 Amz2 - Amn/ |%n_

715 € e

[T()]° = [T13[v]°

T es monomorfismo < Nul([T1§) = {0k}

T es epimorfismo < Col([T]§) = K™




T es isomorfismo & [T]% es inversible

(Tl5) " =[T7"]¢

[(TEGTl)]g — [TE]'E [Tl]g

- N N/



