? FACULTAD
‘ DE INGENIERIA

Universidad de Buenos Aires

MODELACION NUMERICA

Profesor: Dr. Angel N. Menéndez

Tema: 1. Errores en el calculo numeérico

Clase: 1a - Fuentes de errores

Fecha: Marzo/2020

Pooo0000000
2883 r8e8e8Es

ccoo
- -~ =
OELO



DE INGENIERIA
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§ FACULTAD Errores en el cdlculo numérico

Fuentes de errores

Fuentes de errores

PROCESO DE CALCULO

DATOS ~ PROCESO ~ RESULTADOS
(ENTRADA) PRECISION  (SALIDA)

PROCESO IDEAL

Infinito

Exactos | finita

—  Exactos

ERRORES DE ENTRADA

Infinito

Con errores = [ Infinita

[~ Con errores

ERRORES DE TRUNCAMIENTO
Finito
Infinita

Exactos |- ———[= Con errores

ERRORES DE REDONDEO

Infinito

Bxactos —= ‘miita

—{—= Con errores
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Fuentes de errores

Otras fuentes de errores

* Errores en el modelo

(\
=
e
A\

 Errores humanos

(\
=
e
A\
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Definiciones
a - exacto
a “estimado

oa=a—a . eror absoluto exacto

oa .
v, = . error relativo exacto
d
— a T 4 °
a= 1_, - relacion entre absoluto y relativo
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Cotas
‘5a‘ <Aa
—-Aa<oa<Aa

a—-Na<aa+Aa

r| =29 <
4 \a\

1-R <<<1-R.

a

‘_‘561‘ Aa Aa

Error absoluto y relativo
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Sistema de numeracion
a=db" +d, b +d.b” +...

d. . digitos; 0<d <b d : 1" digito
b :base

p; . potencia;  p,,, =p; +1

p,=—1=>d, . 1® decimal

a=dd,.d .d d_..d
n . cantidad de digitos enteros
m . cantidad de decimales

n+m . cantidad de digitos
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Ejemplo 1
a=3x10"+1x10'+9x10°+2x10"' +5x 10~
3 :1e"digito
2 1" decimdal
2 decimales
5 digitos
a=319,25
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Ejiemplo 2
a=4x10"+5x10*+1x10
4 : 1° digito

0 . 1" decimal
: 5 decimales
3 digitos

a=0,00451
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Digitos significativos

Significacion
Aa=0,5x10"; t>1
= a tiene t decimales significativos (DeS)
0,5x10"" <Aa<0,5x107"; ¢>1

— a tiene tDeS y 1 medianamente
significativo (DeMS)

:
N

Cantidad de digitos significativos (DiS) =
cantidad digitos enteros + DeS
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Digitos significativos

Ejemplo 3
a=124,3257058
1) Aa=0,5x 10" =0,0005
3 DeS; 6 DiS
2) Aa=0,2x10" =0,0002
3 DeS+1DeMS; 6 DiISy 1 DIMS
3) Aa=0,7 x 10~ =0,0007
2 DeS+1DeMSs; 5 DIS y T DIMS
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Ejemplo 3 (Continua)
a=124,3257058
4) Aa=0,5x10'=5

Q@'
o
S
)

5 Aa=0,2x10'=2
AS

3) Aa=0,7x10"'=7
0 DeS; 1 DiSy 1 DIMS
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Redondeo

Se conservan solo los digitos significativos
(se incluye el MS si existe)

- Simétrico: el Ultimo digito significativo se
mantiene si el siguiente es menor que 35,
vy se iIncrementa en 1 si al cinnianta ac
mayor o igual a 5; Aa<0,5x 10"

Truncado: el Ultimo dig
mantiene su valor; Aa <107
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Ejemplo 3bis
a=124,3257058
1) Aa=0,5x10" =0,0005
= a=124,326+0,0005
2) Aa=0,2x107 =0,0002
= a=124,3257+0,0002
3) Aa=0,7 x 10 =0,0007
= a=124,326+0,0007
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Ejemplo 3bis (Continva)
a=124,3257058
4) Aa=0,5x10"'=5

= a=120%5 a=120x (1£4 x107°)
5) Aa=0,2x10"'=2
=>a=124+%2

3) Aa=0,7x10'=7
= a=120+7
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§ FACULTAD ) — Errores en el calculo numérico

Operaciones elementales

X, —x1+5x1, r,=0x/Xx; ‘5x1‘<Ax1, "’1 <R
X, —x2+5x2, v, =0Xx,/Xx,; ‘5x2‘<Ax2, rz‘SRz

y=XTX, ’E
Y =X =X

v %
Y =X "X

)

-y 0y Ay r,? R,?

y=x1x,




§ FACULTAD rrores en el cdlculo numérico

DE INGENIERIA

Universidad de Buenos Aire:

Propagacion de errores

Suma y resta
y=x +x, :()/c: +;c;)+(5xl +5x2)

=>y=Xx+x,; Oy=0x,+0x,

Oy <|6x|+|0x,|<Ax, +Ax, = Ay=Ax, +Ax,

y=x —X, =(;c: —)c2)+(5x1 —5x2)

:;:i_g; 0y =0X, —0X,

Oy|<|0x|+|6x,|<Ax, +Ax, = Ay=Ax, +Ax,
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Multiplicacion y division
y=x*x, = (xl*xz)*(1+r +r,+r r)

:>y=x1*x2; r, MK+

r,| <[] +|n|<R+R, = R =R1+R2

P Y

y=x1/x, z(x1 /xz)*(1+r1 —r2)

~ P "

= y=x/%; r,mK—F
r,|<[n|+|n|<R+R, = R =R +R,
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DE INGENIERIA
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Propagacion de errores

Ejemplo1
=23,5£0,2 —> R =8,5x10" =0,0085
= x, =11,7+0,3 > R,=2,6x10"=0,026
.y=x1+x2; 5/=35,2; Ay=0,5 y=35+0,5
y=x-x,; y=118 Ay=0,5 y=1240,5

y=x%x,;y=27495R, =3,5x 102 => Ay =9=> y =270+9

"Bl = x,/ x,; 7 =2,00854;R, =3,5x 102 = Ay =0,07 = y =2,0+0,07

5
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Propagacion de errores

Formula general de propagacion

y F(xlsxzs i)
y F(xl,xz, X )
5y:Z”:8_F Ox.

J
A e 5)

" |OF
— Ay = Z_: g o ij
7=l J (xlaxz:v"'xn)
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Ejemplo 2

x, =23,5+0,2 — R =85x10"=0,0085
x,=11,7+0,3 - R, =2,6x107=0,026

y=x*x72 y=3216,915
Y _x2 DI a0 Y Y| 550

=X, T ——=2x,x,; —
Ox, " Ox, (.5) ox, " Ox, (.5)

Ay =140*0,2 +550%0,3 = 200
= 3 =3200+200
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Cancelacion de términos

Cancelacion de términos

ymx—xs [xlelel = bl<lble
Ay Ax +Ax

R,= Y AT grande
y X — X

Ejemplo 1

x, =0,5764+0,00005; x, =0,5763+0,00005
y=x—x, =0,0001+£0,0001 — R, =1 (100%)



4 FACULTAD > < Ari
§ PO LD & res en el cdlculo numérico
Universidad de Buenos Aires

Cancelacion de términos

Ejemplo 2
X2 —56x+1=0

x, = 28+/783 = 28+(27,982+0,0005) = 55,982 + 0,0005
x, = 28—+/783 = 28— (27,982 +0,0005) = 0,018+ 0,0005
x2—56x+1:(x—x1)(x—x2)=0 = xx,=1 = x,=1/x

Al x =1/x =0,017862884

e
N

- R, =R =89x10° = Ax,=2x10"
alll - 0,0178629 +0,0000002
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Algoritmos algebraicamente equivalentes

=1 Algoritmos equivalentes en el dlgebra
(precision infinita) no son numeéricamente
equivalentes (precision finita)

Ejemplos

- =
s
cos(xl)—cos(xz):_zsen(xl;xz)sen(xﬁ;xz)
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Metodo de estimacion

Diferencia entre el valor calculado vy el
recalculado con mayor precision

Ay = }; —j;; N :orden de precision
Ejemplo 1
N
O) Y= Za yN :;ai Aty:‘a}\ul‘
1

a__ — 9A:7 > — X _7 — 1, i:
b N =10, y,, =1,549767, A,y =8 x 107, y =1,55+ 0,008

2
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Errores de fruncamiento

Cancelacion de términos

b

y=f(x)-f(x); |ul=px| = |y<xx

Algoritmo alternativo con truncamiento
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§ FACULTAD Errores en el cdlculo numérico
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Universidad de Buenos Aires

Represen’rqcién interna de reales

:z g . exponente (entero)

a=m 107
. m : mantisa normalizada  0,1<|m|<1

a=m 10’
m redondeada a ¢ decimales (digitos de a)

|}}2—m <0,5x 10"

La computadora solo puede representar una cantidad
finita de niumeros

< ’0
=]
%Qa

2
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DE INGENIERIA
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Errores de redondeo

Representacion interna de reales

~Grax < 19| S G

La computadora tiene un limite inferior y uno superior
para representar nimeros

~

a—a m-—m

< 0,5x10°
107"

a | |m

=0,5x10"" =u

La unidad de mdaquina es la cota del error relativo de
representacion interna de un numero real
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Errores de redondeo

Redondeo en operaciones elementales

o

z=a+b+c, a=0,1234567; b=4711,325;, c=-b (t=17)
Algoritmo 1: & =a+b; z=¢+c
Memoria Procesador

2=0.1234567 x 10° — a=0,00001234567 x 10"
h=04711325x10° — 5=0,47113250000 x 10*

— £&=0,47114484567 x 10
T 4 ~
E=0,4711448x 10"~ Z_ 4711448 x 10"

_I_

A_ 4 A
¢=-0,4711325x10" = 7 __0 4711325 x 10*

z=0,1230000 x 10°  +— 7=0.0000123 x 10*
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Redondeo en operaciones elementales

o

z=a+b+c, a=0,1234567; b=4711,325;, c=-b (t=17)
Algoritmo 1: ¢&=a+b; z=¢+c

z=0,1230000 x 10°
Algoritmo 2: n=b+c, z=a+n
z=a=0,1234567 x 10°
Con algoritmo 1 se pierden 4 digitos de precision

Observacion: suma de términos disimiles

Sumatoria de serie fruncada: mds conveniente en
sentido inverso
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DE INGENIERIA " g
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Factores de amplificacion
y=x9x,; $=+,-%/

r, 1, . errores relativos exactos
r, = hn+ b

I, f,: factores de amplificacion

9 + — * /
5 x /'y | x/y 1 1
A x, /'y |=x,/1y 1 -1
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DE INGENIERIA
Universidad de Buenos Aires

Amplificacion de errores

Grafica de proceso
y=x9x,; $=+,-%/

¥, = fih+ o+,

u, : error relativo de redondeo u | <u
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DE INGENIERIA
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Amplificacion de errores

Grafica de proceso
y=F(x)

Y
: f.
X 7, = f.r.+u,
rx U

6y=F'(x)6x = ry:F'(x)xrx = fxziF'(x)

4 4

Si F(x):ln(x) — fx:%
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§ FACULTAD rrores en el cdlculo numérico

Amplificacion de errores

Grafica de proceso
z=a’ —-b*; & =a’; ¢, =b’

o= ()
) (’:2) Fu,

+(r, +1, +u,

‘ra‘ <R ; ‘rb‘ <R,

‘”1 o |U, ,u3‘£u




§ FACULTAD Errores en el cdlculo numérico

DE INGENIERIA - . s
Universidad de Buenos Aires Amp’IfICGClon de e"Ofes

Acotamiento del error
P 2 2, 2, 1.2
|l z=a -b"; & =a; &,=b

5>

r,=(r,+r, +u1)é+(rb +r, +u2)(——)+u3
Z Z

VA yA Z Z Z

2 2
= él"a 2§2rb+(éul—éu2+u3) —> fa:2a—,fb: 2b
z

N

2 2
s\fa\Ra+\j‘b\Rb+(é+é+l]quz — F;:a—+b—+1
Z Z

zZ zZ

rZ
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Amplificacion de errores

Grafica de proceso

:=(a+0)(ap); G=(arb): &=(a-b)

(ayalé 51

ra
r

Nals &
LA

4

rz_ _ra rb ul
\9:1 951 y,
/ a r b t; U ]
a ¢+ 'b 2
&2 S

‘ra‘ <R ; ‘rb‘ <R,

‘Su

‘”1 ;
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§ PO LD & Errores en el cdlculo numérico
Universidad de Buenos Aires

Amplificacion de errores

Acotamiento del error

z=(a+b)(a-b); &=(a+b); & =(a—b)
[a b ] [a b ]
r.=|—r,+—r +u, |[+| —r,——r, +u, |+u,
G G S G
=a[i+iJra+b[i—ier+(u1+u2+u3)
& & G %

_|_
\a+b a->b Z z

r|<|f.|R,+|f,|R,+ Fu=R, — F,=3
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DE INGENIERIA - . s
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Errores de entrada
2 2. 2, L2
z=a =-b"; ¢ =a; &, =b

0z = a—zé'aJr 6_z§b =2a(ar,)—2b(br,)=2a’r, - 2b’r,

da  0Ob
2 2 2

SN LA L AN L
Z Z A

b2

Z

La amplificacion de los errores de
enftrada es independiente del algoritmo
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DE INGENIERIA

Universidad de Buenos Aire:

Amplificacion de errores

Errores de redondeo

z=a’ —-b’ F;:a—erﬁJrl
Z Z
z=(a+b)(a—b) F, =3

La amplificacion de los errores de redondeo
estd condicionada por el algoritmo

10
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DE INGENIERIA " g
iversided de Busros Airs Amplificacion de errores

Ejemplo1

a=43,21; b=43,11

z=a’'-b* f, =f =420; F =420
Bl (41b)(a-b); f,=f =420, F, =3

El primer algoritmo amplifica mas el
error de redondeo, en un factor mayor
a 100 (hay cancelacion de términos)

11



FACULTAD rrores en el cdlculo numérico

§ DE INGENIERIA

UiTead SO ECaES A Amplificacion de errores

qunteo general
y = F(xl,xz,...xn)

<u

U.

I

fj : factores de amplificacion de datos de enfrado
g. :factores de amplificacion de errores de redondeo

fj . dependen del problema
g.,m :dependen del algoritmo

R z\f\ze H¥elle E=Yg

i=1 i=1 .
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§ FACULTAD ) — Errores en el cdlculo numérico

DE INGENIERIA n o
R Estabilidad numerica

Es’rabllldqd del problema

Sensibilidad del resultado a variaciones en
los datos de entrada

E :
. Indicador

‘fj‘z 1 : problema estable o bien condicionado para X;

‘f}‘ > ] problema inestable o mal condicionado para X;



§ FACULTAD Errores en el cdlculo numérico

DE INGENIERIA

Estabilidad numérica

NUmero de condicion del problema

: ()
Si R,<R =>R®=If,[R <[ Y|f]||R
) j=1 =l )
CP:Z‘fJ" - Ry(E):CPR

<n :problema estable o bien condicionado

> n . problema inestable o mal condicionado
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‘ Universidad de Buencs Alrs Estabilidad numerica

Estabilidad del algoritmo

Sensibilidad del resultado a errores de
redondeo en las operaciones

Indicador

I . depende tanto del algoritmo
como del problema

NUmero de condicion del algoritmo

C,= fu . depende principalmente del algoritmo

Cp
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DE INGENIERIA R ’ .
Universidad de Buenos Aires ESbel’lde n um eﬂCd

Estabilidad numeérica relativa

Cc,” <c,"™ :algoritmo (I). mds estable o
mejor condicionado que ()

Estabilidad numérica aceptable

Si RR<R = R <CR+Fu=C,(R+Cu)

R
C,<—

- condicion de aceptabilidad




? Eé?#égﬁl[ém A rrores en el cdlculo numérico
‘ Universidad de Buenos Aires ESfdbilidad numérica

Ejemplo 1

a=43,21; b=43,11 -» R=10"
Aceptable si ug(),()li
CA

z=a’ -b*;, C,=840; C,=0,5;

R/C,=0,002 —> £>6

< '0
=
%Qb

z=(a+b)(a-b); C,=840; C,=4x10"
R/C,=0,25 — t=24
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§ FACULTAD rrores en el cdlculo numérico

DE INGENIERIA A )
Universidad de Buenos Aires erturbaciones experimentales

Concepto

Cuantificacion empirica de la sensibilidad
mediante cdalculos con datos y/o
oarametros perturbados

]

Es la Unica forma prdctica de proceder
frente a procesos de cdlculo extensos y
complejos (generalmente implementados
en software)




FACULTAD s 7 .
DE |NGEN|ER|A Errores en el calculo numerico
dad de s Aire:

Perfurbaciones experimentales

Es’rabllldqd del problema
y=F(x1,x2, X ) X, =x,tAx, =;(1J_rR-)

J J J J

> y=F(%,%,.%,)

Estimacion de factor de amplificacion:
yj —F(xl,xz, X, +Ax;, ) — Ay =y
Ay(j) R (/)

S V7

(/) —
R =




< 06’
=]
%Q::
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§ PO LD & Errores en el cdlculo numérico

Perturbaciones experimentales

Universidad de Buenos Aire:

Estabilidad del problema

Sl ‘fj‘<< 1 : problema estable paro X,

Ademads se infiere que algoritmo estable

Si ‘fj‘>> 1 Vj : problema inestable o

algoritmo inestable®e



§ FACULTAD Errores en el cdlculo numérico

DE INGENIERIA
dad de s Aire:

Perturbaciones experimentales

Es’rabllldqd del algoritmo

~(21) ~ o~ o~
y t :F(xl,xz,...xn) - AV x|y T —y

N 2t)
A (21) R (
R®=2" 5 F a2

U

23

Si P;<<‘fj‘ Vj :algoritmo estable

N




