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Momento Estatico 6 de Primer Orden

Centro de Masa - Baricentro - Centroide « Determinacion de ejes baricéntricos

Momentos de Segundo Orden « Determinacion del baricentro en figuras compuestas

Momento de Inercia

Momento Centrifugo Traslacion y giro de ejes:
Momento Polar » Formula de Steiner
, _ * Ejes conjugados
Radios de Giro

* Ejes principales de inercia



Por qué nos interesan las caracteristicas geomeétricas
de la seccion?
Area
Dimensionamiento/ Verificacion a Esfuerzo Normal
Momento Estatico 6 de Primer Orden
Dimensionamiento/ Verificacion a Esfuerzo de Corte
Momentos de Segundo Orden
Momento de Inercia
Dimensionamiento/ Verificacion a flexion
Momento Polar

Dimensionamiento/ Verificacion a torsion



Momento Estatico (0 de 1° orden)

u Su= j v.dA » Unidades: [S] =m?m=m3
A
. » dAsiempre positivo

» Signo del Momento Estatico depende

exclusivamente de la coordenada

>+,_éo

Considerando la superficie plana de area A y una recta u en el plano de la superficie, que puede o no cortarla, se define Su como

momento estatico, siendo v la distancia al eje.
Si la coordenada v es positiva de un lado de la recta u y negativa al otro, entonces segun sea la posicion relativa de la

recta respecto de la superficie Su sera: Negativa positiva o nula.




Si suponemos que el area se encuentra concentrada en un cierto punto G del plano, entonces los momentos de primer orden

del area concentrada en G son:
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Cualquier recta que pase por el baricentro se denomina recta o eje

baricentrico. Respecto ella el momento estatico es 0 S¢=0

—

A.ye =] y.dA
A

A.xg =f x.dA
A
Unidades: m



Conclusiones respecto al Baricentro

» La posicion del baricentro es una propiedad de la superficie. Es Unica e independiente del sistema

coordenado
» Puede quedar dentro o fuera del contorno de la superficie
» Se denomina ejes baricéntricos a cualquier par de ejes con centro en G
» Si hay un eje de simetria el mismo sera baricéntrico

» Si hay dos ejes de simetria entonces el baricentro estara en la interseccion de los mismos
A y y f




Baricentros de figuras comunes
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Baricentro de figuras compuestas:

» Sistema Discreto
- [, y.d4; .
Yai = A : y 4 S)?l=YGi-Ai=L y-d4;
l
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- l Ey1

> X

A _
Sy =AYy = E St = E A Yei
Sy=A.XG= E Sy = E Ai.xGi

Si la superficie tiene huecos o entrantes la superficie se considera negativa.




La determinacion del baricentro de varias superficies puede efectuarse como si se tratara del
centro de un sistema de fuerzas paralelas, de intensidad igual a las areas de las superficies
componentes, y aplicadas en los respectivos baricentros.



Momentos de Segundo Orden

» Momento de Centrifugo o producto de inercia
» Momento Inercia

» Momento Polar



Momento de Inercia (0 de 2° orden)

L, = f v2.dA » Unidades: [I] = m?.m? = m*
A

A » dAsiempre positivo, magnitud al cuadrado

siempre positivo

» Signo del Momento de Inercia siempre mayor

a cero +

» Nunca es nulo



Momento de Inercia

I, = j y2.dA
A

I, = j x%.dA
- A

N

» Unidades: [Ip] = m?.m? = m*
» Es siempre positivo y no nulo.



Momento Centrifugo o Producto de inercia

y A

Ixy=j x.y.dA
A

Unidades: [Ixy] = m.m.m? = m*
El signo del Momento Centrifugo depende de las coordenadas xy

Si el Momento Centrifugo es nulo, se dice que el par de ejes son

Conjugados de Inercia.

Si ademas de ser Conjugados, el par de ejes son ortogonales entre

si, se los denomina Ejes Principales de Inercia.

Si uno de los ejes es de simetria, cualquiera sea el otro eje, el

Momento Centrifugo sera nulo.



Momento Polar de Inercia

IP == jf T‘Z.dA

Si los ejes son ortogonales:

r2 = x2 432
Por lo tanto: Ip = H(xz + y2)dA =H x2dA + ﬂ y2dA =1Ix + Iy

Unidades: [Ip] = m%2.m? = m*

Para todo par dejes ortogonales que pasen por el polo P, el valor del momento
Polar es invariante

» Es siempre positivo y no nulo.

I, =Ix + Iy




Radios de Giro
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Repaso:

momento estatico / de 1er orden

_—5x= ff y-dA baricentro IE Jfﬂyﬁ
_Sy = jf x.dA Xy = ﬂffxde

momentos de 2do orden
- momento centrifugo iy = [[ .y.d4

. . - : : L
> momentos de inercia |1, = jjysz radios de giro | i, = 2

- -

5=ﬂQ%A i
_ = 14

— momento polar Ip = jf r2.dA




Transformaciones de Ejes

— Traslacion

Operaciones con momentos de 2do orden

— Rotacion



Si tenemos una superficie de area A referida a un sistema cartesiano X, y, cuyos momentos de
2do orden son conocidos para este sistema coordenado, se desea conocer los momentos de
2do orden respecto de otro sistema cartesiano de ejes paralelos a los anteriores, x’, y’. Las
distancias entre los ejes son conocidas (a, b).

X =x+a
y'=y+b

v

Ly, = ﬂxydA ﬂ(x+a)(y+b)d/l ﬂxydA+bﬂdi+aﬂydA+abﬂdA

Ix,=ij’2dA=ff(y+b)2dA=fjyZdA+2.b]fydA+b2j dA
Iy,=jfx’2dA=fj(x+a)2dA=fjxsz+2.aﬂdi+a2f dA

Iy =1y +b.5,+a.5.+a.b. A

IL,=1,+2.b.S,+b?A

I,,=1,+2.a.5,+a*A




Traslacion de Ejes baricéntricos
Teorema de Steiner

Ix/yl = IxGyG +% + a-\%‘l‘ a.b. A leyl = IxGyG +a.b. A
e I, =L +\}Asx6 + b2 A I, =lc +b%A

I, = Lyg +\%Syc+a2.A I, = Lg +a2.A

Conclusion:
Los momentos de inercia baricéntricos son siempre menores que los
momentos de inercia respecto a cualquier otro par de ejes paralelos.



Caracteristicas geométricas de la superficie respecto de X,y conocidas.
Se desea conocer respecto de x’,y’, girados a respecto de x,y.

x' = x.cos(a) + y.sin(a)
y' =y.cos(a) — x.sin(a) 2.sin(a) . cos(a) = sin(2a)

cos(a)? — sin(a)? = cos(2a)
L, = ﬂ x'.y'dA = f (x.cos(a) + y.sin(a)). (y.cos(a) — x.sin(a)) dA =

= cos(2a) ﬂ x.y dA — sin(22a) ﬂ x2dA + sin(220£) ﬂ y?dA = |y, = cos(2a) Ly, — w(ly_lx)

L, = ﬂ y'2dA = f (y.cos(a) — x.sin(a) )?dA =

= —sin(2a) || x.y dA + sin(a)? || x2dA + cos(a)? || y2dA |I,, = sin(a)?.1, + cos(a)?.I, — sin(2a) I,
y y

I, = ﬂ x'2dA = ﬂ(x. cos(a) + y.sin(a) )?dA =

= sin(2a) ﬂ x.y dA + cos(a)? ﬂ x?dA + sin(a)? ﬂ y2dA |L, = cos(a)?.I, + sin(a)?. I, + sin(2a) I,




Ejes Conjugados

Se desea hallar el valor del angulo B tal que el Momento Centrifugo J,, sea nulo, es decir, se
desea hallar el Eje Conjugado del eje u.

Se conocen todos los Momentos de Segundo Orden referidos a los ejes x-y, y el angulo a que
forma el eje u con dicho sistema.

Iy — Iyy.tan(a)
Iy, — 1. tan(a)

u tan(B) =




Se busca la orientacion del par de ejes para los cuales el valor del momento de inercia es maximo o
minimo.

El angulo o, que maximiza el valor del Momento de Inercia, se obtiene de derivar en o las expresiones
de momento de inercia obtenidas para la rotacion de ejes ortogonales:

dl,, -y ,
X =90 O bien, dly, _
da da
dl., d sin(a)? d cos(a)? dsin(2a
X =0=4_1y+#_]x_#_[xy
da da da da
0 = sin(2ag) .1, — sin(2ay) . I, — 2.cos(2ayp). Iy,
2.cos(2ap) . Iy = sin(2ay) . (I, — 1)
2.1y sin(2a) 2.1y
= = tan(2ay) tan(2ay) = ————
(I, —I;)  cos(2ay) 0 0 (I, — )

La direccion hallada corresponde a los denominados Ejes Principales de Inercia; los mismos son
Ortogonales y Conjugados

El producto de inercia |- es nulo para los ejes principales de inercia

Todo eje de simetria es principal de inercia



Reemplazando el a que maximiza el valor del Momento de Inercia en la ecuacién de rotacion de
ejes, se obtienen los momentos de inercia maximos y minimos o Momentos Principales de Inercia

1+ cos(2a
cos(a)? = 2( )
1 — cos(2a
sin(a)? = (2a)
2
_ 5 5 _ 1 — cos(2a) 1+ cos(2a) _
I, =sin(a)* .1, + cos(a)®. I, — sin(2a) I, = > A, + > Ay — sin(2a) Iy, =
2.1
L, +1, cos(2a) _ - tan(2an) = ——2Y
_x - Yy 4 . (I — 1)) — sin(2a) Ly = Reemplazando el o por ay:  tan(2ay) T = 1)

L, +1 1 2
Imax = X2 y+§\/(1x_IY) +4Ixy2

L, +1 1 2
11,11= - 2 yiz\/(lx_ly) +4Ixy2

I, +1,

1 2
Lin = > —E\/(Ix—ly) + 41,,°




Sx=ﬂy.dA ygzﬂﬂyéjA
Sl LT

Ix/y, = xGyG + a. b-A

Ix, = Ixqg +b2A

________

ks G

sin(2a)
Lyryr = cos(2a) Iy — o (Iy—1Iy)

L, = sin(@)*.1, + cos(a)®. 1, — sin(2a) I,

I, = cos(a)®. I, + sin(a)? .1, + sin(2a) I,

L, +1 1 2
11,11 == 2 g iz\/(lx - Iy) + 4Ixy2
2.Ixy
tan(2a) = ————
(Iy - Ix)

I, — Iyy.tan(a)

tan(B) =

Iy, — 1. tan(a)




Ejercicio 17

Dadas las 4 figuras que se indican en la imagen, las cuales poseen la misma area, aunque
distribuida de forma diferente, ;cual es la forma mas eficiente para aumentar el momento
principal de inercia respecto al eje X7
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ANEXOS



Detalle de determinacion de coordenadas rotadas

Coordenada x’:

x' = x.cos(a) + y.sin(a)



Detalle de determinacion de coordenadas rotadas

Coordenada y’:
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y' = y.cos(a) — x.sin(a)



Detalle de determinacion de coordenadas rotadas

Coordenada u:

u = x.cos(a) + y.sin(a)



