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Ejercicios de Coloquio Resueltos

Primer cuatrimestre de 2018

Ejercicio 1.

Calcule la longitud de la curva definida por la interseccion

de las superficies de ecuaciones:

x?+2y? =38 y z=y+2 con x=0.
Solucion.

Sea C' la curva definida por el sistema de ecuaciones e

Inecuaciones

x?+2y?=8
z2=y+2
x>0

I\

EJERCICIOS TOMADOS EN COLOQUIOS



La curva C se puede parametrizar regularmente a través de

la funcién inyectiva ¢ : [—7/2,7/2] — R> definida por

() = (\/8 cos(t), 2 sen(t), 2 sen(t) + 2).

Luego, la longitud de la curva C viene expresada por la

integral

/2

Long(C) = [ ds = [ | o) || dz
C

—n/2

Yy puesto que

I &7(0) II=]] (= /8 sen(d), 2 cos(®), 2 cos(®) |l=+/8

vemos que la parametrizacién es regular y que

7/2

/2
| a7(0) || df = [ /8 dt =+/8x.

Long(C) = [
—n/2

—n/2

EJERCICIOS TOMADOS EN COLOQUIOS 3



La curva en naranja es la curva defimida como interseccion del cilindro eliptico en
verde y del plano en gris. Sélo se pide calcular la longitud de la parte visible que tiene

las abscisas positivas.
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https://youtu.be/aLevffE753o
https://youtu.be/aLevffE753o

Ejercicio 2.

Dado [ & CYR?) tal que f(x,v,2) = qo(x—y,y—x)+z3

calcule el flujo de V[ a través de la superficie de ecuacién

x+vy+z=1 con x>+ 7> <4 orientada hacia z".

Solucion.

Puesto que en el calculo de V/ debemos calcular [}, /. /.

la presencia del término ¢@(x —y,y —x) en f(x,y,z) nosinduce

a definir las variables
u=x-+y y V=y—JX.

Con este cambio de variables tenemos, recordando la regla

de la cadena, que

[ y,2) = @ =y, y —0) + @i(x —y,y —x)(—1)
56 y,2) = @, —y,y —x)(=1) + @pj(x —y,y — x)

fi(x,y,2) = 3z%
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La superficie en cuestion es la porcion del plano de ecuacion
x+y+z=1 con x*+z72<4 y como queremos que esté

orientada hacia z* un versor normal unitario a esta superficie

1 1 1
con esa orientacion es el versor 71 = < >

YRR

La superficie de nuestro ejercicio es la parte plana verde que estd dentro del cilindro

cireular colorado. Hemos indicado también el versor normal para orentar a dicha

superficie como se pude en el enunciado del problema.
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Tenemos entonces que

JJ Vf-ndo =
S

:“S (qﬂi,—coL, R 3Z2> . <\/1§\/1§\/1§) o
= J[S\/g 72 do.

La superficie S se puede parametrizar por la funcion

vectorial inyectiva & : D — R’
o= 1-x-22

donde D = {(x,2) € R? 1 x> + 77 < 4}.
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Como

E:,C(X,Z) — (17 - 19 O)
?é(x, Z) — (O’ - 1a 1)

tenemos que
(o X 0o)x2)=(-1,-1,-1)
y entonces

I (@ x )02 1=l (-1 = L. =D I=+/3

de lo cual vemos incidentalmente que la parametrizacion

G D — R esregular.

Luego
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Introduciendo las coordenadas polares

z=r sen(0)

{x =r cos(0)

esta ultima integral se transforma en

2 2
3J J r? sen*(0) r drdf =
o Jo

27 02 2r
3[ J 3 sen?(0) drdf = (3)(4)J sen*(0) d0 = 12x.
0 0 0

Por lo tanto

J[ Vf-n do = 12x.
S

Ver video on-line
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https://youtu.be/RKW3C3fdHZg
https://youtu.be/RKW3C3fdHZg

Ejercicio 3.

Siendo D,, = {(x,y)) ER*:x<y<x+2,x+y<4,y>0}
calcule [J 2(y — x) dxdy aplicando el cambio de variables
D,
definido por (x,y) = (v —u,v).

Solucion.

S1 en las inecuaciones que definen D, expresamos x ¢

en funciébn de # y v obtenemos las inecuaciones
v—u<v<v—u+2, 2v—u<4 v>0

donde fue fundamental que la transformaciéon
(x,y) = (v —u,v) esbiyectiva. Si en la primera inecuacion

sumamos a los tres miembros 1 — vV tenemos
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u=

=2
2v-u=4

El dominio D, se aplica a través de la funcion biyectiva
(x,y) = (v —u,v) eneldominio D,, deigual drea pues

|J| = | = 1| = 1. (los grdficos tienen distinta escala)

A
\ y=x+2

25T

y=x

x+y=4

25 5

-2.5T
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lo que nos permite expresar nuestra integral original como

una integral doble en 1), en laforma

2 o24ul2
”' 2(y — Xx) dxdyzj J 2u | J| dvdu.
D

070

Xy

LLa matriz jacobiana
Xy (-1 1
D, v>(”"’)_< 0 1>(”’V)

tiene determinante jacobiano J = — 1. Colocando el médulo

de J en la integral doble que precisamos calcular tenemos
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2 ¢24ul2 2 24ul2
JJ 2u|J|dvdu=[J 2u | — 1| dvdu
0Jo 0Jo

Ver video on-line
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https://youtu.be/jKRwH9CdxEQ
https://youtu.be/jKRwH9CdxEQ

Ejercicio 4.

El campo vectorial ]?z (P,0) € C! en R?- {(0,0)}

tiene matriz jacobiana

Pi(x,y) 2+ o(x, y)>

Df(x,y) = <4 +o(xy)  O)x,y)

Sabiendo que para C; de ecuaciéon x” + v = | resulta

]7 -ds =3 calcule ]? - ds siendo C, la frontera del
C &3

rectangulo [—2, 2| X [—=3, 3].
Solucion.

Comencemos por dibujar las curvas en cuestion con sus

orientaciones. Si llamamos DD al dominio comprendido entre la
circunferencia x” + y> = | y la frontera del rectangulo

[—2, 2] X [—=3, 3] y observando que el campo ]? e C' enun
abierto que contiene a ) tenemos, aplicando el teorema de

Green para dominios multiplemente conexos que
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Curvas orientadas segin los datos del eercicio

Curvas orientadas en relacion al dominio sobre el cual se aplicard el

teorema de Green. Préstese atencion a la orientacion de la curva en naranja.
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J f.ds = ” (Q; — P}) dxdy.
oD+ D

Luego

J f-ds+(=3) = ” <4+40(x,y)—(2+co(x,y))> dxdy =
Ci D

- H 2 dxdy =2 A(D) = 2(24 — 7) = 48 — 2.
D

Por lo tanto llegamos al resultado final

J f.ds=51-2x
&3

Ver video on-line
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https://youtu.be/G8RiPHTXkS0
https://youtu.be/G8RiPHTXkS0

Ejercicio 5.

Calcule el volumen del cuerpo definido por

2y <z <442y —x*—y>
Soluci6n.

Sea K={(x,y,2) ER>:2y <z<4+2y—x>—y?).

Entonces tenemos que

Vol(K) = ”'J dxdydz.
K

El cuerpo K esta acotado inferiormente por la superficie de
ecuacion z = 2y y superiormente por la superficie de ecuacion

7 =4+ 2y — x? — y”. La curva interseccién de estas superficies

satisface necesariamente la condicion

2y =442y —x* -y’ = x*+y* =4
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Luego, dicha curva intersecciéon esta contenida en el cilindro

de ecuacién x” + y” = 4.

Nuestro cuerpo es el volumen acotado comprendido entre en plano violeta y
el paraboloide amanillo. Vemos también que este volumen estd

comprendido dentro del cilindro verde.

Introduzcamos entonces las coordenadas cilindricas
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x =r cos(®)
y =r sen()
=2

Con este cambio de variables el volumen de K es

2 21 442rsen(0)—r?
Vol(K) = ”J dxdydz = J J [ r dzd@dr =
K

070 J2rsen(0)

2
) = 2n.4 = 8.
0

2 27 1’4
= [ J r(4 —r?) dodr = 27r<2r2 T

0

Por lo tanto

Vol(K') = 8x.

Ver video on-line
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https://youtu.be/lmGWYFGoTLs
https://youtu.be/lmGWYFGoTLs

Mas videos aun!

Para tu mayor comodidad agregamos todavia dos links a los
videos, tal vez los mas importantes, sobre el teorema de Stokes y
el teorema de Gauss. La solucion del primer link fue realizada
nada mas y nada menos que por Fernando Acero y la del
segundo link espectacularmente por nuestro director de catedra
Ricardo Sirne. He aqui los links a esos videos para un sencillo

aCCCRSO.

Video sobre el teorema de
Gauss (Fernando Acero)

Video sobre el teorema de
Stokes (Ricardo Sirne)

Te deseamos buen estudio para el coloquio!
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https://youtu.be/dcesUjJJD18
https://youtu.be/dcesUjJJD18
https://youtu.be/dcesUjJJD18
https://youtu.be/dcesUjJJD18
https://youtu.be/dNKzFBkilRs
https://youtu.be/dNKzFBkilRs
https://youtu.be/dNKzFBkilRs
https://youtu.be/dNKzFBkilRs
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