Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 30/07/19

TEMA1

1. Sea f eCH®®) tal que f(x,v,2) = (x+9(x—2), g(x—2)—y, 22 +g(x—2)), calcule el flujo de
f através de la superficie frontera del cuerpo D definido por x? +y? +z% <5, z >1. Indique gréfi-
camente la orientacion elegida para la superficie.

Dado que la superficie es cerrada 'y f e C'(%®), podemos aplicar el teorema de la divergencia, con la
ventajaque V- f(x,y,2) =1+ g'(x—2)-1+2z+9g'(x—2)(~1) =2z no depende de g.

En el esquema se observa que oD (la frontera de D) estd orientada hacia
afuera de D, la curva comun a las dos superficies que forman oD es:

co x2+y?+22=5 |x*+y*=4
z=1 z=1
Con lo cual la proyeccion Dy de D sobre el plano xy el circulo con centro

7 e,
Xy
2[5 -y

en el origen y radio 2.

Entonces ﬁé’D f.ndo = J..UDZdedydz = HD dx dy
Xy

—x? —y?)dxdy

Pasando a coordenadas polares queda:
- 2 2 2 2 ) = _ B
ﬁao f -nda:IO dHJ'O(4—r )rdr :4j0 d@ =87 . Respuesta: ﬁ:aD f-ndo =8rx|
%f—/

[2r2—r4/4)5 = 4

2. Sea f =(P,Q): ®?—{0}— R? con f eC* en su dominio, sabiendo que Q} —Pj =10 constante y

que §r+ f.ds =77 cuando T es una circunferencia con centro en (0,0) y radio 3, calcule §r+ f.ds
1

para el caso en que I es la curva frontera del cuadrado [-5,5] x[-5,5].

En la figura se representa la region sombreada D cuya frontera 6D =I" U T, esta 131 i_y“
frontera queda orientada en forma positiva cuando las curvas T y I se recorren T /’

como indican las flechas de color rojo.
Dado que f eC' en D, incluyendo su frontera, se puede aplicar el teorema de
Green como sigue.
3 s _ " pf _ 4 _ 2 . 2
§8D+ f.ds = ijQX Py dxdy =10 &rea(D) =10(10° - 7 3%) ()
10

Por su parte§ L f-ds =§ F~d§+§ f.ds pues la orientacion de T indicada en el grafico como
oD r, r

-1z
curva individual es la de T~ , mientras que la de I’} es la positiva.

Reemplazando en (*) resulta:

§+ f.ds-77 =10 (100-97) = § . f-dS =1000-837. Respuesta: §+ f.ds = 1000 —83 x|
) ) )
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 30/07/19

3. Dado f:DcR?2 >R/ f(x,y)=(JYxy—x,5-%x>—y%,In(y—1)) donde D es el dominio

natural de f,calcule el areade D.

Los puntos (x,y) € D cumplen con las siguientes tres condiciones: y4
" Xy—x20<ox(y-)20<=(Xx20Ay2D)v(x<0Ay<) D
| L=
= x?+y?<5 \

= y>1 2 x
Con lo cual resulta D ={(x,y) e R?/ x> +y2 <5 A x>0y >1}, que se

representa en el esquema.

érea(D) = HDdxdy = Iozdleﬂdy = joz(\/S— 2 _1)dx = [%x\/S—x2 +%sen‘1(x/\/§)—x]g

Respuesta: [area(D) = %senfl(Z/\/g) -1,

4. Sea F la familia de curvas planas tales que la ordenada al origen de su recta tangente en cada punto
es igual al doble de la ordenada del punto. Siendo f(x,y) = (4xy, x?), calcule la circulacién de f
desde (1,2) hasta (2,1) alo largo de la curva de F que pasa por dichos puntos.

Considerando una curva de ecuacion y = g(Xx), la ecuacion de su recta tangente en (X,,Y,) €s:
Y=Yo = Yo (X=X%,), donde y, =g(x,) e Y, = 9'(X,)
Dado que la ordenada al origen de la recta es “el valor que adopta Yy para x =07, acorde al enunciado
debe cumplirse que ¥ - Yo = Yo (%<— X) = Yo = = Yo Xo-
2y, 0
De donde, para todo punto de las curvas de F debe cumplirse que y =—y'x, con lo cual:

dy dy dx  integrando
—_ox_ TR
X

_dy dy In|x|*+A
Y="&x*77v " €

Apy
Infyl==Inx|+A —>|y|= —>|yl=e"|x|

Entonces y =+e” x™*, es decir y = C/x es la solucién general (ecuacion de la familia F , soste-
—

C
niendo incluso C =0 pues y = 0 es solucion de la ecuacion diferencial).

Como surge de esta SG, para C =2 se obtiene la ecuacion de la curva T"de la familia que pasa por
los puntos dados, esta es: y = 2/x. Ahora calculamos la circulacion pedida comenzando por parame-

trizar la curva.

X =(x, 2/x)conl< x <2, que orienta correctamente a la curva pues h(1) = (1,2) y h(2) = (2,1)
%/_/
h(x)
Luego, [ f-ds = f F(R(x))-R'(x)dx = L2(8,x2)‘(1,—2/x2)dx -6 fdx: 6
8-2=6 E

Respuesta: Ir f-ds = 6|
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 30/07/19

5. El campo escalar f(x,y,z) =2x?+2y? +2z% en cada punto (x,y,z) del espacio tiene una derivada
direccional m&xima que denotaremos g(x, Y, z). Calcule la masa del cuerpoH cuya superficie fron-
tera es el conjunto de nivel 4 de g, si la densidad de masa en cada punto es proporcional a la distancia
desde el punto al eje z.

Dado que f es diferenciable, por ser polinémica, la derivada direccional maxima de f en cada punto
del espacio es la norma de su gradiente. Es decir:

9(x,¥,2) = [IVE(%, Y, 2) [ = || (4x,4Y,42) ||= 4 {x* +y* + 2
El conjunto de nivel 4 de ges: 4 x?+y?+2? =4 < x> +y?+2% =1.

Con lo cual el cuerpo H es la esfera con centro en el origen y radio 1. Por su parte la densidad, acorde

al enunciado es 5(x,y,z) = k \/x? + y® donde k > 0 es la constante de proporcionalidad.

Entonces:
o2 _\2
masa(H) = I'UH k+/x?+y? dxdydz = k”Dwa/x2 +y? dxdy'[_\/l_xxzi_yyzdz =
=2k J‘J.D \/xz +y? \/1—x2 —y? dxdy
Xy

Es claro que Dyy esun circulo con centro en el origen y radio 1.Con ello, pasando a polares:

masa(H) = 2k joznde_[:r\/l—rz rdr

1
Dado que IOrV1—r2 rdr = [\/1—rz(r3/4—r/8)+%sen‘1(r)]é :%, resulta:

masa(H) = ZK%K”dH =kz?/4. Respuesta: |masa(H) = k72 /4|,
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 30/07/19

TEMA 2

1. Sea feC*(®®) tal que f(x,y,2)=(g(y—2)—x, y+9(y—2), 22 +g(y—2)), calcule el flujo de
f através de la superficie frontera del cuerpo D definido por x* +y2? +z? <8, z > 2. Indique gra-
ficamente la orientacion elegida para la superficie.

Dado que la superficie es cerrada 'y f e C*(%®), podemos aplicar el teorema de la divergencia, con la
ventajaque V- f(x,y,z) = —1+1+g'(y—2)+2z+9'(y—2)(-1) = 2z no depende de g .

En el esquema se observa que oD (la frontera de D) esta orientada hacia
afuera de D, la curva comun a las dos superficies que forman oD es:

co x2+y?+22 =8 [x2+y?=4
z2=2 z2=2
Con lo cual la proyeccion Dy de D sobre el plano xy el circulo con centro

en el origen y radio 2.

Entonces ff._ f-ndo = [[[_2zdxdydz = [
Xy

—x% —y?)dxdy

2 2
dxdyLs_x - szz:”’D (4
Xy
28 Y’
2

Pasando a coordenadas polares queda:
- 27 2 2 27 ) = _ B
ﬁaD f -nda:jo d0I0(4—r )rdr :4IO d@ =87 . Respuesta: ﬁaD f.-ndo =8rx|
%f—/

[2r2—r4/4)5 = 4

2. Sea f =(P,Q): ®?—{0} > R®? con f eC* en su dominio, sabiendo que Q} — P}, =8 constante y

que §r+ f.ds =57 cuando T es una circunferencia con centro en (0,0) y radio 2, calcule §r+ f.ds
1

para el caso en que I es la curva frontera del cuadrado [—4,4]x[—4,4] .

En la figura se representa la region sombreada D cuya frontera 6D =I" U T, esta 18] i_y“
frontera queda orientada en forma positiva cuando las curvas T y I se recorren T /’

como indican las flechas de color rojo.
Dado que f eC' en D, incluyendo su frontera, se puede aplicar el teorema de
Green como sigue.
r} & _ ' P! _ 4 _ 2 _ 2
ifw f.ds= ijQX P, dxdy =8 érea(D) =8(8° —72%) (¥)
8
Por su parte f Lf-ds =§ f-d§+j7 f .ds pues la orientacion de T indicada en el grafico como
oD T, r
—

-5z
curva individual es la de T'™, mientras que la de I’} es la positiva.

Reemplazando en (*) resulta:

912 -27r|.

§F1+ f.d5-57=8(64—47) = §r1+ f .d§ = 512 — 27 z . Respuesta: §Fl+ f.ds
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 30/07/19

3. Dado f:Dc®R?2 >R/ f(x,y)=(JYxy—y,5-x2—y?, In(x—1)) donde D es el dominio

natural de f,calcule el areade D.

Los puntos (x,y) € D cumplen con las siguientes tres condiciones: y4
" Xy-y20<o(X-)y>20=xX=21Aay20)v(x<1Ay<0) 2=
= x?+y?<5 ED X

= x>1 1 X
Con lo cual resulta D ={(x,y) e R?/ x> +y2 <5 A x>1A y >0}, que se

representa en el esquema.
. 2. W5y? 2 -
area(D) = ”Ddxdy = J‘Odyj’1 dx = .[0(’/5_ 2 -1)dy =[3yy5-y? +3sen(y/5) - y]§

Respuesta: [area(D) = %senfl(Z/\/g) -1,

4. Sea F la familia de curvas planas tales que la ordenada al origen de su recta tangente en cada punto
es igual al triple de la ordenada del punto. Siendo f(x,y) = (4x%y, x%), calcule la circulacién de

f desde (1,2) hasta (2,1/2) alo largo de la curva de F que pasa por dichos puntos.

Considerando una curva de ecuacion y = g(x), la ecuacion de su recta tangente en (X,,Y,) €s:
Y=Yo = Yo (X=X,), donde y, =g(x,) € Y, = 9'(X,)
Dado que la ordenada al origen de la recta es “el valor que adopta y para Xx=0", acorde al enuncia-
do debe cumplirse que 34 —Yo = Vs (%<— Xe) = 2Yo == Yo Xo-
3y, 0
De donde, para todo punto de las curvas de F debe cumplirse que 2y = —y'x, con lo cual:

zy:_ﬂxﬁd_yy:_zd_xxM)

o X[ +A
dx

In|yl=—2In|x|+A >|y|= Slyl=e?x|?

Entonces y =+e” x 2, es decir y = C/x? es la solucién general (ecuacion de la familia F , soste-
h,—l

C
niendo incluso C =0 pues y = 0 es solucidn de la ecuacion diferencial).

Como surge de esta SG, para C =2 se obtiene la ecuacion de la curva T"de la familia que pasa por
los puntos dados, esta es: y = 2/x2. Ahora calculamos la circulacién pedida comenzando por para-
metrizar la curva.

X = (x, 2/x*)conl< x <2, que orienta correctamente a la curva pues h(l) = (1,2) ,h(2) = (2.1/2)

%,—J
h(x)
Luego, | -ds = f F(R(x))-h'(x) dx = f(s,x3)-(1,—4/x3)dx 4 fdx: 4

84 =4 Y

Respuesta: jr f-dS=4|
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora de 30/07/19

5. El campo escalar f(x,y,z) =3x*+3y? +3z% en cada punto (x,y,z) del espacio tiene una derivada
direccional maxima que denotaremos g(x, Y, z). Calcule la masa del cuerpo H cuya superficie fron-
tera es el conjunto de nivel 6 de g, si la densidad de masa en cada punto es proporcional a la distancia
desde el punto al eje z.

Dado que f es diferenciable, por ser polinémica, la derivada direccional maxima de f en cada punto
del espacio es la norma de su gradiente. Es decir:

9(x,y,2) =[IVE(x, ¥, 2) [ = [| (6X,6Y,62) [|I= 6 {x* +y* +2°

El conjunto de nivel 6 de ges: 6 /x?+y?+22 =6 < x> +y?+2z% =1.

Con lo cual el cuerpo H es la esfera con centro en el origen y radio 1. Por su parte la densidad, acor-

de al enunciado es 5(x,y,z) = k \/x*> +y? donde k > 0 es la constante de proporcionalidad.

Entonces:
o2 _\2
masa(H) = I'UH k+/x?+y? dxdydz = k”Dwa/x2 +y? dxdy'[_\/l_xxzi_yyzdz =
=2k J‘J.D \/xz +y? \/1—x2 —y? dxdy
Xy

Es claro que Dyy esun circulo con centro en el origen y radio 1. Con ello, pasando a polares:

masa(H) = 2k joznde_[:r\/l—rz rdr

1
Dado que IOrV1—r2 rdr = [\/1—rz(r3/4—r/8)+%sen‘1(r)]é :%, resulta:

masa(H) = ZK%K”dH =kz?/4. Respuesta: |masa(H) = k72 /4|,
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