Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 19/02/19

TEMA 1
1. Dado f(x,y,z) =(y+h(xy), x+h(xy), z+3h(xy)) con h: R >Ry f continuoen R*, cal-
cule la circulacién de f alo largo del segmento AB desde A =(0,0,6) hasta B = (X, Y, Z,)
con X, >0, sabiendo que el segmento tiene longitud igual a J24 y esta incluido en la recta de

ecuacion X = (t, 2t,6—t) con t eR.

Denotando G(t) = (t, 2t, 6—t), es claro que A= g(0) mientras que B = G(b) de manera que
|B-—A|=|(b-0,2b-0,6-b-6)| = \/@ =24 = b?=4 . Dado que X,=b >0, debe ser
b=2.

La circulacion pedida es j@ f.ds= j; f(g(t))-§'(t)dt , donde:

(G()-§'(t) = (2t +h(2t?), t +h(2t?), (6 —t) +3h(2t?))- (1,2,—-1) =5t — 6.
Entonces: .L f.ds = IOZ(St—G) dt =[3t* —6t]5 =10-12 = —2 . Respuesta: jf f.ds=-2|

AB AB

2. Calcule el volumen del cuerpo definido por: z<4—-x?, x> +y? <4,y <x, 1° octante.

Como se observa en el esquema, el cuerpo esta apoyado
en el plano xy, tiene paredes laterales de ecuaciones

y=0, X2+y2=4 e y =X, con techo 7=4-x°.

Vol(D) = J‘”Ddxdydz = ﬂD dxdyj;_xzdz =
=I5 (4—x2)dxdyxy
Xy

Pasando a coordenadas polares:
Vol (D) = [F/*d6 [q4—r?cos’(6)] rdr =

4
[2 r2—f4— cos?(0)]3

= [F/48—4cos?(0)] d6 = Dy,
=[80-4(0/2+sen(20) /)" =37 -1 S

Respuesta: | Vol(D) = 37 -1[.

3. Si feC' M)/ f(xy,2)=(2yg(X)+y?, zg(x)+2xy, z2+xg(x)) con f(0,01) =(0,1,1),
halle una g(x) tal que la circulacion de f alo largo de la circunferencia T incluida en el plano
z =2 con centro en (0,0,2) y radio R >0 resulte numéricamente igual al doble del &area del
circulo que tienea I" como borde. Indique graficamente la orientacion que adopta para I'.

Siendo I' una curva simple y cerrada, como f e C*(%®) veamos qué resulta al calcular el rotor.

B i j k
Vxf(x,y,z)=| olox ol oy olor |=(=9(x), —9(x)—xg'(x), 29'(x)—29(x))
2yg(X)+y? zg(x)+2xy z%+xg(x)
Ahora, con las orientaciones que se indican en la figura (ver pagina siguiente), aplicamos el teo-
rema del rotor tomando como superficie X el circulo en el plano z =2.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 19/02/19

§r+ f.ds = J.IZVX f . do, donde el integrando en puntos de =

es Vx f(xy,2)-(0,01) =2g'(x)—2g(x), con lo cual resulta:
. Fa8 = [[;[20'(0~29(0]do
Imponiendo —por ejemplo— que 2g'(x) —2g(x) = 2 constante, se obtiene lo pedido pues al reem-

plazar queda: §r+ f.ds = 2_|]sz =2 area(X). Entonces una g(x) es aquella que satisfaga la

ecuacion diferencial 2g'(x) —2g(x) = 2 con g(0) =1 para que resulte (0,0,1) = (0,1,2).

29'(x) = 2+29(X) —>§?X—()X+)1=dx S| g()+1]=x+A — g(x) = Ke* -1

Para g(0) =1 debe ser K = 2. Por lo tanto, una respuesta es: | g(x) = 2e* —1|,

4. Sean f(x,y,z)=(y*—xz,2°-3yz,x*—z%) y el cuerpo D definido por z>x*>+2y?,
z<y+2. Calculeel flujo de f através de la superficie frontera de D ', en funcién del resul-

tado obtenido y de como ha elegido orientar a la superficie, analice si dicho flujo es entrante o
saliente de D.

Dado que f eC' (componentes polindmicas) aplicando el teorema
de la divergencia resulta ﬁaD f-ndo = IIIDV-f dxdydz, donde

v-f(xy,2)=-2-32-27=-62.

Con lo cual:
ﬁan f-ndo=-6 IJIDZ dxdydz

Observando el esquema superior la linea C interseccion de las dos
superficies frontera del cuerpo, resulta:

(y+2)2=x*+2y* [x*+(y-2)*>=8
colz=Ax"+2y" _ Z=y+2 ={z=y+2

z=Yy+2 z>0 z>0
- 2°en 10 7T

Con lo cual, la proyeccion del cuerpo sobre el plano xy es la region D,, cuya frontera es la

Xy

circunferencia de ecuacion x*+(y—2)% = 8. Entonces:

ﬁaD f-ndo =-6 Iijzdxdydz =—6 IIDW dxdyJ‘\)/l;ii2y2 zdz =

- _3HDW[(y+2)2 —(x* +2y?)]dxdy

X =rcos(d)

Aplicando el cambio de variables: {y —2+rsen(d)

, polares centradas en (0,2), al reemplazar y
operar resulta:
r = 27 \/g 2 27
ﬁan-ndaz—e,jo do [[8-r*]rdr =48 [ “d0 =%z

%f—/
[4 I‘Z—I‘4/4]6/§=16

Respuesta: El flujo pedido \ es —96 y es entrante al cuerpo \ pues, al haberlo calculado mediante

el teorema de la divergencia, se esta considerando que la superficie frontera oD esta
orientada hacia afuera de D (asi, con resultado negativo el flujo es entrante).
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 19/02/19

5. Sea C lacurva de ecuacion X = (t, t%, h(t)) con z = h(t) tal que tz+e*?3-3=0, parat en
un entorno de t, =1. Calcule la distancia entre los puntos en que la recta tangente a C en

(1,1, h(1)) interseca a la superficie de ecuacion z =x*+4 .

Dada la ecuacion tz+et*? 3 3= 0, para t =1 debe cumplirse que z, + eZ"2_3-0 que sélo
se cumple si z, = h(1) = 2. Por lo tanto, resulta A=(1,1, 2).
Siendo laecuacionde C : X = (t,t2, h(t)) conteE(L) §'(1)=(1, 2, h'(1)) es tangente a
T a0 C enA.
Es decir, una ecuacion vectorial para la recta tangentea C en A=(1,1, 2) es:
(x,y,2)=(11,2)+4 1,2,h'@) *#)
Por su parte, denotando F(t,z) =tz +e*73 3 ge cumple que:
. F@2)=2+e"-3=0.
e VF(t,2)=(z +et*273, t+et+z_3) es continuo en 932, pues cada componente es suma de
funciones continuas (polinomio + exponencial con exponente polinémica).
e F(@2)=2=0.
entonces la ecuacion tz+e™?2-3=0 define z = h(t) para te E(2). Como se cumplen las
_Rd2 3
F@L2)  2°
De esta forma, reemplazando en (#) y operando, la ecuacion de la recta tangente es:
(X,y,2)=(1+2,1+24,2-31) con 1eR.
w(4)
Los puntos V(1) de la recta que también pertenecen a la superficie de ecuacién z =x?+4 son
aquellos para los cuales
2-31=(+A)°+4 o X +52+3=0 1=-2v A=-3.
Entonces los dos puntos son: wW(-2) = (-1,—-3,5) y wW(-3/2) =(-1/2,-2,17/4), mientras que
la distancia entre los mismos es || W(-2) —W(=3/2) || = +/29/16 .

V29
|

hipétesis del teorema, podemos calcular h'(1) =

Respuesta:
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TEMA 2
1. Dado f(xy,z) =(y+h(xz), x+3h(xz), z+h(xz)) con h:R—>Ry f continuoen R*, cal-
cule la circulacion de f a lo largo del segmento AB desde A = (0,6,0) hasta B =(X,, Yo, Z,)
con x, > 0, sabiendo que el segmento tiene longitud igual a J24 y estéd incluido en la recta de
ecuacion X = (t,6—t, 2t) con t eR.

Denotando ¢(t) = (t, 6—t, 2t), es claro que A= G(0) mientras que B = g(b) de manera que

IB=A|l=|l(b-0,6-b—6,2b—0)| = +/6b? =~/24 = b? =4 . Dado que x,=b >0, debe ser
b=2.

La circulacion pedida es If f.ds = _[2 f(g(t))-g'(t)dt , donde:
f(§(t)-g (t) ((6—1)+h(2t?), t+3h(2t?), 2t +h(2t?))- (1,-1,2) = 2t + 6.
Entonces: .LT J'o (2t +6) dt =[t* +6t]5 = 4+12 = 16 . Respuesta: I@ f.-ds =16/

2. Calcule el volumen del cuerpo definido por: z <4—-x?, x> +y? <4,y > x, 1° octante.
Como se observa en el esquema, el cuerpo esta apoyado en

el plano xy, tiene paredes laterales de ecuaciones x =0, iﬂ
x?+y?=4e y=x,contecho z=4—-x2. i
4-x2 BN\

vO|(D)=mDo|xo|yo|z=ﬂDXyo|xo|yj0 dz = RN 7

=[5 4-x)oxay PV

Xy ‘ %A . X

Pasando a coordenadas polares X‘? .
Vol(D) = [712d6 [3[4—r?cos?(0)] rdr = 2

[2r2 —f4£ cos? (6)]2 Dy,
= [*12[8— 4cos’(9)] dO =
=[86 - 4(9/2+sen(2a)/4)];§f1 37+l 7 X

Respuesta: | Vol(D) = 7z +1].

3. Si feCHR® 1 f(xy,2)=Qzg(X)+2%, y>+xg(X), yg(x)+2xz) con f(0,1,0)=(0,12),
halle una g(x) tal que la circulacion de f alo largo de la circunferencia T incluida en el plano
y =2 con centro en (0,2,0) y radio R > 0 resulte numeéricamente igual al doble del area del
circulo que tiene a T" como borde. Indique graficamente la orientacion que adopta para T".

Siendo I' una curva simple y cerrada, como f e C1(R%) veamos qué resulta al calcular el rotor.

i i k
vxf(xy,z)=| o8/dx ol oy oloz =(g(x),2g(X)—-yg'(x), g(x)+xg'(x))
229(X)+2% y*+xg(x) yg(x)+2xz

Ahora, con las orientaciones que se indican en la figura (ver pagina siguiente), aplicamos el teo-
rema del rotor tomando como superficie X el circuloenel plano y = 2.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 19/02/19

Z

§r+ f.ds = J.IZVX f . do, donde el integrando en puntos de =

es Vx f(x2,2)-(010) =2g(x)—2g'(x), con lo cual resulta:
f. F-ds = [[,[2000-2¢'()]do X
Imponiendo —por ejemplo— que 2g(x) —2g'(x) = 2 constante, se obtiene lo pedido pues al reem-

plazar queda: §r+ f.ds = 2_|]sz =2 area(X). Entonces una g(x) es aquella que satisfaga la

ecuacion diferencial 2g(x)—2g’(x) = 2 con g(0) = 2 para que resulte f(0,1,0) = (0,1,2).
29'(X) = 29(x) 2 —>;(9X—()X_)l —dx = In|g(x)=1]= x+ A —> g(x) = KeX +1

Para g(0) = 2 debe ser K =1. Por lo tanto, una respuesta es: | g(x) = 1+¢e*|

4. Sean f(x,y,z)=(z2-xz,x*-3yz,y?*-z%) y el cuerpo D definido por z>+2x*+y?,
z < x+2. Calculeel flujode f através de lasuperficie fronterade D v, en funcién del resultado

obtenido y de cdmo ha elegido orientar a la superficie, analice si dicho flujo es entrante o saliente
de D.

Dado que f e C' (componentes polinémicas) aplicando el teorema
de la divergencia resulta ﬁaD f-ndo = IIIDV- f dxdydz, donde

V-f(x,y,2)=-2-32-27=-612.

Con lo cual:
ﬁao f-ndo=-6 sz dxdydz

Observando el esquema superior la linea C interseccion de las dos
superficies frontera del cuerpo, resulta: .

5 |(x+2?=2x"+y*  [(x-2)*+y*=8
C={2=V2X+Y" _J);_x42 =Jlz7=Xx+2 !

= ﬁ x
Z=X+2 z>0 z>0

d— 2°en 10 »T
Con lo cual, la proyeccion del cuerpo sobre el plano xy es la regién D

x Ccuya frontera es la

circunferencia de ecuacion (x —2)% + y* = 8. Entonces:

flp Frdo =6 [[J zexayaz =6 [, dxay [Tpye 202 -

_ _3ﬂDXy[(x+2)2 —(2%? + y*)]dxdy

X = 2+rcos(d)

Aplicando el cambio de variables: {y — rsen(d)

, polares centradas en (2,0), al reemplazar
y operar resulta:
ren 2z \/§ 2 27
fl.ofdo=-3["do ["[8-r*Irdr =-48 | "d6 =967

%/—J
[4r2-r/41y8_16

Respuesta: El flujo pedido ‘ es —96 y es entrante al cuerpo ] pues, al haberlo calculado mediante

el teorema de la divergencia, se esta considerando que la superficie frontera oD esta
orientada hacia afuera de D (asi, con resultado negativo el flujo es entrante).
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 19/02/19

5. Sea C la curva de ecuacion X = (t, h(t), t?) con y = h(t) tal que ty+et+y_3—3:0, para t
en un entorno de t, =1. Calcule la distancia entre los puntos en que la recta tangente a C en

(1, h(), 1) interseca a la superficie de ecuacion y =x* +4 .

Dada la ecuacion ty+ eS8 _3- 0, para t =1 debe cumplirse que y, + e 2 _3-0 que sélo
se cumple si y, =h(1) = 2. Por lo tanto, resulta A=(1, 2,1).

Siendo laecuacionde C : X =(t, h(t),t?) conte E(1) ¢'(1) = (1, (1), 2) es tangente a

%(—/
g(t) C enA.
Es decir, una ecuacion vectorial para la recta tangentea C en A=(1, 2,1) es:
xy,2)=L2,D)+A @D ,2) #)
Por su parte, denotando F(t,y) =t y+et+y—3 —3 se cumple que:
. FL2)=2+e%-3=0.

e VF@Y)=(y+e™Y3 t+e™Y3) escontinuo en %2, pues cada componente es suma de
funciones continuas (polinomio + exponencial con exponente polindmica).
« F@L2)=2=0.

entonces la ecuacion ty+et+y_3 —3=0 define y =h(t) para t e E(2). Como se cumplen las
_ R 3

FL2) "2
De esta forma, reemplazando en (#) y operando, la ecuacion de la recta tangente es:

(x,y,2)=@+4,2-32,1+22) con 1eR.
wW(4)
Los puntos V(1) de la recta que también pertenecen a la superficie de ecuacién y =x? +4 son
aquellos para los cuales
2-31=(+2+4 o P +La+43=0 1=-2v A=-3.

Entonces los dos puntos son: wW(-2) = (-1,—-3,5) y w(-3/2) =(-1/2,—-2,17/4), mientras que
la distancia entre los mismos es || W(-2) —wW(-3/2) || = +/29/16 .
29

Tt

hipotesis del teorema, podemos calcular h'() =

Respuesta:
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