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TEMA 1 

1. Dado ))(3,)(,)((),,( yxhzyxhxyxhyzyxf +++=


 con →:h  y  f


 continuo en 
3 , cal-

cule la circulación de f


 a lo largo del segmento AB  desde )6,0,0(=A  hasta ),,( ooo zyxB =  

con 0o x , sabiendo que el segmento tiene longitud igual a 24  y está incluido en la recta de 

ecuación )6,2,( tttX −=


 con t . 
 

Denotando  )6,2,()( ttttg −=


, es claro que )0(gA


=   mientras que )(bgB


=  de manera que 

4246||)66,02,0(|||||| 22 ===−−−−=− bbbbbAB . Dado que 0o = bx , debe ser 

2=b . 

La circulación pedida es  =
2

0
d)())((d ttgtgfsf

BA


, donde: 

65)1,2,1())2(3)6(,)2(,)2(2()())(( 222 −=−+−++= tthtthtthttgtgf


. 

 Entonces: 21210]6[d)65(d 2
0

2

2
5

2

0
−=−=−=−=  ttttsf

BA


. Respuesta:  2d −= BA

sf


. 

 

2. Calcule el volumen del cuerpo definido por: xyyxxz +− ,4,4 222
, 1º octante. 

Como se observa en el esquema, el cuerpo está apoyado 

en el plano xy , tiene paredes laterales de ecuaciones 

0=y , 422 =+ yx  e xy = , con techo 24 xz −= . 
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Pasando a coordenadas polares: 
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Respuesta:  1)(
2
3 −= DVol  . 

 

3. Si )( 31 Cf


 / ))(,2)(,)(2(),,( 22 xgxzyxxgzyxgyzyxf +++=


 con )1,1,0()1,0,0( =f


, 

halle una )(xg  tal que la circulación de f


  a lo largo de la circunferencia   incluida en el plano 

2=z  con centro en )2,0,0(  y radio 0R  resulte numéricamente igual al doble del área del 

círculo que tiene a    como borde. Indique gráficamente la orientación que adopta para  . 
 

Siendo   una curva simple y cerrada, como )( 31 Cf


veamos qué resulta al calcular el rotor. 
 

))(2)(,)()(,)((

)(2)()(2

///),,(
22

xgxgzxgxxgxg

xgxzyxxgzyxgy

zyx

kji

zyxf −−−−=

+++

=




 

 

Ahora, con las orientaciones que se indican en la figura (ver página siguiente), aplicamos el teo-

rema del rotor tomando como superficie   el círculo en el plano 2=z . 
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dd  
=+ nfsf


, donde el integrando en puntos de   

es  )(2)(2)1,0,0()2,,( xgxgyxf −=


, con lo cual resulta: 

 
−=+ d)](2)(2[d xgxgsf


 

 

 

 

 

 

Imponiendo –por ejemplo– que 2)(2)(2 =− xgxg  constante, se obtiene lo pedido pues al reem-

plazar queda:  
==+ )(área2d2d sf


. Entonces una )(xg  es aquella que satisfaga la 

ecuación diferencial 2)(2)(2 =− xgxg  con 1)0( =g  para que resulte )1,1,0()1,0,0( =f


. 

1)(|1)(|lnd)(22)(2
1)(

)(d
−=→+=+→=→+=

+
x

xg

xg
eKxgAxxgxxgxg  

Para 1)0( =g  debe ser 2=K . Por lo tanto, una respuesta es:  12)( −= xexg . 
 

4. Sean ),3,(),,( 2222 zxzyzzxyzyxf −−−=  y el cuerpo D  definido por 22 2 yxz + , 

2+ yz .  Calcule el flujo de f


 a través de la superficie frontera de D  y, en función del resul-

tado obtenido y de cómo ha elegido orientar a la superficie, analice si dicho flujo es entrante o 

saliente de D .  
 

Dado que 
1Cf   (componentes polinómicas) aplicando el teorema 

de la divergencia resulta  zyxfdnf
DD

ddd =



 , donde 

zzzzzyxf 623),,( −=−−−=


. 

Con lo cual: 

 −=
 DD

zyxzdnf ddd 6


 

 

Observando el esquema superior la línea C  intersección de las dos 

superficies frontera del cuerpo, resulta: 
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Con lo cual, la proyección del cuerpo sobre el plano xy  es la región xyD  cuya frontera es la 

circunferencia de ecuación 8)2( 22 =−+ yx . Entonces:   



 
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Aplicando el cambio de variables: 




+=

=

)(sen2

)cos(




ry

rx
, polares centradas en (0,2), al reemplazar y 

operar resulta: 


 

96d48d]8[d3
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D
rrrdnf  

 

Respuesta: El flujo pedido  es 96−  y es entrante al cuerpo  pues, al haberlo calculado mediante 

el teorema de la divergencia, se está considerando que la superficie frontera D  está 

orientada hacia afuera de D  (así, con resultado negativo el flujo es entrante). 
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5. Sea C  la curva de ecuación ))(,,( 2 thttX =


 con )(thz =  tal que 033 =−+ −+ztezt , para t  en 

un entorno de 1o =t . Calcule la distancia entre los puntos en que la recta tangente a C  en 

))1(,1,1( h  interseca a la superficie de ecuación 42 += xz . 
 

Dada la ecuación  033 =−+ −+ztezt , para 1=t  debe cumplirse que 03
2o

0 =−+
−z

ez  que sólo 

se cumple si 2)1(o == hz . Por lo tanto, resulta  )2,1,1(=A . 

Siendo la ecuación de C  : 





)(

))(,,( 2

tg

thttX =  con )1(Et  ))1(,2,1()1( hg =


 es tangente a  

C  en A . 

Es decir, una ecuación vectorial para la recta tangente a C  en )2,1,1(=A  es: 

))1(,2,1()2,1,1(),,( hzyx +=    (#) 

Por su parte, denotando 3),( 3 −+= −+zteztztF  se cumple que: 

• 032)2,1( 0 =−+= eF . 

• )(),( 3
,

3 −+
+

−++= zt
t

zt eezztF  es continuo en 
2 , pues cada componente es suma de 

funciones continuas (polinomio + exponencial con exponente polinómica). 

• 02)2,1( =zF . 

entonces la ecuación  033 =−+ −+ztezt   define )(thz =  para )1(Et . Como se cumplen las 

hipótesis del teorema, podemos calcular 
2
3

)2,1(

)2,1(
)1( −=




−=

z

t

F

F
h  . 

De esta forma, reemplazando en (#) y operando, la ecuación de la recta tangente es: 

   
)(

)2,21,1(),,(
2
3





w

zyx −++=   con   . 

Los puntos )(w


de la recta que también pertenecen a la superficie de ecuación 42 += xz  son 

aquellos para los cuales 

2
3

2
7

2
3 2034)1(2 22 −=−==++++=−  . 

Entonces los dos puntos son:  )5,3,1()2( −−=−w


  y  )4/17,2,2/1()2/3( −−=−w


, mientras que 

la distancia entre los mismos es 16/29||)2/3()2(|| =−−− ww


. 

Respuesta:  
4
29  . 
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TEMA 2 

1. Dado ))(,)(3,)((),,( zxhzzxhxzxhyzyxf +++=


 con →:h  y  f


 continuo en 
3 , cal-

cule la circulación de f


 a lo largo del segmento AB  desde )0,6,0(=A  hasta ),,( ooo zyxB =  

con 0o x , sabiendo que el segmento tiene longitud igual a 24  y está incluido en la recta de 

ecuación )2,6,( tttX −=


 con t . 

 

Denotando  )2,6,()( ttttg −=


, es claro que )0(gA


=   mientras que )(bgB


=  de manera que 

4246||)02,66,0(|||||| 22 ===−−−−=− bbbbbAB . Dado que 0o = bx , debe ser 

2=b . 

La circulación pedida es  =
2

0
d)())((d ttgtgfsf

BA


, donde: 

62)2,1,1())2(2,)2(3,)2()6(()())(( 222 +=−+++−= tthtthtthttgtgf


. 

 Entonces: 16124]6[d)62(d 2
0

22

0
=+=+=+=  ttttsf

BA


. Respuesta:  16d = BA

sf


. 

 

2. Calcule el volumen del cuerpo definido por: xyyxxz +− ,4,4 222
, 1º octante. 

Como se observa en el esquema, el cuerpo está apoyado en 

el plano xy , tiene paredes laterales de ecuaciones 0=x , 

422 =+ yx  e xy = , con techo 24 xz −= . 
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Pasando a coordenadas polares: 
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Respuesta:  1)(
2
3 += DVol  . 

 

3. Si )( 31 Cf


 / )2)(,)(,)(2(),,( 22 zxxgyxgxyzxgzzyxf +++=


 con )2,1,0()0,1,0( =f


, 

halle una )(xg  tal que la circulación de f


  a lo largo de la circunferencia   incluida en el plano 

2=y  con centro en )0,2,0(  y radio 0R  resulte numéricamente igual al doble del área del 

círculo que tiene a    como borde. Indique gráficamente la orientación que adopta para  . 
 

Siendo   una curva simple y cerrada, como )( 31 Cf


veamos qué resulta al calcular el rotor. 
 

))()(,)()(2,)((

2)()()(2

///),,(
22

xgxxgxgyxgxg

zxxgyxgxyzxgz

zyx

kji

zyxf +−=

+++

=




 
 

Ahora, con las orientaciones que se indican en la figura (ver página siguiente), aplicamos el teo-

rema del rotor tomando como superficie   el círculo en el plano 2=y . 
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dd  
=+ nfsf


, donde el integrando en puntos de   

es  )(2)(2)0,1,0(),2,( xgxgzxf −=


, con lo cual resulta: 

 
−=+ d)](2)(2[d xgxgsf


 

 

 

 

 

 

Imponiendo –por ejemplo– que 2)(2)(2 =− xgxg  constante, se obtiene lo pedido pues al reem-

plazar queda:  
==+ )(área2d2d sf


. Entonces una )(xg  es aquella que satisfaga la 

ecuación diferencial 2)(2)(2 =− xgxg  con 2)0( =g  para que resulte )2,1,0()0,1,0( =f


. 

1)(|1)(|lnd2)(2)(2
1)(

)(d
+=→+=−→=→−=

−
x

xg

xg
eKxgAxxgxxgxg  

Para 2)0( =g  debe ser 1=K . Por lo tanto, una respuesta es:  xexg += 1)( . 
 

4. Sean ),3,(),,( 2222 zyzyxzxzzyxf −−−=  y el cuerpo D  definido por 222 yxz + , 

2+ xz .  Calcule el flujo de f


 a través de la superficie frontera de D  y, en función del resultado 

obtenido y de cómo ha elegido orientar a la superficie, analice si dicho flujo es entrante o saliente 

de D .  
 

Dado que 
1Cf   (componentes polinómicas) aplicando el teorema 

de la divergencia resulta zyxfdnf
DD

ddd =



 , donde 

zzzzzyxf 623),,( −=−−−=


. 

Con lo cual: 

 −=
 DD

zyxzdnf ddd 6


 

 

Observando el esquema superior la línea C  intersección de las dos 

superficies frontera del cuerpo, resulta: 
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
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
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
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Con lo cual, la proyección del cuerpo sobre el plano xy  es la región xyD  cuya frontera es la 

circunferencia de ecuación 8)2( 22 =+− yx . Entonces:   



 

+−+−=

=−=−=
+

+
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Aplicando el cambio de variables: 




=

+=

)(sen

)cos(2




ry

rx
, polares centradas en (2,0), al reemplazar 

y operar resulta: 


 
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   



rr

D
rrrdnf  

 

Respuesta: El flujo pedido  es 96−  y es entrante al cuerpo  pues, al haberlo calculado mediante 

el teorema de la divergencia, se está considerando que la superficie frontera D  está 

orientada hacia afuera de D  (así, con resultado negativo el flujo es entrante). 
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5. Sea C  la curva de ecuación ),)(,( 2tthtX =


 con )(thy =  tal que 03
3

=−+
−+yt

eyt , para t  

en un entorno de 1o =t . Calcule la distancia entre los puntos en que la recta tangente a C  en 

)1,)1(,1( h  interseca a la superficie de ecuación 42 += xy . 
 

Dada la ecuación  03
3

=−+
−+yt

eyt , para 1=t  debe cumplirse que 03
2o

0 =−+
−y

ey  que sólo 

se cumple si 2)1(o == hy . Por lo tanto, resulta  )1,2,1(=A . 

Siendo la ecuación de C  : 





)(

),)(,( 2

tg

tthtX =  con )1(Et  )2,)1(,1()1( hg =


 es tangente a  

C  en A . 

Es decir, una ecuación vectorial para la recta tangente a C  en )1,2,1(=A  es: 

)2,)1(,1()1,2,1(),,( hzyx +=    (#) 

Por su parte, denotando 3),(
3
−+=

−+yt
eytytF  se cumple que: 

• 032)2,1( 0 =−+= eF . 

• )(),(
3

,
3 −+

+
−+

+=
yt

t
yt

eeyytF  es continuo en 
2 , pues cada componente es suma de 

funciones continuas (polinomio + exponencial con exponente polinómica). 

• 02)2,1( =yF . 

entonces la ecuación  03
3

=−+
−+yt

eyt   define )(thy =  para )1(Et . Como se cumplen las 

hipótesis del teorema, podemos calcular 
2
3

)2,1(

)2,1(
)1( −=




−=

y

t

F

F
h  . 

De esta forma, reemplazando en (#) y operando, la ecuación de la recta tangente es: 

   
)(

)21,2,1(),,(
2
3





w

zyx +−+=   con   . 

Los puntos )(w


de la recta que también pertenecen a la superficie de ecuación 42 += xy  son 

aquellos para los cuales 

2
3

2
7

2
3 2034)1(2 22 −=−==++++=−  . 

Entonces los dos puntos son:  )5,3,1()2( −−=−w


  y  )4/17,2,2/1()2/3( −−=−w


, mientras que 

la distancia entre los mismos es 16/29||)2/3()2(|| =−−− ww


. 

Respuesta:  
4
29  . 

 

 

 

 

 


