Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 18/12/18

TEMA1
1. Sea C la curva dada como interseccion de las superficies =, y ¥, de ecuaciones z = x* +2y?

y z =3-2x%—4y? respectivamente. Calcule la circulacién de f a lo largo de C, sabiendo que
f(x,y,2) = (22 +9(x), 2xz, o(z)) con f e CY(R®). Indique graficamente cémo orienté a C.
Analizamos la definicion de la curva: Zl_

C: Z=X2+2y2 _ z:x2+2y2= z=1 227/
z=3-2x*-4y? x2+2y? =1 |x*+2y*=1 |

J— reemplazo 1°en 20—7
Con lo cual Cesté incluida en el plano z =1 (rayado en
rojo), y queda definida por la interseccion de este plano con
la superficie cilindrica de ecuacion x* +2y* =1.

Ademas, — T
i ik x . T
rot f(x,y,z) = % % % =(-2x,2z,21). | 7
22+ 9(X) 2xz ¢(2) o

Con la orientacion de C indicada en el grafico y usando como superficie X el trozo de plano z =1
con x2+2y%<1,como feCHR®) se puede aplicar el teorema del rotor como sigue.

§C+F.d§ :jfzrotf-ﬁda:ij [(—2x,22,22)-(0,0,1)]Z:1dxdy:Z_UD dxdy = 7~/2
Xy Xy

La integral doble es el &rea encerrada por la elipse (abr). Se puede calcular, por ejemplo, me-

X =rcos(®)

diante el cambio de variables: ue le corresponde | J(r,8)| = 27Y?r .Entonces,

N dxdy:joz”de [(242rdr =@2"%12) jj”d@:ﬂﬁ.
Xy -

%,_/
272 [r2 /2], =272/2 (012" =27

2. Calcule la masa del cuerpo D definido por: x* +2z2 <2, z° > x*+2y?, x>0, y>0, z>0,
si su densidad en cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al plano xy .
Masa(D) = _[ijé(x, y,z) dxdydz, donde 5(x,y,z) =k|z|=kz pues z>0en D.
El cuerpo tiene caras en el plano xz, en el plano yz, la superficie Sz
de ecuacion z? = x? +2y? y la S, de ecuacion x? +z2 =2.
La curva interseccion de S1 y Sz puede expresarse como:
22 =x2+2y?  [x2+y?=1
{x2+z2 =2 ={x2+z2 =2

con x>0, y>0, z>0

d— z%dela 2°enla1o—1

Asi, la proyeccion de D contra el plano xy es la region rayada en rojo (1/4 circulo de radio 1).

Masa(D) = Iijk z dxdydz =k HD dxdyﬁ/%zdz = % J.ID 2(1—x? - y?)dxdy =

7l2 1 2
= kjo dejo(l—rz)rdr =k jo d6 =k /8. Respuesta: [Masa(D) = k z/8|
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 18/12/18

3. Sea fRE>R3/ f(x,y,2)=(6y,3z,x+Yy).Calculeel flujo de f através del trozo de plano
> de ecuacion x+3y+3z =6 cuya proyeccion sobre el plano xy tiene &rea igual a 8. Indique
graficamente como decidio orientar a X .

Se pide calcular H f-ndo.Enel esquema de la derecha se repre-

senta sombreado el trozo X de plano y el versor normal n con el
que se establece la orientacion elegida.

Se ha denotado Dyy, rayada en el esquema, a la proyeccion de X
sobre el plano xy . Uno de los datos es que “area(Dyy) = 8”.

Por su parte, X admite la ecuacién vectorial:

X = (X, y’6—x3—3y) con (x,y)eD,,
F(x.y)
i j Kk
Un vector normala ~ es i = *)Q IE =1 0 -1/3=(1/3,1,1), constante y con la orienta-
01 -1
cion del n representado en el grafico. Entonces:
- - 1/3.11) .
fido=([. FEXY): 1@/312) || dxdy = [[. 6dxdy =6 area(D,)
.Uz ”ny @31 'Uny i

8

Respuesta: .[2 f.ndo =48|

4. Si Fxy) = (2y(L+2x2)eX +2x, 2xeX"), verifique que f admite funcién potencial en R
y calcule la circulacién del campo desde A=(0,0) hasta B=(11) .

Una forma de verificar lo pedido es hallar la correspondiente funcion potencial. Para ello, si de-
notamos con ¢ a la funcion potencial, debera cumplirse que f = V¢ en todo punto de R?.

A {¢X(x M =2y@+2x°)e’ 2iox @ 2 2
gy (X, y) = 2xeX’ (2) = (%) =I2X€X dy =2xye* +g(x) (3
2 por (1) 2
Luego de (3) se obtiene que ¢y (x,y) =2y(@1+2x?)e* +g'(x) = 2y(@d+2x?)e* +2x, de
donde resulta g'(x) = 2x = g(x) = x* + K. Reemplazando en (3) se obtiene:

(X, y) = 2xyeX” +x2+K
Esta ultima expresa la ecuacién de la familia de posibles funciones potenciales, una para cada
valor de la constante arbitraria K . Por simple derivacion se observa que Vg = f en %2, con lo
cual se verifica lo pedido.

- - - - =7 2
Por altimo imponiendo por ejemplo K =0 tendremos la funcién ¢(x,y) = 2xye*” +x?, y para
toda curva C orientadade A a B resultara ICAB f.ds = ¢(B) - g(A) : que es el resultado
de la circulacion pedida.
Nota: Si s6lo se hubiera querido demostrar la existencia de ¢, sin hallar una expresién para la misma, en este caso

particular hubiera alcanzado con verificar que f tiene matriz jacobiana continua y simétrica en R*.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 18/12/18

5. Dada la familia F de curvas planas de ecuacion x?+2y? = C, calcule el 4rea de la region del
plano limitada por la recta de ecuacion y = 6 —x Y la curva de la familia ortogonal a F que pasa
por el punto (1,1).

x2+2y?=C

2X+4yy =0

ya se eliminé la constante C, la ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de Fes: x+2yy' =0.

..........................

Comenzamos hallando la familia de curvas ortogonales a F: { , como al derivar

de la familia ortogonal a F.
. dy dx

Es decir, v = 2~

ecuacion de la familia de curvas ortogonal a F.

En particular, la curva de esta familia que pasa por (1,1) es| y= x".

es la

= Iy‘ldyzzjx‘ldx = In|ly|=2In|x|+A = y=KXx

Ahora el problema se reduce a calcular el area de la region
D del plano limitadapor: y=x*e y=6-x.
Estas curvas se intersecan en los puntos (-3,9) y (2,4).

El esquema representa la region D sombreada, de la cual se . 5
pide calcular el area. 73 T

p 6—
Area(D) :ijdxdy:fgdxsz xdy:fg(e—x—xz)dx:[6x—%x2—§x3]i3: 125
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 18/12/18

TEMA 2
1. Sea C la curva dada como interseccion de las superficies X, y T, de ecuaciones z = 2x? +y?

y z=3-4x*-2y? respectivamente. Calcule la circulacion de f alo largo de C, sabiendo que
f(x,y,z) = (X2 +¢(x), 2x2, p(z)) con f e C*(R®). Indique graficamente como orientd a C .
Analizamos la definicion de la curva: Z:j

. 7=2x>+y? _Jz=2x2+y? _ [2=1 227/
z=3-4x-2y? 2x%+y2 =1 |2x*+y?=1 \/

J— reemplazo 1°en 20—7
Con lo cual Cesté incluida en el plano z =1 (rayado en
rojo), y queda definida por la interseccién de este plano con
la superficie cilindrica de ecuacion 2x* +y* =1.

Ademés, o, RN
i i Kk \ Dl?""'-_ll_-"v'T
rot f(x,y,z) = % % % =(-2x,0,22) |
X2 +p(xX) 2xz @(2) '_1

Con la orientacion de C indicada en el grafico y usando como superficie X el trozo de plano z =1
con 2x%+y% <1, como f eCR®) sepuede aplicar el teorema del rotor como sigue.

§C+f-d§ :Hzrotf-ﬁda:ﬂD [(—2x,0,22)-(0,0,1)]Z:1dxdy:2J:[D dxdy = z~/2
Xy Xy

La integral doble es el &rea encerrada por la elipse (abr). Se puede calcular, por ejemplo, me-

_ -1/2
diante el cambio de variables: {); B 2rsenzg)03(0) que le corresponde | J (r,8) | = 272 r .Entonces,

N dxdy:joz”de [(242rdr =@2"%12) jj”d@:ﬂﬁ.
Xy -

%,_/
272 [r2 /2], =272/2 (012" =27

2. Calcule la masa del cuerpo D definido por: y?+2z2<2, z>>2x*+y?, x>0, y>0, z>0,
si su densidad en cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al plano xy .
Masa(D) = _[jIDé(x, y,z) dxdydz, donde 5(x,y,z) =k|z|=kz pues z>0en D.
El cuerpo tiene caras en el plano xz, en el plano yz, la superficie S;
de ecuacion z° = 2x?+y? yla S, de ecuacion y? +z% = 2.
La curva interseccion de S1 y Sz puede expresarse como:
{22 =2x>+y? ={x2+y2 =1

= con x>0, y=0, z=20
y2+2° =2 y2+2° =2 Y

d— z%dela 2°enla1o—1

Asi, la proyeccion de D contra el plano xy es la region rayada en rojo (1/4 circulo de radio 1).

Masa(D) = ka z dxdydz = kﬂD dxdyj%zdz =§ij 2(1—x% - y?)dxdy =

l2 1 w2
= kjo dejo(l—rz)rdr =k jo d6 =k /8. Respuesta: [Masa(D) = k /8|
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 18/12/18

3. Sea f:RE > W3/ f(x,y,2)=(2%,92, x+Yy). Calculeel flujo de f através del trozo de plano
¥ de ecuacion 3x+ y+3z =6 cuya proyeccion sobre el plano xy tiene area igual a 8. Indique
graficamente como decidio orientar a X .

Se pide calcular H f-ndo.Enel esquema de la derecha se repre-

senta sombreado el trozo X de plano y el versor normal n con el
que se establece la orientacion elegida.

Se ha denotado Dyy, rayada en el esquema, a la proyeccion de X
sobre el plano Xy . Uno de los datos es que “area(Dyy) = 8.

Por su parte, X admite la ecuacion vectorial:
v; 6-3x—
X =(x, y,Ty) con (x,y) e D,

F(x.y)
i j k
Unvectornormala X es fi = Fy x F)', = (1) 0 —}3 (1,1/3,1), constante y con la orientacion
1 -1
del n representado en el grafico. Entonces:
(L3 B A
jj f-ido= jj xY) sy | @L/3.0 [l dxdy = ijXy 6 dxdy = 6 area(D,,)

8

Respuesta: .Uz f.ndo =48|

4. Si f(xy)=(2ye’", 2x@+2y?)e¥" +2y), verifique que f admite funcién potencial en %>
y calcule la circulacion del campo desde A=(0,0) hasta B =(L1) .

Una forma de verificar lo pedido es hallar la correspondiente funcién potencial. Para ello, si de-
notamos con ¢ a la funcion potencial, deberd cumplirse que f =V¢ en todo punto de R?.

2 2 2
A |0y =2ye) M) = p(xy)=[2ye’ dx=2xye’ +g(y) (3
|y =2x@r2yt)e” +2y (2

. oy y2 por (2) pe 2

Luego de (3) se obtiene que ¢ (x,y) =2x(1+2y eV +g'(ty) = 2x@+2y®)eY +2y, de
donde resulta g'(y) =2y = g(y) = y* + K. Reemplazando en (3) se obtiene:

2
p(x,y) =2xyel +y?+K
Esta ultima expresa la ecuacién de la familia de posibles funciones potenciales, una para cada
valor de la constante arbitraria K . Por simple derivacion se observa que Vg = f en %2, con lo
cual se verifica lo pedido.

- - - - -7 2
Por altimo imponiendo por ejemplo K =0 tendremos la funcion ¢(x,y) = 2xyeY” +y?, y para
toda curva C orientadade A a B resultara ICAB f-ds = ¢(B) —¢(A) = que es el resultado
de la circulacion pedida.
Nota: Si s6lo se hubiera querido demostrar la existencia de ¢, sin hallar una expresion para la misma, en este caso

particular hubiera alcanzado con verificar que f tiene matriz jacobiana continua y simétrica en R°.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 18/12/18

5. Dada la familia F de curvas planas de ecuacion 2x%+y? = C, calcule el 4rea de la region del
plano limitada por la recta de ecuacion y = 6 —x Y la curva de la familia ortogonal a F que pasa
por el punto (1,1).

2x2+y?=C

4x+2yy =0’

se elimind la constante C, la ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de Fes: 2x+yy' =0.

----------------------------

Comenzamos hallando la familia de curvas ortogonales a F: { como al derivar ya

de la familia ortogonal a F.
dy dx

2 7 = T

ecuacion de la familia de curvas ortogonal a F.

En particular, la curva de esta familia que pasa por (1,1) es| y“= X

Es decir, = ij‘ldyz_[x‘ldx = 2In|y|=In|x|[+A = y*=Kx |esla

Ahora el problema se reduce a calcular el area de la region AT

D del plano limitada por: y?=xe y=6-x. ///__);,;\

Estas curvas se intersecan en los puntos (9,—-3) vy (4,2). \ X
El esquema representa la region D sombreada, de la cual se ‘“"*-----.m___ A

pide calcular el area. Y USRI ' fffﬁi'.‘.‘.'::.-..kx

< 2 6-y 2
Area(D) | = || _dxdy = ) dy |, “dx = j (6—y—y2)dy:[6y—%y2—%y3]33: 125
D 3 y 3 6
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