Una resolucién explicada del parcial de 08/06/19

TEMA1
1,2

1. Dada la superficie = de ecuacién z = f(x,y) con (x,y)e%R*, donde f(x,y)=3x y+%x2 +y%+8,

halle los puntos de X en los que el plano tangente es horizontal (paralelo al plano xy) y analice en

cudles de dicho puntos el valor de f es un extremo local indicando, en ese caso, si es maximo o mi-
nimo local.

Siendo f polinémica es C?, con lo cual comenzamos buscando los puntos estacionarios (puntos en
que Vf es nulo).
fy(X,¥) = Xy+X
fy(x,y) = 1x%+2y

o Xy+x=0 —->x(y+1)=0->x=0vy=-1
Ptos. estacionarios: {1, °,
X +2y=0 (%)

x=0— 52y=0->y=0->A=(0,0).

y=-1—31x? 2=0-5x"=4>x=-2vx=2—->B=(-2-1) yC=(2-1).
A, B y C son los puntos estacionarios. Siendo f(0,0)=8, f(-2-1) =9y f(2,-1) =9.
Los puntos de X~ donde el plano tangente es horizontal son: (0,0,8), (-2,-19) y (2,-19) |
Anélisis de extremos locales:

Derivadas de 2° orden | A=(0,0) | B=(-2,-1) | C=(2,-))
Frc(xy) = y+1 1 0 0
fyy (%, Y) =X 0 -2 2
foy (X, y) =2 2 2 2

10
H(0,0) = =2>0= f(0,0) =8 es extremo local. Como f(0,0) =1 > 0, es minimo locall.
0 2

0 -2
H(-2,-1) = ‘ ) ‘ =-4<0=| f(-2,-1)no es extremo local
0 2
H(2-1) = ‘ 2‘ =—4<0=| f(2-1)no es extremo local,

2

. Sea la curva C incluida en la superficie = de ecuacion X =(u+v,u—v,u+v+2(u-v)?) con

(u,v) € R2. Sabiendo que la proyeccion de C sobre el plano xy tiene ecuacion x+ Yy =1, analice si
la recta tangente a C en (2,—1,4) tiene algin punto en comun con el plano xz .

De la ecuacion vectorial de = surge que su ecuacion cartesiana es: z = x+2y? con (x,y) € R*. En-
tonces una ecuacion vectorial para la curva C es X = (x,1-x, x+2(1—x)?) con xeR.

a(x)
Siendo §(2)=(2,-14) y §' (=@, -11-4(1-x))],p, =@ —15), una ecuacién para la recta
tangente a C en (2,-1,4) es:

X =(2,-1,4)+A(-15) con LR
X =@2+1,-1-1,4+51) con 1eN
Dado que el plano xz tiene ecuacion y =0, la recta tendré un punto en comdn con él si existe A para
el que —1— 1 = 0. Como esto de logra con 4 =—1, reemplazando en la ecuacion de la recta resulta el
punto (1,0, —1). Respuesta: ‘La recta tiene en comun el punto (1,0, —1) con el plano xz|.
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Una resolucién explicada del parcial de 08/06/19

. Siendo f(x,y) = 2x2e3Y"™*™ calcule una aproximacién de f (1.98,1.01) con Taylor de 2° orden.
Considerando el punto A = (2), los valores de f se aproximan por Taylor de 2° orden en un en-

torno de A mediante f(x,y) = f(A)+df (A X —A)+%d2f(A, X-A),
dondecon X =(x,y) y A=(21) resulta X —A=(x-2,y-1),

_ : B FIPVEP I O L
siendo d' f (A, X — A) [Hx(x 2)+8y(y 1)](f(A)con| 12.

Con lo cual queda:
fxy) = f(A)+ Fy(A(x-2)+ fy(A(y-D)+

+%{f>2>'<(A) (x=2)2+2f5 (A (x-2)(y-D+ f{&(A)(Y—l)Z}
f(A) =8

! 3 -5 3 -5 ’ 3 -5
fX(A)=l4xe YR 4 ox2e® VX JA=16, fy(A):[2X2e y+X 3JA:24
o (A) = |(4+4%)€3Y 75 4 (ax+ 2x2)eV 3, = 28

" 3 _5 14 3 —5
£ (A) = |(ax+2x2)e3V 53|, =48, 1, (A) = |px2e>V 53], =72

Con lo cual, en un entorno de A = (2,1), resulta:
f(Xy) =8+16(x—2)+24(y—1)+14(x—2)? +48(x—2)(y -1) +36(y —1)*
f (1.98,1.01) = 8+16(—0.02) + 24(0.01) +14 (—0.02)? + 48(-0.02) (0.01) + 36 (0.01)*
£(1.981.01) = 7.9196|

. Dada f:DcR? >R/ f(x,y)=In(x+y?) definida en sudominio natural D, determine y grafi-
que D y el conjunto de puntos M de la curva de ecuacion x=y? —2 donde f queda definida.

Los puntos de D son aquellos para los cuales x + y2>0. UL =
Es decir,

D={(xy)e®R* / x>-y*}
que se representa sombreado en el grafico de la derecha. . —L ._ x
Por su parte, el conjunto M es el de los puntos de la curva de ' ’
ecuacion x=y? —2 que pertenecena D .

Veamos en qué puntos se intersecan la frontera de D y esta curva: _ar ~
= — 2 = — 2 = — 2 X= —1 R
X Z =X ) y , .= X , Yo , . .Lospuntosson (-1-1) y (-11).
x=y°-2 |-y"=y"-2 [y°=1 y =1

En el gréafico se representa el conjunto M en color rojo, como M debe estar incluido en D, resulta:

M={(x,y)eR?/ x=y*-2 A x>-1}
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Una resolucién explicada del parcial de 08/06/19

2
5. Dada z=u+v?u® con {u Xy , resulta z = h(x, y). Sabiendo que f queda definida en forma

= f(xy)
implicita mediante la ecuacion xv+In(yv—-1)—1=0 en un entorno de (X,,Y,) = (1, 2), halle una
ecuacion para la recta normal a la superficie z = h(x,y) enel punto (1,2,z,).

Uy =3
Siendo (X,,Y,) =12) = {VO £(12) donde 1v, +In(2v, -1)-1=0 < v, =1, con lo cual resulta
o~ '

z, =3+1°3° =30.
Expresando ahora la ecuacion de la superficie en forma implicita tenemos:
h(x,y)-z=0
%,_/
F(xy.2)
Con lo cual un vector normal a la superficie en (1,2,30)es fi, = VF(1,2,30). Una vez obtenido este

vector, una ecuacion para la recta normal pedidaes' X = (1,2,30)+ A0, con 1 eR ().
M, = VF(1,2,30) = (h}(12), h{ (1,2), -1) = (24 (L2), 2}, (1,2), —1), que se puede calcular observando la
red de dependencia funcional que se representa:

/ \ 2, (L2) = [z} ux+2, VS(]xo,yo,uO,vo
N Bl
Denotando G(x, y,V) = xv+In(yv-1) -1, se observa que:
= G(L2) =
= VG(X,Y,Vv)=(v,

yv SVIVAR x+y+_l) es continuo en entorno de (X,,Y,,V,) PpOr tener componentes

continuas (polinomio, cociente de polinomios con denominador no nulo, 0 suma de ambas).
» G,(121)=3+0.
Con lo cual la ecuacion xv+In(yv—-1)—1=0 define v= f(X,y) en entorno de (1,2) con f diferen-
- oy - k@2 1o Gyd2D)
ciable en (1,2), resultando: vy (1,2) = G@2) ~ 3 vy(L,2) =~ 02D - 3
Las otras derivadas son directas:

2{, (U, Vo) =[1+3V2U%], 50q =28, Z}(Uy,V,) =[2VU*], 5,4 =54,
Uy (Xo, Yo) =[2X]yeg, y—2 = 2, U,y(xo' Yo) =[xy, y—0 =1
Etonces 7} (1,2) = 28 2+54 (-1/3) = 38
2y (1,2)=281+54 (-1/3) =10
Reemplazando en (*) resulta X = (1,2,30)+4(38,10,—1) con A eR.
Respuesta: Una ecuacion para la recta normal pedida es | X = (1+384, 2+104, 30— 1) con 1 eR|

Nota: La obtencion de fi, es valida pues h es diferenciable por composicion de funciones diferencia-

bles (polinomios y la funcién f que es diferenciable, y por lo tanto también v? = f?2) en el
punto (1,2).
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Una resolucién explicada del parcial de 08/06/19

TEMA 2

1. Dada la superficie = de ecuacion z = f(x,y) con (x,y)eR?, donde f(x,y)=3y’x+3y’+x*+8,

halle los puntos de X en los que el plano tangente es horizontal (paralelo al plano xy) y analice en
cuéles de dicho puntos el valor de f es un extremo local indicando, en ese caso, Si es maximo o mi-
nimo local.

Siendo f polinémica es C?, con lo cual comenzamos buscando los puntos estacionarios (puntos en

que Vf es nulo).
fx(x,y) =1y?+2x
fy(xy)=xy+y

Ptos. estacionarios: {

Xy+y=0

y=0—% 52x=0->x=0->A=(0,0).

1y?+2x=0 (%

->y(x+1)=0—->y=0vx=-1

x=-1-— 31y2 2-05y?=45y=-2vy=2->B=(-1-2) yC=(-12).
A, B y C son los puntos estacionarios. Siendo f(0,0)=8, f(-1,-2) =9y f(-12)=9.

Los puntos de X~ donde el plano tangente es horizontal son: (0,0,8), (-1,-2,9) y (-12,9) |

Andlisis de extremos locales:

Derivadas de 2° orden | A=(0,0) | B=(-1-2) | C=(-12)
Frc (X, y) =2 2 2 2
fy(Xy)=y 0 -2 2
fyy (X, y) =x+1 1 0 0

2 0
H(0,0) = =2>0= f(0,0) =8 es extremo local. Como f;(0,0) =2 >0, es minimo local.
01

2 -2
H(-1-2) = ‘ ) ‘ =-4<0=| f(-1-2)no es extremo local

2 2
H(-12) = ‘2 O‘ =—4<0=| f(=1,2)no es extremo local,

. Sea la curva C incluida en la superficie = de ecuacion X =(u—v,u+v,u—v+2(u+v)?) con
(u,v) € R2. Sabiendo que la proyeccion de C sobre el plano xy tiene ecuacion x+ Yy =1, analice si
la recta tangente a C en (—1,2,7) tiene algun punto en comun con el plano yz.
De la ecuacion vectorial de = surge que su ecuacion cartesiana es: z = x+2y? con (x,y) € R. En-
tonces una ecuacion vectorial para la curva C es X = (x,1-x, x+2(1—x)?) con xeR.
da(x)

Siendo §(-1)=(-1,2,7) y g'(-)=(, -1, 1—4(1—x))]x=_1 =(1, -1 —7), una ecuacion para la rec-
ta tangentea C en (-1,2,7) es:

X =(-127)+A1(L,-1,-7) con LeR

X =(-1+1,2—-1,7-74) con LeR
Dado que el plano yz tiene ecuacion x = 0, la recta tendra un punto en comun con él si existe A pa-
rael que —1+ 4 =0. Como esto de logra con A =1, reemplazando en la ecuacion de la recta resulta
el punto (0,1,0). Respuesta: ‘La recta tiene en comun el punto (0,1,0) con el plano yz|.
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Una resolucién explicada del parcial de 08/06/19

3. Siendo f(x,y)=2y? e3x+y_5, calcule una aproximacion de f(1.01,1.98) con Taylor de 2° orden.
Considerando el punto A = (1,2), los valores de f se aproximan por Taylor de 2° orden en un en-

torno de A mediante f(Xx,y) = f(A)+df (A X —A)+%d2f(A, X-A),
dondecon X =(x,y) y A= (1,2) resulta X —A=(x-1y-2),

- i =12 -+ 2 y-2[" coni=
siendo d' f (A, X — A) [5><(X 1)+ay(y 2)](f(A)con| 12.

Con lo cual queda:
fxy) = f(A)+ Fy(A(X-D+ fy(A(y-2)+

+%{f>&(A)(X—1)2 +2 f (A(X-D(y-2)+ f;’&(A)(y—Z)z}
f(A) =8
£l (A) = [2 y2e3 Xty 3JA =24, f)(A) = [4 ye3X=2 4o y2e3x+y‘5JA ~16

£ (A) = [6 y2e3Xty=S 3JA =72, 5 (A) = [(12y+6 yz)e3X+y_5JA — 48
fi (A) = [(4+4y)e3x+y‘5 +(4y+2y2)esx+y_5JA =28
Con lo cual, en un entorno de A = (1,2), resulta:
f(Xy) =8+24(x-1)+16(y—2)+36(x—1)2 +48(x—1)(y —2) +14(y —2)*

f (1.01,1.98) = 8+24(0.01) +16(-0.02) +36 (0.01)° +48(0.01) (-0.02) +14(-0.02)°
| £(1.01,1.98) = 7.9196)|

4. Dada f:DcR? >R/ f(xy)=In(y+x?) definida en su dominio natural D, determine y grafi-
que D y el conjunto de puntos M de la curva de ecuacion y = x*> — 2 donde f queda definida.

.
Los puntos de D son aquellos para los cuales y +x? > 0. \ " ]
Es decir, Vo1 1 ,x’f
D={(x,y)eR?/y>—-x*} \ oo /X
que se representa sombreado en el grafico de la derecha. M\ /M
Por su parte, el conjunto M es el de los puntos de la curva de \@ a
ecuacion y = x> —2 que pertenecena D, P
Veamos en qué puntos se intersecan la frontera de D y esta N P
curva:
2 2 2 —
{i;x;(—Z = {E/X_Z :sz . = {3(/2_: 1X = {1/(2 _ 1. Los puntos son (-1,-1) y (1,-1).

En el grafico se representa el conjunto M en color rojo, como M debe estar incluido en D, resulta:

M={(x,y)eR?/ y=x*-2 A y>-1}
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Una resolucién explicada del parcial de 08/06/19

u=1f(xy)
v=xi+y
implicita mediante la ecuacion xu-+In(yu—-1)—1=0 en un entorno de (X,,Y,) = (L 2), halle una
ecuacion para la recta normal a la superficie z = h(x,y) enel punto (1,2,z,).

5. Dada z=v+u?v® con { , resulta z = h(x,y) . Sabiendo que f queda definida en forma

u, =f(@2
Siendo (x,,Y,) = (12) = {VO &.2) donde 1u, +In(2u, -1)-1=0 < u, =1, con lo cual resul-
O =
ta z, =3+1°3% = 30.
Expresando ahora la ecuacion de la superficie en forma implicita tenemos:

h(x,y)—z=0

—77 7
F(xy.2)

Con lo cual un vector normal a la superficie en (1,2,30)es fi, = VF(1,2,30). Una vez obtenido este

vector, una ecuacion para la recta normal pedida es| X = (1,2,30) + 4 N, con Ae R (*).
n, = VF(1,2,30) = (h}(1,2), hy (1,2), -1) = (24 (1,2), zy(1,2), —1), que se puede calcular observando la
red de dependencia funcional que se representa:

u 2, (1,2) = [z}, uy+2z}, vi]
Ay X uUxt2v Vxlx 'y u v
Z/ X\‘y Z' (12)_|-Z’ u' +Z, V,JO o'"o’o
\V/V/V y\welmru Ry v yXO,yO,UO,Vo

Denotando G(X,y,u) = xu+In(yu—1)—1, se observa que:
= G@2) =0.

= VG(X,y,u)=(u, yb’_l, X+ yal—l) es continuo en entorno de (X,,Y,,V,) Ppor tener componentes

continuas (polinomio, cociente de polinomios con denominador no nulo, o suma de ambas).
= G,(1,21) =3=0.
Con lo cual la ecuacion xu+In(yu—21)—1=0 define u= f(x,y) en entorno de (1,2) con f diferen-

Gx(121) 1 Gy21) 4

ciable en (1,2), resultando: u} (1,2) =~ G 02D~ 3 uy(12) -G 2D " 3
146y U\-4r

Las otras derivadas son directas:
24, (Ug Vo) =[2uv®] g =54 , 2y (Ug,V,) = [L+3u*V?] 4 =28, ,
Vi (X0 Yo) = [2X] 4 y—2 = 2, V,y(xo’ Yo) =gy =1.
73,(1,2) =54 (-1/3)+28 2= 38
Entonces 2,,(1,2) = 54 (~1/3) +281=10
Reemplazando en (*) resulta X = (1,2,30)+4(38,10,—1) con A eR.
Respuesta: Una ecuacion para la recta normal pedida es | X = (1+384, 2+104, 30— 1) con 1 eR|

Nota: La obtencion de fi, es valida pues h es diferenciable por composicion de funciones diferencia-

bles (polinomios y la funcién f que es diferenciable, y por lo tanto también u® = f?2) en el
punto (1,2).
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