FIUBA Andlisis Matemético II- Primer Parcial 11-6-2022

Un resolucién explicadal

Tema 1

e Ejercicio 1. Sea
4 —x? — 4y?
22 — o2

fz,y) =
y sea D el dominio natural de f. Grafique D, 0D y el interior de D.

Y

Solucion:

El dominio natural de f es el conjunto D C R? formado por los (x,y) € R? para los cuales es

posible efectuar las operaciones que definen f(z,y). Entonces (x,y) € D siy solo si
4—a>—4PF>0 A 22—y*#0.

Si llamamos Dy = {(z,y) € R? : 4 —2? —4y* > 0} y Dy = {(z,y) € R* : 2% — y* # 0},

z?
22

una elipse centrada en el origen con ejes paralelos a los ejes coordenados junto con su interior.

tenemos que D = D; N Dy. Como 4 — 22 — 49% > 0 si y solo si % + y? < 1, resulta que D; es

Respecto de Dy, su complemento D5 = R? — D, estd compuesto por los puntos (z,y) tales que

22 —y? = 0. Como 2% — y*> = (z — y)(x + y), tenemos que

=0 <= (-ylr+y)=0 < 2—y=0V o+y=0.

Por lo tanto D§ es la unién de las rectas Ly y Ly de ecuaciones, respectivamente, y = x e
y = —x. Entonces
Dy =R* — (L1 U Ly)
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y, en consecuencia, el conjunto D es D = Dy — (L; U Ls), cuya expresién analitica es

.’13'2
22

D:{(x,y)€R2: +y2§1/\y7éx/\y7é—x}.

La frontera de D es entonces el conjunto 0D cuyo grafico se muestra a continuacion.

¥
oD )

Note que los puntos de las rectas Ly y Lo que se encuentran en D; forman parte de la frontera
de D pues no pertenecen a D pero cualquier entorno de ellos contiene puntos de D, en otras
palabras, cumplen con la definicién de punto frontera de D, que es que cualquier entorno de un

punto frontera debe contener puntos tanto de D como del complemento de D.

Finalmente, el interior de D es int(D) = D — 9D y tiene el gréfico siguiente:



e Ejercicio 2. Sea D = {(z,y) € R* : (z +1)* +y* < 4} ysea f : D — R definida por
f(x,y) = 2243z +y?. Justifique la existencia de extremos absolutos para f y hallelos, indicando

en qué puntos de D se producen.
Solucion:

El conjunto D es el circulo de radio 2 centrado en el punto (—1,0), el cual es un conjunto
cerrado y acotado y, por ende, compacto. La funciéon f es continua en D pues es polindmica.

Entonces, debido al teorema de Weierstrass f alcanza un maximo y un minimo absolutos en D.

Una vez justificada la existencia de los extremos absolutos, procedemos a buscar los puntos de
D que son candidatos a producir extremo. Tanto el méximo como el minimo podrian producirse
en el interior o en la frontera de D. En caso de que un extremo se alcance en el interior de
D, entonces en el punto en el cual éste se produce también f alcanza un extremo relativo y,
en consecuencia, ese punto debe ser un punto critico de f. Comenzamos entonces buscando los
puntos del interior de D (que llamaremos U) que son puntos criticos de f. Como f es de clase

C! en U por ser polinémica, los puntos criticos deben cumplir que V f(z,y) = 0. Como
- 3
Vi,y) =0 < fi(z,y)=22+3=0A fi(z,y) =2y=0 <= == ) A y=0,

hay un tinico punto critico de f en U, que es P, = (—3/2,0). Note que P, € U = {(z,y) € R? :
(r+1)% +y? < 4},

En caso de que un extremo se alcance en la frontera 9D = {(z,y) € R? : (x + 1)* +y* = 4},
los puntos en los cuales éste se produce se encuentran entre aquellos en los cuales la funcién
f restringida a 0D alcanza un extremo absoluto. Buscamos entonces los puntos de 9D en
los cuales podria producirse un extremo de f cuando se toma como dominio de la funcién al

conjunto 0D.

Como 9D admite la parametrizacién (z,y) = d(t) = (2cos(t) — 1, 2sen(t)), t € [0, 27|, analiza-



mos la funcién h = f o @, es decir:

h(t) = f(2cos(t) — 1,2 sen(t))
= (2cos(t) — 1)® + 3(2cos(t) — 1) + 4 sen?(t)
= 2+ 2cos(t)

sobre el intervalo [0, 27], pues los valores méximo y minimo de h sobre [0, 27| coinciden, respec-
tivamente, con los valores maximo y minimo de f sobre 0D y, ademads, h alcanza un extremo

en t € [0,2n] siy solo si f alcanza un extremo en P = &(t) € 9D.

Como h es derivable en (0,27) los extremos absolutos de h solo podrian alcanzarse en t = 0,
t = 2w, o en los puntos t € (0,27) tales que h/(t) = 0. Como h'(t) = —2sen(t), A'(t) = 0siy
solo si t = k7 con k € Z, el tinico punto de (0,27) donde se anula la derivada de h es t = 7.
Resumiendo, los puntos de [0, 27] en los cuales podria producirse un extremo de h son t, = 0,
t, = my t. = 2m. En consecuencia, los puntos de 9D en los cuales podria producirse un extremo

de f restringida a 9D son:

Py, =3(t.) = (1,0), P3=35(ty) =(-3,0), Py=d(t;)=(1,0) = P.

Teniendo en cuenta el andlisis en el interior y en la frontera de D, llegamos a la conclusién que

los candidatos a ser puntos en los cuales f alcanza un extremo absoluto son P, Py y Ps.

Como f(P) = f(—3/2,0) = =9/4, f(P2) =4y f(P3) =0, concluimos que

max(f) =4y se alcanza en P»| |min(f) = —9/4y se alcanza en P

Proponemos al lector que grafique los conjuntos de nivel de f en D, para visualizar los puntos

donde f restringido al dominio D alcanza sus extremos de absolutos.

Ejercicio 3. Sea C la curva incluida en la superficie ¥ de ecuacién xy + z = 0 cuya proyeccién
sobre el plano wy satisface la ecuacién 2% + y* = 2. Halle todos los puntos de la curva en los

cuales la recta tangente resulta paralela al plano xy.
Solucién:

Los puntos de la curva C' satisfacen la ecuacién de la superficie ¥ y también la ecuacién
2?2 +y? = 2 ya que si (x,y,2) € C, su proyeccién sobre el plano zy es (z,y,0). Luego C es la
interseccién de la superficie 3 con el cilindro ¥* de ecuacién z? + y? = 2. En otras palabras, C

estd definida por la ecuaciones cartesianas:

ry+2=0
! (1
2242 —-2=0
Sean fi(x,y,2) = 2y + 2y fo(w,y,2) = 2° + y*> — 2. Ambas funciones son de clase C! vy,

en consecuencia, diferenciables. Por lo tanto, en aquellos puntos (z,y,z) € C en los cuales



T = Vii(x,y,z) x Vs(z,y,2) # 0, tendremos que T es vector director de la recta tangente a

C' en ese punto.

Como
ik
T:Vfl(fﬂ,y,Z) XVfQ(ZE,y7Z>: Yy r 1 |= (—2%2$7292—2$2),
2¢ 2y 0

y los puntos de C' satisfacen la ecuacién 2% + y* = 2, se tiene que en ningtin punto de la curva
pueden anularse en forma simultanea las coordenadas x e y, con lo cual T #+ 0 en todo punto
de C'. Por lo tanto, para todo punto (x,y,z) € C, T = (—2y, 2, 2y* — 22?) es vector director
de la recta tangente a C' en ese punto. Entonces, la recta tangente a C' en (x,y, z) es paralela al
plano xy si y solo si la tercera componente de T es nula, es decir, si 2% — 222 = 0. Los puntos

de C que satisfacen la condicién pedida en el enunciado son los que cumplen

xy+z2=0
2+ —2=0
292 — 222 =0

La tltima ecuacién es equivalente a 22 = 32, con lo cual, sutituyendo en la segunda ecuacién
queda que 222 = 2 y entonces 22 = 1, lo que es quivalente a x = 1 6 x = —1. Por lo tanto

tenemos las siguientes posibilidades:

r=1=1y=1=y=1Vy=—1= (z=1,y=1,z2=-1)V(@=1,y=—-1, z2=1).
0

r=-1=¢y"=1=y=1Vy=-1= (r=-1,y=1,z=1)V(z=-1,y=-1, z=—1).

Note que en todos los casos z se obtuvo a partir de la primera ecuacion, que es equivalente a

z = —xy.

En definitiva, los puntos que cumplen lo solicitado, son

(1,1,-1), (1,-1,1), (—=1,1,1) y (—=1,—1,—1)

Otra forma de resolver el problema es a través de una parametrizaciéon de C. A partir de
las ecuaciones de C' dadas en (1) podemos obtener lo siguiente. Como z? + y* = 2, entonces
podemos expresar © = y/2cos(t) e y = v/2sen(t) con t € [0,2n]. Teniendo en cuenta que

z = —xy, entonces z = —2cos(t) sen(t) = —sen(2t). Por lo tanto

—

X = ad(t) = (V2cos(t), V2 sen(t), —sen(2t)), t € [0,2n]

es una ecuacién paramétrica para C.



Como @ (t) = (—v/2sen(t), v2cos(t), —2 cos(2t)) # 0 para todo t € [0,2x], el vector @ (t) es
vector director de la recta tangente a C' en cada punto @(t). Luego, la condicién que la recta
tangente sea paralela al plano xy es equivalente a que en el punto de la curva correspondiente
al parametro ¢ se cumpla que cos(2t) = 0. Como cos(2t) = 0 si y solo si 2t = 7/2 + km, con
k€ Z,yt € l0,2r], obtenemos los valores t; = /4, to = 3w /4, t3 = 5w /4 y ty = Tn/4, que
corresponden a los puntos P; = @(t;), i = 1,...,4, que resultan ser los mismos que hallamos al

principio, pero por otro medio.

e Ejercicio 4. Halle el plano tangente al grafico de g(z,y) = f(2® — 2y, 2% — %) en el punto
(1,—1,9(1,-1)), siendo w = f(u,v) la funcién de clase C* definida implicitamente en un entorno

del punto (ug,vg) = (3,0) por la ecuacién

ue™ — 2uw = 9.

Solucion:

Dado que (ug, vg, wp), con wy = f(ug, vy), debe satisfacer a la ecuacién que define a f implici-

tamente, resulta que 9 = ug — 2upwy = 3 — 6wy y, por ende, f(ug,vg) = wy = —1.

Como el enunciado afirma que f es de clase C' en un entorno de (3,0)?, f es diferenciable en

ese punto y sus derivadas parciales valen:

F'(3,0,—1 v — 2 - 1
£(3,0)= —fu3020 " Z2wleooy 1
F!(3,0,—1) uve'™ — 2ul;g o1y 2
F/(3,0,—1 wue™|s,0,— 1
71(3,0) = ~2B07D ooy _ _1
F!(3,0,—1) uvery — 2ul(30,-1) 2

donde F(u,v,w) = ue’™ — 2uw — 9 es de clase C'. Luego, Df(3,0) =[1/2 —1/2].

Llamemos h(z,y) = (22 — 2y,22 — y?). Esta funcién tiene componentes C', con lo cual es
diferenciable en todo punto de R?. Dado que ¢ = f o h es la composicion de dos funciones

diferenciables y que ﬁ(l, —1) = (3,0), tenemos que es valida la regla de la cadena y que

Dg(1,—1) = Df(3,0)Dh(1,—1) = [1/2 — 1/2] [ Z __25 ] 0 —2.
(1-1)

Por lo tanto Vg(1,—1) = (0, —2). También tenemos que g(1,—1) = f(3,0) = —1. Una ecuacién

para el plano tangente al gréfico g en (1,—1,—1) es entonces

0, equivalentemente,

’2y—|—z+3:()‘

2Esto puede probarse mediante el teorema de la funcién implicita pero no se pide.



e Ejercicio 5. Sea f : R* — R una funcién con derivadas parciales continuas, de la cual se sabe

que el conjunto de nivel 1 es un superficie ¥ que admite la parametrizacién X = (u, u+v, u?+v),
(u,v) € R%. Sabiendo que para A = (1,2,2) y 7 = (1/v/3,1/v/3,1/v/3), f'(A,#) = v/3, halle la

aproximacién lineal de f alrededor de A.
Solucién:

Como f tiene derivadas parciales continuas es de clase C' y por lo tanto diferenciable. Por lo

tanto tenemos que

Vf(A) T = f,<A7f) = \/gv (2)
y de alli deducimos que Vf(A) # 0.
Por otro lado, por el dato que tenemos, la superficie ¥ : f(z,y, z) = 1 admite la parametrizacién
d(u,v) = (u,u + v,u2 +v), (u,v) € R2 Dado que A = ¢(1,1), A € £ y ademés f(A) = 1.
Como las componentes de 5 son de clase C!, (E es diferenciable y, entonces, el vector
k

J
it = ¢,(1,1) x ¢,(1,1) = 1 2u =(-1,-1,1),
1

(L,1)
es normal a ¥ en A, al igual que lo es Vf(A), ya que ¥ es una superficie de nivel de f.
Entonces Vf(A) || 7, es decir Vf(A) = al = (—a,—aq,a) para algin o € R. Con esta

informacién volvemos a (2) para obtener
\/g = (—Oé, —Q, Oé) ’ (1/\/57 ]-/\/57 1/\/5)

De alli deducimos que v = —3 y a continuacién que V f(A) = (3,3, —3). La aproximacién lineal

de f alrededor de A es entonces

L(z,y,2) = f(A)+Vf(A) - (z—1,y—2,2—2)=1+3(x—1)+3(y —2) — 3(2 — 2)

El tema 2 se resuelve de forma similar y solo presentamos su enunciado.
Tema 2

s Ejercicio 1. Sea C' la curva incluida en la superficie ¥ de ecuacion xz —y = 0 cuya proyecciéon
sobre el plano zz satisface la ecuacién 2% + 22 = 8. Halle todos los puntos de la curva en los

cuales la recta tangente resulta paralela al plano xz.

» Ejercicio 2. Halle el plano tangente al grafico de g(z,y) = f(2? — ¥,z + 2y?) en el punto
(1,—1,9(1,-1)), siendo w = f(u,v) la funcién de clase C* definida implicitamente en un entorno

del punto (ug,ve) = (0,3) por la ecuacién

ve " + 2uw = 9.



» Ejercicio 3. Sea f : R® — R una funcién con derivadas parciales continuas, de la cual se sabe

que el conjunto de nivel 1 es un superficie 3 que admite la parametrizacién X = (u, u—v,u?—v),

(u,v) € R2. Sabiendo que para A = (1,2,2) vy # = (1/v/3,1/v/3,1/v3), f'(A,7#) = —/3, halle

la aproximacién lineal de f alrededor de A.

» Ejercicio 4. Sea D = {(z,y) € R* : 22 + (y + 1)> < 4} y sea f : D — R definida por
f(x,y) = y?+3y+a2. Justifique la existencia de extremos absolutos para f y hallelos, indicando

en qué puntos de D se producen.

= Ejercicio 5. Sea

V4 —4x? — 92

y2_x2

flz,y) =

y sea D el dominio natural de f. Grafique D, 0D y el interior de D.

Y



