UBAfiUha &

FACULTAD DE INGENIERIA

Departamento de Estabilidad

84.02/64.01 ESTABILIDAD |

DIAGRAMAS DE CARACTERISTICAS

Ing. Carolina Pérez Taboada!

1 JTP del Dto. de Estabilidad, Facultad de Ingenieria, UBA



84.02/64.01 ESTABILIDAD |

indice de contenidos

FUENIES A8 CONSUIA.....eiiiiiiiiiiitiiie e e e e e
L@ 011 110 PR
ESTUEIZOS CAraCteriStiCOS .....coivviieiiiiiie et
Reacciones de VINCUIO INTEIMO .......uiiiiviiie i
ESTUEIZOS CaraCteriStiCOS .....uvviiiiiiiee it
Ternas locales y convencion de SIgNOS........c..ueeiveeeiiiiiiiiieeeeeeeeciineeeeeeeesenenes
Diagramas CaraCteriStiCOS.......ccuuuiiiieeieiiiiiiieie e e s s e e s e e e e e e s rareeeae e
Diagramas de caracteristicas en el plano ..........ccocceeiiieiiiiiniee e
Relaciones diferenciales en el plano............cccccoiiiiiiici e,
Procedimiento y recomendaciones para el trazado..........cccccceevevvvvieieeeee i,
Valores que se conocen de antemMaN0........c.uvveeeeeeriiiiiirrreeeeessiiirnereeeessannnes
Relaciones diferenciales en el @SPacio ..........ccovruviieiiiiiie i
Trazado €N €l @SPACIO .......eeeiiiiiiei it
RESUMEN Y ChEQUEO ...
L= R0 L= 1T o T | PPt
Lista de verificacion (ChecCkIiSt).........coccuuiiiiiiiiiii e

Fuentes de consulta

El presente apunte se ha confeccionado en base a la bibliografia que se detalla a continuacion.
Para mayor profundidad o detalles, ejercicios resueltos y ejercicios propuestos, favor de recurrir a

las fuentes.

e R. C. Hibbeler (2004) Mecénica vectorial para ingenieros - Estatica, México, Pearson

Educacién

e Pico, Peralta, Ciancio, Montanaro (2013) Estatica, Tandil, Buenos Aires, Argentina,

UNICEN




DIAGRAMAS DE CARACTERISTICAS

Diagramas de caracteristicas

Objetivos
Los objetivos del presente documento son que el estudiante:

e Comprenda la razén del calculo de los esfuerzos caracteristicos en una seccion

e Pueda trasladar el concepto de reacciones de vinculo interno y lo relacione con el de
esfuerzo interno en la seccién transversal de una pieza

e Incorpore las relaciones diferenciales entre los esfuerzos caracteristicos

e Identifigue los puntos singulares, tanto de discontinuidades geométricas como
discontinuidades de cargas.

e Sepa trazar los diagramas de esfuerzos caracteristicos axil, corte y momentos en el plano
y en el espacio

e Identifique las fibras traccionadas y comprimidas de una seccion sometida a esfuerzos
axiles o de momentos flexores.

Esfuerzos caracteristicos

Se ha indicado anteriormente que en Estabilidad | se estudiaran estructuras formadas por barras.
Se recuerda que se le llama barra a un elemento estructural donde una dimensién prevalece sobre
las otras dos.

El disefio de cualquier elemento estructural o mecanico requiere conocer las fuerzas que actdan
dentro de él, para saber si es capaz de soportar las cargas a las que se encuentra sometido. El primer
paso para conocer el comportamiento de las fuerzas dentro del material, es conocer su resultante,
que no son otra cosa que las reacciones de vinculo internas. Para ello se utilizara el método de las
secciones.

Reacciones de vinculo interno

Se tiene un elemento de barra sobre el que actia un sistema de fuerzas en equilibrio SF.

SF

‘r

R

s - X

—

Figura 1.  Cuerpo libre sobre el que actua un sistema de fuerzas SF

Si se practica un corte por una seccién transversal al eje de la barra 'y se separa una parte respecto
de la otra, sera necesario aplicarle el efecto que una parte estaba ejerciendo sobre la opuesta para
restablecer el equilibrio.
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Figura2.  Corte por un plano perpendicular a la barra que separa el cuerpo en dos
partes
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Es decir que al separar una parte respecto de la otra, para que las dos partes sigan estando en
equilibrio, debe reemplazarse el efecto de las fuerzas internas que estaban siendo ejercidas por el
material. A este efecto se le llama reacciones de vinculo interno (RVI).

Parte I Mrir Rr Parte I

N ¥

Gr G
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Figura 3. Restitucién del equilibrio de las partes separadas mediante la resultante
de fuerzas y momentos que esta actuando en la parte opuesta, aplicado en el
baricentro.

El valor de las reacciones de vinculo interno sobre una de las partes, por ejemplo Parte |, sera
igual a la resultante de fuerzas Ry y momentos Mgy del sistema de fuerzas que actla sobre la otra
parte, Parte Il, aplicado en el baricentro de la seccién transversal G,. Asi mismo, sobre la otra parte,
la accion a aplicar para restituir el equilibrio sera igual y contraria a la de la seccion separada.

Para restituir el equilibrio en la Parte |  Para restituir el equilibrio en la Parte I

R —_
Ry, = Fparte 11 R, = Fparte
— Gr _ Gyr
MRII - g MFparte]] MRI - : MFParteI

Esfuerzos caracteristicos

(Eq 1)

A estas reacciones de vinculo interno se las puede descomponer segun una terna local de
referencia, donde uno de los ejes sera paralelo al eje de la barra y los otros dos pertenecientes al
plano de la seccion transversal.

Dado un cuerpo en sometido a un sistema de fuerzas en equilibrio, al que se lo separa en dos
partes mediante una seccion transversal a su eje, se le llama esfuerzo o solicitacion caracteristica
al par de fuerzas y/o par de momentos opuestos reducidos en el baricentro de la seccion, necesarios
para restituir el equilibrio de cada una de las partes. Estos esfuerzos reciben diferentes nombres
segun su orientacién respecto del eje de la barra y el plano de la seccién.

Se le llama:

e Esfuerzo Normal N, a las componentes paralelas al eje de la barra.

o Esfuerzos de Corte, cizallamiento o cortante Q, a las componentes de fuerza
pertenecientes al plano de la seccion.

¢ Momentos Flexores My alos momentos con componentes dentro del plano de la seccion.

e Momento Torsor Mr, al momento de direccion paralela al eje de la barra.

Ternas locales y convencién de signos

No es suficiente con conocer el valor del esfuerzo, sino también debemos saber cémo es que esta
actuando. Es necesario entonces definir una terna y una convencion de signos para indicar cual es
el efecto sobre la pieza.

Cada orientacion de las barras que conforman la estructura tendréd una terna local, de manera que
uno de sus ejes, se conviene en llamarlo x, debe coincidir con el eje de la barra. Dado que la mayor
parte de las fuerzas actuantes son gravitatorias, el eje vertical suele ser positivo hacia abajo. Para
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que en terna derecha el eje restante sea saliente, entonces debe nombrarse el eje vertical hacia
abajo z y el eje horizontal saliente y. 2

Se conviene adaptar la siguiente convencion en terna derecha para cada orientacion de barra:

X X
X
y z V4
z
X
y Y
Y z

Figura4.  Ternas convenidas

Para poder visualizar mejor los esfuerzos en una seccion dada, es conveniente representarlos en
una rebanada de barra, de manera que la rebanada se encuentra en equilibrio y los pares de fuerzas
o de momentos que forman el esfuerzo caracteristico quedan expuestos sobre ambas caras de la
rebanada.

Se conviene que seran positivos los siguientes esfuerzos:

Esfuerzo Normal Momento Torsor
== T )
Corte z Momento flexor z
Q: M 2
Corte y Momento flexor y

A

Figura5.  Convencion de esfuerzos positivos

Se podria definir como cara positiva a aquella para la cual los esfuerzos positivos coinciden con
laterna. En el caso de una barra horizontal, practicada una seccién que separa en dos partes la barra,
la cara positiva es la que queda sobre la parte que quedoé a izquierda del corte.

Terna de referencia local

X
y
z

Figura6. Cara positiva

2 Otra premisa que debe considerarse es que es conveniente orientar los ejes y y z de acuerdo
con los ejes principales de inercia de la seccién transversal de la barra. Sin embargo es corriente que
los ejes principales coincidan con las direcciones vertical y horizontal.
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Diagramas caracteristicos

Si se considera cada uno de estos esfuerzos por separado se puede graficar, sobre un esquema
de la estructura de barras, el valor del esfuerzo en cada una de las secciones. A esta representacion
gréafica se le llama diagrama de caracteristicas.

Esta es una manera muy elocuente de determinar la seccion para la cual cada esfuerzo asume
valores maximos y minimos. Estos valores maximos y minimos de un esfuerzo en cada elemento
estructural determinan cual es la seccién mas comprometida de la pieza. Estos valores son datos de
entrada para el dimensionamiento y verificacién del elemento estructural

Diagramas de caracteristicas en el plano

Si la estructura y las cargas pueden modelarse contenidas en un plano, entonces las fuerzas
internas de la pieza también pertenecen al mismo plano.

Los esfuerzos caracteristicos que pueden desarrollarse en el plano son: el esfuerzo normal, el
esfuerzo de corte perpendicular al normal, perteneciente al plano, y el momento flexor en el eje
perpendicular al plano.

5
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Figura7.  Esfuerzos caracteristicos en el plano

Relaciones diferenciales en el plano

Los diagramas de cada esfuerzo representan el valor del esfuerzo en cada seccion. Para conocer
cémo son las funciones que indican la variacion de los diagramas, se parte del equilibrio de una
seccién de tamanio diferencial de la barra, sometida a todas las acciones posibles en el plano cuyas
funciones sean continuas y derivables.

Dada una estructura de barras plana en equilibrio sometida a un estado de cargas coplanar a la
estructura, se considera una seccion de ancho diferencial dx. Esta se encuentra sometida a la accién
de cargas de distribucién continua y derivable:

e Una carga distribuida g, perpendicular al eje de la barra, de signo positivo segun la terna
local, de distribucion cualquiera

e Una carga distribuida qx, paralela al eje de la barra, de signo positivo segln la terna local, y
de distribucion cualquiera

En este andlisis no aplican las cargas concentradas, ya que la funcién que las describe no es
continua y derivable.

q:-
Q
M + dM
N
dx A N + dN
%> < Iy —>—=> > —
Q +dQ
VA
ax

Figura 8.  Elemento diferencial de barra en el plano
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A laizquierda de la seccién se tienen los valores de fuerza y momento de las reacciones de vinculo
interno, descompuestas segun la terna local, esto es N, Q y M. En el sentido de avance del gje x,
estos valores se van modificando debido a que existen cargas actuando sobre la barra. De este modo,
en un ancho diferencial de barra dx, a la derecha de la seccién, las reacciones de vinculo interno son
opuestas las que teniamos a la izquierda mas la variacion en ese tramo: N + dN, Q + dQ y M + dM.

Como se habia partido de que la estructura de la que fue extraida esta rebanada estaba en
equilibrio, es posible afirmar que la rebanada también se encuentra en equilibrio.

Se plantean las 3 ecuaciones de equilibrio en el plano:

ZFX=O=—N+qx-dx+N+dN (Eq 2)
ZFZ=O=—Q+qZ-dx+Q+dQ (Eq 3)
ZMA=0=—M—Q-dx+qz-dx-a-dx+M+dM (Eq 4)

Notar en la ultima ecuacion que el equilibrio de momentos se considera respecto del punto A, de
modo que las fuerzas que realizan momento no son las que tienen adicionada la variacion. El brazo
con el que la carga distribuida g, ejerce momento es una proporcién de dx, que representamos como
a dx, siendo aun valorentre Oy 1.

De la simplificacion y andlisis de las ecuaciones se obtienen las siguientes conclusiones:

El esfuerzo normal varia inversamente al valor de carga dN (Eq 5)
distribuida paralelo al eje de la barra: ax I q
El corte varia inversamente al valor de carga distribuida dqQ
) : i — = —q, (Eq 6)
perpendicular al eje de la barra: dx
dM

El momento varia segun el valor del corte. = Q (Eq7)
X
Para llegar a la Eq 7, en la Eq 4 se realiz6 la siguiente simplificacion: dado que existe un término
afectado por un diferencial de 2do orden dx2, frente al término contiguo afectado por el mismo
diferencial de un orden inferior dx, es posible despreciar el término con el diferencial de 2do orden
frente al de l1er orden. Esto es:
=0

ZMA=0=—Q-dx+WdM

De estas conclusiones se desprenden una serie de corolarios:

El diagrama de esfuerzo normal tiene una variacion que es un orden superior a la variacién de la
carga paralela al eje de la barra. Es decir que el valor de la carga en x en cada seccion es la tangente
del diagrama normal. Si no existe carga distribuida paralela al eje de la barra el esfuerzo normal es
uniforme (variacion cero).

El diagrama de corte tiene una variacion que es un orden superior a la variacion de la carga
perpendicular al eje de la barra. Es decir que el valor de la carga en x en cada seccion es la tangente
del diagrama de corte. Si no existe carga distribuida perpendicular al eje de la barra, el corte es
uniforme. Si la carga perpendicular al eje de la barra es uniforme, el corte tiene variacion lineal. Si la
carga tiene variacion lineal, el corte sera cuadratico.

El diagrama de momentos tiene una variacion que es un orden superior a la variacién del corte.
Es decir, que la tangente del diagrama de momentos en cada seccién es igual al valor del corte en
esa misma seccion. Si el corte es constante, el momento tendra variacion lineal. Si el corte es lineal,
el momento tendrd variacién cuadratica. Si el corte tiene variacion cuadrética, el momento sera una
parabola cubica. Ademas, los puntos donde el corte se hace cero representan para el diagrama de
momentos puntos donde existen maximos y minimos para el momento, que seran las secciones de
disefio de la pieza a la flexion. Por ser el diagrama de cargas la derivada 2da del diagrama de
momentos, la concavidad del diagrama de momentos sigue el sentido de las cargas.
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Este andlisis es véalido solamente en tramos de barra entre discontinuidades

Las discontinuidades pueden ser de dos tipos:

e Discontinuidades geométricas: nudos, quiebres, encuentros
e Discontinuidades de cargas: cargas concentradas o0 momentos aplicados, esto incluye
los puntos de aplicacién de los vinculos.

Discontinuidad geométrica Discontinuidad de cargas

<
A

Figura 9.  Discontinuidades donde no se cumplen las
relaciones diferenciales

Procedimiento y recomendaciones para el trazado

Se parte del diagrama de cuerpo equilibrado (DCE). Debe estar dibujado en escala, poniendo
de manifiesto valores de dimensiones y de cargas. No reemplazar las cargas distribuidas por sus
resultantes. Para realizar los Diagramas de Caracteristicas (DC) no es necesario reconocer las
fuerzas activas de las reactivas. Si es imprescindible que la estructura se encuentre en equilibrio.

Sobre cada una de las barras del DCE debe establecerse la terna local adoptada. Si bien se
utilizé anteriormente una terna global para calcular las RVE, ésta deja de tener sentido en el trazado
de los DC. Se recomienda trabajar con las ternas convenidas en la Figura 4.

Se dibuja un esquema en escala de la estructura de barras por cada uno de los diagramas
a trazar. Esto es: un esquema para el diagrama de esfuerzos normales, un esquema para el
diagrama de corte y un esquema para el diagrama de momentos. Es altamente recomendable que el
DCE pueda quedar a la vista al momento de realizar los diagramas. También es muy util que al
realizar el diagrama de momentos pueda quedar a la vista el diagrama de corte.

Se identifican las discontinuidades y se indican los valores de los esfuerzos. Antes y
después de cada discontinuidad se calculan los valores de los esfuerzos y se indican en escala
adecuada sobre los esquemas, abatiendo sobre el eje z de la terna cada esfuerzo, del lado de la
barra que corresponda segun el signo del esfuerzo.

Se unen estos puntos singulares respetando las variaciones entre ellos segin las
relaciones caracteristicas. Se trazan los diagramas, uno a uno, partiendo de la barra que quede
més abajo a la izquierda, en el sentido de avance del eje x, uniendo los valores calculados antes y
después de las discontinuidades. Es importante respetar la concavidad de los diagramas.
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Valores que se conocen de antemano

Antes de comenzar a trazar los diagramas hay valores sobre los que no puede haber dudas, dado
que se parte del equilibrio. Estos son: los valores de algunas solicitaciones en los extremos de barra
y los valores de algunas solicitaciones en los vinculos entre barras.

Esto es:

En donde exista una articulacién propia el valor

. M4 =0
del momento es igual a cero.

En donde existan bielas paralelas, paralelas al
eje de la barra (articulacion impropia en la ﬁ_ﬁ:ﬂ_ﬁz 04 =05 =0
direccioén de la barra) el corte a un lado y otro del e T

vinculo es cero.

En donde existan bielas paralelas,
perpendiculares al eje de la barra (articulacion A B
impropia en la direccion perpendicular a la de la N4 =NEB =

barra) el esfuerzo normal a un lado y otro del
vinculo es cero.

A M4 = 0;

2_ QA =0;

En los extremos de barra el valor del esfuerzo N4=0
sera igual al valor de la carga o momentos
aplicados. Si no hay cargas o momentos sobre el

extremo de la barra, el valor de los esfuerzos es M4 =M,

igual a cero. . AYS™ /—/> 04 =V

¢ J
M N4=H
Tabla 1. Valores de facil chequeo
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Relaciones diferenciales en el espacio

De manera analoga a como se procedié para determinar las relaciones entre los esfuerzos
caracteristicos en el plano, en el espacio estas relaciones se obtienen de plantear las 6 ecuaciones
de equilibrio en el espacio. Aparece el momento torsor, un corte y un momento flector mas. En total
las caracteristicas en el espacio son 6.

Dada una estructura de barras en equilibrio sometida a un estado de cargas cualquiera, se
considera una seccion de ancho diferencial dx. Esta se encuentra sometida a la accién de cargas de
distribucion continua y derivable:

e Una carga distribuida g, perpendicular al eje de la barra, de signo positivo segun la terna
local, de distribucién cualquiera

e Una carga distribuida gy perpendicular al eje de la barra, de signo positivo seguln la terna
local, de distribucion cualquiera

e Una carga distribuida qgx, paralela al eje de la barra, de signo positivo segun la terna local, y
de distribucion cualquiera

e Un momento distribuido my, paralelo al eje de la barra, positivo segun la terna local.

/ dy
q:-

Mfl z+d Mfl z

Q: 1 M y+dMh y
| X N Mt M N+dN — Mr +dM:T:
\ Qy / Q: +dQ;
z M 2

Figura 10. Elemento diferencial de barra en el espacio?®

Planteo de las ecuaciones de equilibrio en el espacio:

ZFx=0=—N+qx-dx+N+dN (PL) (Eq 8)
ZFy=O=—Qy+qy-dx+Qy+de (Eq 9)

Y E=0=-0,+0q, dx+0, +dQ, (PL) (Eq 10)

M2 =0=—-M;+m, dx+ My + dM; (Eq 11)

ZM;‘ =0=—My, —Q,-dx+q, dv-a-dx+M, +dM,, (PL) (Eq 12)
ZMZA=o=—MﬂZ+Qy-dx—qy-dx-b-dx+MﬂZ+dMﬂZ (Eq 13)

Igual que en el plano, el equilibrio de momentos se considera respecto del punto A, de modo que
las fuerzas gque realizan momento no sean las que tienen ademas la variacion.

Enla Eq 12, el brazo con el que la carga distribuida g, ejerce momento My es una proporcion de
dx, que representamos como a dx, siendo a un valor entre O y 1.

8 En esquemas espaciales se hace dificil identificar los momentos graficados segun el giro al que
estan asociados. Por lo tanto se opta por utilizar la notacion de doble flecha.

10
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En la Eq 13, el brazo con el que la carga distribuida gy ejerce momento M: es una proporcion de
dx, que representamos como b dx, siendo b un valor entre O y 1.

De estas 6 ecuaciones, las que corresponden al caso plano estan indicadas con (PL).

De la simplificacién y andlisis de las ecuaciones se obtienen las siguientes conclusiones:

El esfuerzo normal varia inversamente al valor de carga dN (Eq 14)
distribuida paralelo al eje de la barra: dx . I q
dqQ
. T —>=-q (Eq 15)
El corte varia inversamente al valor de carga distribuida dx
perpendicular al eje de la barra: do
Z= - Eq 16
m q, (Eq 16)
El momento torsor varia inversamente al valor de dMr (Eq 17)
momento distribuido paralelo al eje de la barra: dx M q
El momento flexor en direccién y varia segun el valor del dMg, ,,
o ——=0Q, (Eq 18)
corte en direccion z. dx
El momento flexor en direccion z varia inversamente al dMg, ,
- it —TZ=- 9 (Eqg 19)
valor del corte en direccion y. dx y

Para llegar a las Eq 18 y 19 fue necesario despreciar el término con el diferencial de 2do orden
frente al de ler orden de las ecuaciones Eq 12 y 13 respectivamente. Esto es:
=0

ZM;? =0= —Mﬂy—QZ'dx +w+ Mfly+dely
Zl\/lé4 =0 =_Mle+Qy.dx_W+Mle+delZ

Trazado en el espacio

El trazado de los diagramas de caracteristicas en el espacio no tiene diferencias conceptuales
con el trazado en el plano.

Se mencionan las siguientes cuestiones a tener en cuenta:

e Los diagramas de caracteristicas en el espacio son 6 y pueden trazarse en la misma hoja
segun los siguientes pares: Ny M, Q; y My, Qy y M. La primera pareja no guarda relacion
entre si, si lo hacen los otros dos pares de diagramas.

e Se adopta como convencién que los diagramas de momentos se dibujan en el plano de
deformacion, no sobre el eje correspondiente.

e El momento My se deforma como una vela empujada por las cargas. En el caso de M; la
concavidad es contraria.

11
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Resumen y chequeo

Pasos a seguir

Realizar el analisis cinematico

Calcular las RVE

Trazar el DCE

Realizar un esquema en escala por cada uno de los diagramas a trazar, dejando el DCE

a la vista

Calcular los valores singulares antes y después de las discontinuidades

e Unir los valores singulares segun la variacion de los diagramas que indican las relaciones
caracteristicas

e Chequear los valores que se saben de antemano

Lista de verificacion (checklist)

Una vez que se obtiene el diagrama, es bueno realizar un chequeo de las caracteristicas que
deben cumplirse para detectar errores, si los hubiere. Si bien no es dificil saber si hubo errores, dado
gue en ese caso el diagrama no cierra, es bueno realizar una verificacion de modo de detectar donde
puede encontrarse el error.

[l

Doddd o on

[l

¢Hay cargas en los extremos de barra? ¢Las caracteristicas correspondientes coinciden
con los valores de carga?

¢, Qué valor toman los esfuerzos en los vinculos entre barras? ¢El momento es cero en
articulaciones propias? ¢El corte es cero en el caso de bielas paralelas a la barra? ¢El
esfuerzo normal es cero en el caso de bielas paralelas perpendiculares a la barra?

¢ Existen cargas distribuidas paralelas al eje de la barra? Si no, ¢N es uniforme?

¢ Existen cargas concentradas paralelas al eje de la barra? ¢ N tiene un salto en el lugar de
aplicacion de la carga? ¢ El salto en N suma el mismo valor de la carga aplicada?

¢ Existen cargas distribuidas perpendiculares al eje de la barra? ¢ La forma del diagrama de
Q es un grado mayor que la forma del diagrama de cargas correspondiente?

¢ Existen cargas concentradas perpendiculares al eje de la barra? ¢Q tiene un salto en el
lugar de aplicacion de la carga? ¢ El salto en Q suma el mismo valor de la carga aplicada?

¢ El diagrama de M tiene un maximo local donde el diagrama de Q se hace cero?

¢Laforma del diagrama de M es un grado mayor que el diagrama de Q?

¢El diagrama de M toma la forma de una vela empujada por las cargas a las que esta
sometido el esquema? (verificar concavidades)

¢ Existen momentos aplicados? ¢ M tiene un salto en el lugar de aplicacién del momento ¢ El
salto en M suma el mismo valor de la carga aplicada?

Para 3D ademas chequear:

L]
L]
L]

12

¢ Existen momentos paralelos al eje de la barra? Si no, ¢ Mr es uniforme?

¢ Se verifica la relacién entre Mz y Qy?

¢, Se verifica la relacién entre My y Qz?



