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Sintesis de circuitos.

En este capitulo veremos el problema de disefiar circuitos de dos niveles y cuando
la cantidad de variables de entrada es grande.

La idea final de cualquier disefio de un circuito digital es poder plasmarlo en un
circuito fisico real conformado por integrados comerciales o en un circuito integrado
fabricado especialmente para al fin.

En cualquier problema de sintesis debemos considerar varios puntos criticos, los
podemos resumir en tres:

a) Especificaciones. Tienen que ser completas y poder ver todas las posibilidades para
proporcionar a los algoritmos de disefio el mayor espacio de busqueda posible.

b) Restricciones. Estas pueden referirse a la velocidad, la capacidad de prueba, los
tipos disponibles de encapsulado, disipacion de energia, confiabilidad, etc.

c) Costo. Debe tener en cuenta tantos factores como se posible: costo de fabricacion
del chip, costo de probarlo, costo del encapsulado, etc. Cada componente del costo
depende de muchos factores, que a menudo son dificiles de estimar a partir de las
especificaciones.

Por ejemplo, a menudo la disipacion de potencia estd fuertemente relacionada con
el retardo del circuito, por lo que al buscar un circuito mas rdpido estoy dispuesto a incurrir
en una mayor disipacion de potencia. A veces esto es una restriccidn pues en equipos
portatiles, en sensores inaldmbricos o en sistemas de telecomunicaciéon necesitamos un
bajo consumo. En estos momentos la solucidon es de compromiso, buscando un punto
Optimo donde se establezcan variables aceptables de consumo y velocidad.

Hasta ahora implementamos todo en dos niveles, que son los dos minimos
necesarios para generar una funcidn booleana. O sea que nuestras primitivas son
compuertas AND y OR. Los inversores no los contamos como un nivel mas. También
podriamos usar todas compuertas NAND o todas NOR aplicando adecuadamente las leyes
de De Morgan. También hay factibles realizaciones usando compuertas XOR.

Hay dos razones principales por las que podemos querer implementar un circuito en
dos niveles en lugar de multiples niveles.

a) Velocidad.

b) Sencillez.

El retraso de un circuito depende de varios factores. Los nimeros de etapas ldgicas
que una sefal debe atravesar es una de las mas importantes. Entonces, las
implementaciones de dos niveles tienden a ser rdpidos. Tenga en cuenta, sin embargo, que
reducir el nUmero de niveles puede aumentar el fan-in y el fan-out. Esto puede afectar
negativamente la velocidad.




Las redes de dos niveles son mas faciles de disefiar y analizar, porque el espacio de
la solucidn esta muy restringido y son mas faciles de implementar. Estos circuitos han sido
muy populares porque se conocen procedimientos de disefio sistematicos y efectivos. Con
el advenimiento de légicas programables como las FPGA, la sintesis se concentrd en celdas
estandar, donde es comun usar mas de dos niveles.

Al minimizar una légica para una implementacidén posterior de varios niveles, la
funcién de costo intenta guiar el proceso de optimizacidn hacia una funcién que pueda ser
factorizada facilmente. Minimizando el nimero de compuertas y el nUmero de entradas de
cada compuerta normalmente proporciona un buen punto de partida.

La Factorizacion es la descomposicion de un problema complejo en un nimero de
subproblemas mas simples de resolver. Esta es una actividad usual en ingenieria.

En sintesis, logica es una actividad fundamental, ya que separa un sistema légico de
un numero elevado de entradas en un conjunto de subsistemas interconectados con un
numero menor de variables de entrada.

La descomposicion funcional de los circuitos combinacionales influye
poderosamente en la disminucién de costos de implementacidn de los sistemas digitales. Y
tiene su fundamento en que las tablas de verdad de funciones combinacionales, de un
numero elevado de variables, puede contener redundancias, las que pueden ser eliminadas
por la descomposicion de la funcién en varias funciones independientes con menos
variables de entrada.

Desde el punto de vista matematico la descomposicion es el proceso de expresar
una funcidén de n variables como una funcién de funciones con variables menores a n.

Hay muchas formas de descomponer o factorizar una funcion légica. Una de ellas es
la que nos ofrece el Teorema de Shannon.

Este teorema dice que cualquier funcién de conmutacién de n variables puede
descomponerse de la siguiente forma:

Es la descomposiciéon de Shannon con respecto a la variable xo . Las funciones que
acompafan a Xoy Xo se llaman Cofactores.

Si se van descomponiendo los cofactores de la misma manera para xi1, se obtiene
una descomposicidn de Shannon con respecto a Xxo y x1.Queda de la siguiente manera:

F = X1. Xo. F(...., 0,0) + X1. %o . F(....., 0, 1) + x1. Xo0. F(...., 1, 0) + x1. Xo. F(...., 1, 1)
Iterando esta descomposicidn para todas las variables se obtiene finalmente una
expresion F como suma de términos candnicos o minitérminos.
Como ejemplo de esto desarrollaremos la descomposicion de Shannon para una
funcién de tres variables llevandola a la forma candnica. La funcidn es la siguiente:

F(ABC)=A+B

La descomposicion de Shannon para tres variables queda:




F(A,B,C) = A.B.C.F(0,0,0) + A.B.C.F(0,0,1) + A.B.C.F(0,1,0) + A.B.C.F(0,1,1) + A.B.C.F(1,0,0)
+A.B.C.F(1,0,1) + A.B.C.F(1,1,0) + A.B.C.F(1,1,1)

Reemplazando la funcién dada A + B en esta ultima férmula general vemos que los
dos primeros términos son iguales a cero, los demds nos quedan:

F=AB.C+A.B.C+A.B.C+A.B.C+AB.C+AB.C
Esta funcion se puede escribir como:
F(AB,C)=3m(2,3,4,5,6,7)

Se puede ver facilmente que esta funcién candnica simplificada da la funcion original.

Lo mismo sucede si aplicamos este teorema a funciones que estén expresadas como PdS.
En ese caso nos queda:

F(Xn_1, ........ ,X1,Xo) =( Xo + F(Xn_1, ...... X1, 1) ) ° ( Xo + F(Xn_l, ....... X1, 0))

Iterando esta descomposicidn para todas las variables se obtiene finalmente una expresién
F como suma de términos candnicos o Maxitérminos.

Como ejemplo de esto desarrollaremos la descomposicion de Shannon para una
funcion de tres variables llevandola a la forma candnica. La funcién es la siguiente:
F(AB,C)=A+B

La descomposicion de Shannon para tres variables queda:

F(A,B,C) = (A+B+C+F(1,1,1)).(A+B+C+F(1,1,0)).(A+B+C+F(1,0,1)).(A+B+C+F(1,0,0)).
.(A+B+C+F(0,1,1)).(A+B+C+F(0,1,0)).(A+B+C+F(0,0,1)).(A+B+C+F(0,0,0))

Reemplazando la funcion dada A + B en esta ultima férmula general vemos que los seis
primeros términos son iguales a uno, los demas nos quedan:

F = (A+B+C).(A+B+C)
Esta funcidn se puede escribir como:
F(A,B,C) =TT M (0, 1)
Se puede ver facilmente que esta funcién candnica simplificada da la funcién original.

Veremos un ejemplo tedrico, tenemos una funcién de n variables f(x1, x2,.., Xn), podemos
Descomponerla de la siguiente manera.
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Si definimos los cofactores como:
8o(x, %50 %, )= fx,%,,..,%,,,0)
g (x. %y, %, )= flx,x5,.,x,,,1)
Podemos expresar:
fx,x,.x, . x,) =F(g,.8,.%,)
Con:

F(gy,8,%,)=x,"8,+x.8

Con lo cual nos queda un esquema como el siguiente:
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Podemos usar un multiplexor de la siguiente manera:

En = 0
Xon1 AX.)

1

Ahora haremos un ejemplo practico, supongamos que queremos implementar un circuito
empleando un multiplexor de tres entradas de seleccion y todos los multiplexores que
hagan falta de dos entradas de seleccién, que realice la funcién légica F(x1, Xz2,..., Xs) que se
caracteriza por tomar el valor “1” solo si se cumple que:

X1+ X+ X3+2X 4+2X5+3Xg = 4

Las operaciones de suma y producto son aritméticas. Para resolverlo vemos que tenemos 6
variables independientes, si quisiéramos plantear la tabla de verdad, la misma constaria de
64 filas. Esta funcidn la podemos desarrollar segun el teorema de expansién de Shannon de
la siguiente manera:




f(X},X2,X3,X4,X5,Xg) =X4 X5 Xg f(X],X2,X3,0,0,0) + X4 X5 X f(X},X2,X3,0,0,1) +
+ X4 X5 Xg £(X1,%2,%3,0,1,0) + X4 X5 Xg f(X},X2,X3,0,1,1) +
+ X4 X5 Xg f(X],X2,X3,1,0,0) + x4 X5 Xg f(X],X2,X3,1,0,1) +

+ X4 X5 Xg f(X],X2,X3,1,1,0) + x4 X5 Xg f(X],X2,x3,1,1,1)

Hemos expandido respecto de las variables x4, Xs y Xe¢ por ser las mas relevantes en la
ecuacion, pero se podria haber tomado cualquier otra. Ya podemos implementar un
multiplexor de 3 entradas de control conectando a las mismas las tres variables
mencionadas. Lo que queda es encontrar las expresiones de cada uno de los cofactores de
la ecuacién anterior. Vemos que, si en la ecuaciéon reemplazamos xs, Xs y X por 0, O, O,
independientemente de los valores de x1, X2 y x3, la desigualdad no se cumple. Por lo tanto:

f{xn-’f’z:-’fh u:-ﬂ1 u} =0

Las siguientes funciones evallan siempre 1, ya que la desigualdad se cumple siempre
independientemente de los valores de x1, X2 y Xs.
Flx), xp. x5, 1.1, 1)
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flx, xy,xy, 1, 1,00

De las tres funciones restantes podemos deducir que:

flx, 23,24, 0,1,0) = flx,, x;,x,1,0,0)

Por lo que solo debemos encontrar f (x1,x2,x3, 0, 0, 1) y f (x1,X2,x3, 0, 1, 0). Los mapas de
Karnaugh resultantes son:

ﬁ;ﬁz 00 01 1110 ;:t *200 01 11 10
oo |1 1] 1 ojlo|o]| 1|0
11 1 111 1{ 0] 1 1|1
ft:., X2, X3, 0010 fl:_.'(h X7, X34 0, 1,0

Eligiendo como variables de control x1 y xz resulta el circuito final:
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Hemos visto que cuando tenemos funciones booleanas de muchas variables
necesitamos estrategias de descomposicion para poder separar funciones complejas en
piezas mas simples.

Mas adelante veremos también estrategias computacionales, o sea formas de
pensar las funciones booleanas que les permitan ser manipuladas por programas.

Suponiendo que tenemos una funcion F(xi, X, ......, Xn). Se definen nuevas funciones
si elegimos cualquier xi y lo hacemos constante.

Por ejemplo:
F (X1, X2,e0ee0, Xi= 0, ... , Xn)
F (X1, X2,e0ee0, Xi= 1, ..., , Xn)

Normalmente al primero (cuando x; = 0) lo llamamos cofactor negativo de F, y al
segundo (cuando x;= 1) lo llamamos cofactor positivo de F.

Podemos reescribir el teorema de expansion de Shannon diciendo que cualquier
funcién y tomando cualquiera de las entradas xjse puede representar como:

F (X1, X2,.0., Xijeeery Xn) = Xi. F(xi= 1) + X, F(xi= 0)
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Ejemplo: Si tenemos una funcidn de cuatro variables independientes

F(x.y,z,w) = X F(x=1) |+ x +/F(x=0)

Si ahora expandimos cada cofactor respecto de la variable “y”:
phs

=) = o F&:\miﬁ \'ﬁﬁ?(?ﬂ:"mﬂ3
Fle = d F(*F-)J ﬁ”-\ X T:.‘ F(F'U_,a:“\

Finalmente nos queda:
F(x,y,z,w) =

‘P} F(ﬁ':q

N X = ECN U:m\ x5 F O =\
x5 £l g

ow.,n o, .n

Que no es otra cosa que la expansién de la funcion F respecto de las variables “x” e “y”.
Donde hemos escrito: F (x1, X2,....., Xi= 1,...., X; = 0,...., Xn ) COMO Fyixj .

Obsérvese que también el orden no importa (Fx)y = (Fy)x = Fyy

En nuestro ejemplo nos queda que:

F(x,y.zw)= Xxy- FW + X'y e F,{.-!,r + Xy’ * ny- + X'y’ Fx.-y-

Y recuerde que los cofactores son funciones, no numeros, en nuestro ejemplo:
Fw=F(x=1,y=1,z w)es una funciéon booleana de “z” y de “w”.
Ahora enunciaremos algunas propiedades de los cofactores:
Supongamos que tenemos dos funciones F (x) y G (x) donde X = (x1, X2,....., Xn).
Ahora supongamos que creamos una nueva funcion H, de Fy G, si decimos que:
e H=F
e H=(F.G)esdecir,H(x)=F(x).G(x)
e H=(F+G)esdecirH(x)=F(x)+G(x)
e H=(F® G)esdecirH (x) =F (x) © G(x)

El planteo es que puedo decir de los cofactores de H, de Fy de G:
El cofactor del complemento es el complemento del cofactor, o sea:
(F')x = (Fx)

El cofactor de la operacién AND es igual a la AND de los cofactores:

(F.G)x=Fx. Gy
El cofactor de la operacién OR es igual a la OR de los cofactores:

(F + G)x = Fx+ Gx
El cofactor de la operaciéon EXOR es igual a la EXOR de los cofactores:

(F @ G)x= Fx @ Gx

Por ejemplo, queremos ver qué pasa si hacemos operaciones con los mismos cofactores,
por ejemplo si hago Fx @ Fx
Primero recordemos la definicion de derivada para una funcién continua:




y=f(x) .
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Considerando el cociente incremental, al hacer el limite cuando A tiende a cero decimos
que tenemos la derivada de f respecto de x. Desde el punto de vista geométrico es la
pendiente de la recta tangente en el punto considerado.

En el campo real, en una funcion f(x), la derivada df/dx indica cdmo cambia f para un cambio
de x.

Para una funcién booleana valorada en 0, 1 no podemos cambiar x por un A pequefo. Solo
puedo cambia 0 por 1 y 1 por 0, pero aun puedo preguntar cémo cambia f con x.
Comparando el valor de f(x) cuando x = 0 y cuando x = 1, vemos que siempre es igual a 1 si
son diferentes. Por lo tanto, definimos la derivada booleana como:

of / Ox =« D fx
O sea, la derivada de una funcion booleana es la operacién Exor de los cofactores de
Shannon con respecto a la variable x.

Algunos ejemplos practicos de la funcion derivada

NOT Fe=1
OF/0x=06p 1=1
X ) F=x.y
Y > Fx—y
AND PO

OF/O0x=0Py=y




X g F=x+y
Y Fx=1
y

Fy =
OR
OF/0x=1Dy=y
X F=x@y=x.y+x.y
YDD_'S Fx=7
Fy =
XOR Y
JF/ox=y Py=1

Ahora que hemos visto cdmo se deriva una funcidn booleana podemos definir la
Descomposicion candnica de Reed-Muller. Esta descomposicion dice:
“Cualquier funcién de conmutacién F de n variables x se puede descomponer en la siguiente
forma:

F (Xn-1yeeeeeey X1, X0) = F (Xn-1yeeeeenee , X1, 0) @ xo0 . 9F/0xo

Es la descomposicion de Reed-Muller con respecto de la variable xo. Iterando esta
descomposicion para todas las variables se obtiene finalmente una expresién de F como
suma de cubos en los cuales todas las variables presentes estan en forma no negada.

También se puede obtener esta expansion aplicando las identidades

X=1@X
X+Y=XEPYPXY
Luego se puede simplificar la expresién recordando que:
X X=0
0 X=X
Ejemplo: Dada la funcién booleana representada por la siguiente tabla de verdad:
A B C F

=== leo|lo|lo|o
iR leola|rr|k|lo|e
=lolr|lar|o|=|o
(= = = N L=

Si simplificamos esta funcién aplicando Mapa de Karnaugh o el método de Quine-
McCluskey nos queda:




Aplicando las identidades mencionadas mas arriba:

F=A(1@O+B.(1DC)+(1DA.LLD B).C
F= (16D C).(A+B)+ (1D A1 B).C
F=C.(A+B)+4A.B.C
F=C.(A+B)+(A+B).C
F-ADB) ®C
F=APBPCEPHAB

Estd descomposicion (ideada por los matematicos Irving Reed y David Muller)
permite expresar cualquier funcidon booleana como una suma exclusiva de productos,
donde no aparece ninguna variable negada. Cuando la cantidad de variables
independientes es muy grande, generalmente, se usan métodos matriciales para poder
lograr esta descomposicion.

Este método es moderno y muy usado en deteccidn y correccién de errores en
transmision de la informacion. En funciones booleanas se usa cuando la implementacidn
con exor es mas eficiente que la simplificacién tradicional.

Teorema del consenso.

Este teorema nos permite otra forma de encontrar implicantes primos de una
funcién booleana. Antes de continuar con este razonamiento veremos algo de légica ya que
el consenso entre términos de una funcién estd relacionado con los silogismos, palabra
definida por Aristételes.

En légica, la expresion x = y se lee x implica y, es una expresion que es verdadera si
y es verdadera siempre que x sea verdadera. Si x es falsa, la proposicién es verdadera
independientemente del valor de y.

Redondeando lo dicho en una tabla queda:

X|Y | X=2Y
viv| v
VIF| F
Flv] v
FIF[ v

También de la tabla se puede ver que:
XYy =X+y

El método tabular para encontrar Implicantes Primos.

Se nos da una funcién inicial como suma de productos y queremos encontrar una
funcién que sea la suma de todos los implicantes primos de la funcién representada por la
funcion inicial.




Una forma de lograr nuestro objetivo es expresar primero la funcidon en forma
candnica. (Recordar que una funcién candnica es aquella que en todos los términos figuran
todas las variables independientes, negadas o nd).

Una vez expresada la funcién en forma candnica, se buscan todos los pares de
términos que sean adyacentes, es decir los pares de términos donde se pueda aplicar el
consenso. Recordar que dos términos son adyacentes si entre ellos cambia una sola
variable. Los términos de consenso son claramente implicantes de la funcién, aunque no
necesariamente primos. Todos los términos que se usaron para formar estos nuevos
términos son incluidos en los nuevos términos, y por lo tanto no son primos. Los marcarnos
como tales.

Ahora tomamos los nuevos términos y repetimos el proceso. Solo consideramos
pares de términos que difieran exactamente en una variable, que debe aparecer
complementada en un término y no complementada en el otro.

El proceso se repite hasta que no se puedan encontrar mas términos de consenso.
Todos los términos que son absorbidos (o contenidos) por los nuevos términos estan
marcados. Finalmente, los términos que no estan marcados constituyen todos los
implicantes primos de la funcién.

Para calcularlos a mano es mejor usar una tabla como la mostrada en la figura:

wi'yZ? | vty |2y
wia'sl «f | ald
.T, /31 \/

ez | 2z

w'r'yz! | 2y

wz'y'z | wz'y
wz'z

wz'y'z | wy'z

wz'yz | wyZ

ways VvV | waey

wzy'z /| waz

wryz v

Esta tabla corresponde a la funcion:
f=2"Yy +wey+2'yz 4+ wy'z
Esta funcion llevada a su forma candnica queda:
[=uw'2'yd 4wz’ y 24 w2’y + wa'y' 2 +wa'y z+wa'y + way +way' 2+ wzyz.

Los minitérminos que aparecen en esta Ultima ecuacidn se ingresan a la tabla en la
columna de la izquierda. Se agrupan como en el método de Quine-McCluskey, o sea




contando la cantidad de unos. Hacemos las comparaciones entre términos adyacentes. En
nuestro ejemplo si comparamos wxyz, del cuarto grupo con wxyz. Vemos que el término
de consenso es wxy. Ambos (wxyZ y wxyz) son marcados. Estos dos implicantes no son
primo_s porque existe otro implicante que los contiene. Los resultados de la combinacién
de pares de términos minimos adyacentes son implicantes con un literal menos que los
minitérminos, estos se ingresan a la tabla en la columna del medio. Se repite el proceso
hasta que no se puedan formar nuevos términos. En nuestro caso quedan 6 términos que
no estdn marcados al final del proceso. Estos términos finales son los implicantes primos
de la funcion dada.

wy'z, wy2, wry, wez, 'y, 2’7

Haremos otro ejemplo de este método, para ello tomamos la funcién booleana de
la pagina 4 de la unidad 1, la misma es:

F(A,B,C,D)=>m (0, 2,3,6,7,8,9, 10, 13)
Haciendo el grafico explicado anteriormente, nos queda:

ABCD |V B.D

A.C

A.B.CD
A.B.C.D
A.B.C.D
A.B.C.D
A.B.CD
A.B.C.D
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El término A.B.D de la segunda columna no lo tenemos en cuenta ya que esta
absorbido por el término B.D de la tercera columna. Vemos que los implicantes primos
hallados coinciden con los encontrados en el apunte anterior mencionado. Recordar que
los implicantes primos son los términos no marcados en el cuadro.

El método tabular que vimos antes se basa en el Teorema del consenso:
X.y+X.y=X
Acad surge claramente que X es el término de consenso entre Xy y Xy y contiene a
ambos. El uso del método tabular visto anteriormente es simple y puede evitar muchas

comparaciones. El inconveniente es que requiere la funcidon expresada en su forma
candnica. Queremos evitar tener que expandir la funcion en minitérminos para mayor




eficiencia. Por eso buscamos un enfoque diferente, basando en la forma general del
teorema del consenso. Definimos suma completa a aquella suma de productos que
contenga todos los implicantes primos de la funcion.

Podemos decir que una funcién expresada como suma de productos es una suma
completa si:

a) Ningun término incluye ningun otro término.
b) El consenso de dos términos cualesquiera no existe o esta contenido en algun otro

término.
Ejemplo:
Dada la funcién:

f=AB+B.C+B.C.D
Si comparamos el segundo término con el primero, aparece un término de consenso (A.C)
en la ecuacion:
f=AB+B.C+B.CD+AC
Si comparamos el tercer término (BCD) con el primero y segundo término. El dltimo da un
término de consenso (CD) que agregamos en la formula:
f=A.B+B.C+B.C.D+A.C+C.D
Finalmente viendo el tercero y el quinto término, nos queda una suma completa de la
siguiente forma:
f=AB+B.C+A.C+CD

Recapitulando, si tenemos una funcién f, definida como una suma de productos:

Sise tiene: pi=a. pj cona # 1, siendo a una de las variables de f, se puede descartar pide f
Esto debido a que pi + pj=a. pj+ pj=(a + 1). pj=p; lo cual puede anotarse como pi = p;j
El método consiste en introducir términos implicados, de tal manera de eliminar los
términos que los implican. Es decir, se introduce p; en la suma de productos y se elimina pi.
Si por ejemplo se tiene:
f=xT+x.yT
Debido a que yT es el término de consenso entre los dos términos, puedo escribir:
f=xT+xyT+yT

Como se tiene que:

Xy.T=yT
Entonces, se puede cambiar el producto x.y.T por el implicado y.T, resultando:

f=xT+y.T

Ejemplo:
Aplicando el método el consenso simplificar la siguiente expresién:
f=a.b.c+b.c+a.b.c+a.b.c

Consenso entre (a.b.cy a.b.c) = a.c
Consenso entre (b.c y a.b.c) =a.b
Consenso entre (b.cy a.b.c)=a.b
Consenso entre (a.b.cy a.b.c=b.c




Si se suman los cubos hallados y se eliminan los cubos incluidos en otros, se obtiene una
nueva expresion:
f=b.c+ac+a.b+ab+b.c

Consenso entre (b.Cya.c)=a.b
Consenso entre (b.Ccyb.c)=b
Consenso entre (a.cy a.b) = b.c
Consenso entre (a.by a.b)=b
Si se suman los cubos hallados y se eliminan los cubos incluidos en otros, se obtiene una
nueva expresion:

f=a.c+b

No hay consensos entre los cubos de esta ultima expresién con lo cual son los implicantes
primos de f.

Si a esta misma funcién la simplifico por ceros, primero la expreso como producto
de Maxitérminos:

g = (a+b+c).(a+b+C).(a+b+c)
Viendo el consenso (b+c) entre el primer y tercer término
g = (a+b+c).(a+b+C).(a+b+c).(b+c)
Eliminando los términos implicantes me queda:
g = (a+b+C).(b+c)
Viendo el consenso entre ambos términos (a+b), nos queda:
g = (a+b+C).(b+c).(a+b)

Eliminando el término implicante, nos queda la expresion final:

g = (a+b).(b+c)
Este método de consensos también es Ilamado método de Tison, en honor a Pierre Tison.
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