Modelos y Optimizacion I 1

Método Simplex.
Andlisis de la tabla optima.
Andlisis de Sensibilidad.
"No es posible improvisar del todo, siempre debe haber un camino
trazado previamente, una norma que cumplir, un limite. Sin la existencia de
reglamentos, no llegariamos a la improvisacion, sino al delirio.”
Alejandro Dolina, Crénicas del Angel Gris.

Es un hecho que la modelizacion es mds amena que el andlisis de
sensibilidad o la parametrizacion. Pero también es cierto que el andlisis de
los resultados de nuestro trabajo de modelizacion (la tabla éptima), es una
tarea que puede llegar a resultar muy creativa si se pone la atencion en ver
relaciones y no sélo nimeros.

En el verano de 1988, cuando empecé a pensar el apunte, sélo tenia el
comienzo de la idea que mds arriba expuse. No escribi este apunte para
llegar a amar el andlisis de sensibilidad, sino para entenderlo. Creo que logré
ambas cosas. Seguramente, ustedes lo leerdn para comprender mds acerca
del tema. Mi objetivo es que lo entiendan y que también lleguen a quererlo,
aunque sea un poquito.

Silvia A. Ramos

Invierno de 1995
(ha pasado mucho tiempo)
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2 Modelos y Optimizacion 1

Andlisis de una tabla de simplex

a) Significado de cada uno de los elementos de la tabla

No es nuestro objetivo explicar el método simplex sino mostrar el
significado de cada uno de los elementos de una tabla de simplex cualquiera.
Para ello, nos valdremos del siguiente ejemplo:

20 X; + 10 X; < 100 X1, X220
10 X; + 30 X; < 180
5 X+ X< 40 Z=8X;+H5 X, (méx)

Una fdbrica produce dos tipos de puertas que identificaremos como
puerta modelo 1y modelo 2. Para hacer una puerta 1 se necesitan 20 horas
hombre, en tanto para un tipo 2 se necesitan 10 hh. Por semana se dispone
de 100 hh. Las necesidades de materia prima (madera) son de 10 kg. por
puerta 1 y 30 kg. por puerta 2, contdndose con 180 kg. por semana. En
cuanto al consumo de mdquina, del cual se disponen 40 horas por semana, es
de 5 horas para el primer modelo y de 1 hora para el segundo, por unidad.
Las puertas que quedan semiterminadas pueden terminarse la semana
siguiente. El beneficio unitario es de 8 $ por puerta modelo 1y 5 $ por
puerta modelo 2.

8 5 0 0 0
C X B A Ay Ag A4 As
0 X3 100 20 10 1 0 0
0 X4 180 10 30 0 1 0
0 Xs 40 5 1 0 0 1
0 -8 -5 0 0 0
8 5 0 0
C X B A Ay Ag Ay As
8 X4 5 1 1/2 120 O 0
0 X4 130 0 25 - 12 1 0
0 Xs 15 0 112 - 1/4 0 1
40 0 -1 0,4 0 0
8 5 0 0 0
C X B A Ay Ag A4 As
8 X4 2,4 1 0 0,06 -0,02 0
5 Xo 52 0 1 -0,02 0,04 0
0 Xs 22,8 0 0 -0,28 0,06 1
45,2 0 0 0,38 0,04 0
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Usaremos la primera tabla (primer paso) para explicar qué significan
cada uno de los elementos.

En la columna llamada C cada elemento (c;) es el coeficiente de costo
o coeficiente del funcional de cada X; que estd en la base.

En la columna llamada X figura el simbolo de cada variable que forma
parte de la base (X;). En este caso son X3, X4, y Xs.

En la columna llamaba B figura el valor que tienen en cada paso cada
una de las X; (las que estdn en la base, las que no estdn valen 0). En este
paso X;y X, valen cero porque no estdan en la base, X3 vale 100, X, vale 180,
X5 vale 40. En nuestro problema, X; indica la cantidad de puertas tipo 1 que
se fabrican por semana. Idem X, pero para puertas tipo 2, X; indica el
sobrante de hh. por semana, X, el sobrante de materia prima y Xs el
sobrante de horas mdquina por semana. Por sobrante entendemos la
cantidad disponible de un recurso que no es utilizado para la produccidn. Las
variables son continuas ya que pueden producirse, por ejemplo, 3,5 puertas
de uno de los modelos, la que queda sin terminar se concluye a la semana
siguiente. Entonces X; y X, son una especie de marcadores del grado de
avance en que se encuentra la fabricacién de cada uno de los tipos de
puertas.

Nétese que en este primer paso el valor de cada slack es la
disponibilidad del recurso del cual es sobrante. Como no se fabrica nada,
toda la disponibilidad sobra, nada se ha usado.

En la ditima fila figuran, el valor del funcional (en este paso 0) y los
Z;-¢; que, si son todos positivos, indican que ese paso es dptimo. Cuando una
variable estd en la base su z;-c;, es igual a cero.

Cada a;; (siendo i el elemento que estd en la base en esa filay j el
ndmero de columna en que estd) significa en cudnto disminuird el valor de la
variable X; respecto del actual por cada unidad de X; (la de la columna) que
decida fabricarse (si j corresponde a un producto) o que sobre (si j
corresponde a un recurso). Mds claro: a; significa cudnto disminuird el valor
de X; por cada unidad con que entre valiendo a la base X;.

Veamos la primera fila:

as1 = 20 significa que por cada unidad que se fabrique de X;, disminuird en 20
unidades el valor de X; (sobrante de hh). Es logico porque para
hacer una puerta tipo 1 se necesitan 20 hh.

as2 = 10: por cada unidad que se fabrique de X, disminuye en 10 el valor de
Xs.

Segunda fila:
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4 Modelos y Optimizacion 1

as = 10: por cada unidad que se fabrique de X;, disminuird en 10 el sobrante
de materia prima (valor de Xa).
as, = 30: por cada unidad que se fabrique de X, disminuye en 30 el valor de

Xa.

as3 = 0: obviamente no incide el sobrante de hh. en el sobrante de materia
prima.

Tercera fila:

as1 = B: por cada unidad que se fabrique de X; disminuird en 5 el valor de X5
(sobrante de horas mdquina).
as; = 1: por cada unidad que se fabrique de X, disminuye en 1 el valor de Xs.

Elegimos para entrar en la base a X; por tener z;-c; menor que cero y
de mayor valor absoluto. Elegimos uno que tenga z;-c; menor que cero porque
mejora el funcional:

7" = 2° - 6.(z;-¢)

y se elige el de mayor valor absoluto por convencion.

Calculo los cocientes: 100/20, 180/10, 40/5, el menor es el primero.
Entonces sale X; de la base y entra X; con un valor de 100/20=5.

Habiamos dicho que el valor de X; disminuiria en 20 por cada unidad de X;.
Entonces tendrad que disminuir en 20 x 5 = 100 y como actualmente valia 100
queda en cero (correcto, pues sale de la base).

X4 deberia disminuir en 10 x 5 = 50. Deberia ser igual a 180-50 = 130 en el
préximo paso.

Xs deberia disminuir en 5 x 5 = 25 y seria igual a 40-25 = 15.

Se comprueba el motivo de elegir al menor de los cocientes como O, veamos
qué hubiera sucedido si se hubiera elegido el segundo cociente (40/5). X;
entraria a la base con valor 8.

X3=100-20x8= -60
X4=180-10x 8 = 100
Xs= 40- 5x8= 0

Vemos que X5 sale de la base, sin embargo X; toma valor negativo, eso no
puede ser. Bien, si no se toma el menor cociente, como © pasa esto porque
“salimos del poliedro”.

Observando el segundo paso vemos que efectivamente X4 =130y X5 =15

b) Andlisis de la modificacion de los a; en cada paso.
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Analicemos el segundo paso:

8 5 0 0 0

C X B A, Az As Aq As
8 X4 5 1 1/2 120 O 0
0 X4 130 0 25 - 1/2 1 0
0 Xs 15 0 -11/2 - 1/4 0 1

40 0 -1 0,4 0 0

En la primera fila, por cada unidad de aumento en X;, X; disminuye
1/2 su valor, que por cada hh. que sobre, es decir, no se utilice para la
produccién (valor de Xs), disminuye su valor X; en 1/20 (claro: cuando X;
valia 100, entonces X; valia 5 - 100 x 1/20 = O; en el primer caso).

En la segunda fila, por cada unidad que aumente X, disminuye su valor
X4 en 25 unidades y que por cada hh. que no se use (X;), X4 aumentarad su
valor en 1/2 [en el primer paso cuando Xs = 100, entonces X, = 130 - 100 x
(-1/2) = 180].

En la tercera fila, por cada unidad que aumente X, se ve que
aumentard el de X5 en 3/2 y por cada hh. que no se utilice se aumentara el
valor de X5 en 1/4.

Ahora bien ¢de donde salen estos nimeros? ¢Cudl es la razon para
que, si se fabrica una puerta de tipo 2 se ganen 3/2 horas mdquina? Se dird
que ese valor surge de pivotear en el paso anterior:

05231‘(5X10)/20 = -3/2

Pero esto tiene su ldgica porque cuando se produce una unidad de X,
se consumen mds horas mdquina (eso disminuye el valor de Xs porque cuanto
menos se fabrique mds sobra de los recursos y cuanto mds se consume
menos sobra). Pero el hecho de que se fabrique X, supone que se modifique
la cantidad de puertas de tipo 1 que se hacen, por una razén de
redistribucién de recursos. Cuando X; disminuye, eso hara aumentar el valor
de Xs (porque cuanto menos se fabrique mds sobra de los recursos). Esto
hay que balancearlo, es decir, hay que ver si la disminucién de Xs producida
por el aumento de X; es mayor o menor que el aumento de Xs producido por
la disminucién de Xi. El resultado de ese balanceo es el as, del segundo paso
(disminucion neta de Xs por cada unidad de X, que se fabrique).

Entonces -3/2 = Pérdida por X, - Ganancia por X;

Sabemos que cada unidad de X, consume 1 hora mdquina de modo que:

Pérdida por X; =1
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6 Modelos y Optimizacion 1

Para calcular la ganancia tendriamos que saber en cudnto disminuird
Xi al fabricarse una unidad de X;. Eso lo sabemos, por a;, = 1/2 sabemos que
X disminuye 1/2 por cada unidad que aumenta X, y como cada puerta de
tipo 1 consume 5 horas de mdquina se liberan 5 x 1/2 horas de mdquina por
cada unidad que se fabrica de X, al dejarse de fabricar 1/2 de Xu.
Entonces:

Ganancia por X, = 5/2.

Pérdida por X, - Ganancia por X, = 1 - 5/2 = (-3/2), que es lo que
queriamos encontrar.

De igual forma as, = 25 se explica como: 30 - 1/2 x 10 = 25.

En este segundo paso, en la fila 1, a3 nos dice que, por cada aumento
unitario de X3 disminuye X; en 1/20.

Siguiendo con nuestro ejemplo, en este segundo paso sabemos que
sélo puede entrar a la base X, por tener el Unico z;-c; negativo. Elegiremos
al que sale, determinado por el menor cociente llamado 6. No puede salir Xs
ya que su cociente es 15/(-3/2) lo que da un ndmero negativo y como 6 es el
valor con el que la variable entra a la base y las variables son siempre
positivas, ese cociente nunca podrd ser 0. De los dos cocientes restantes, el
menor es el que corresponde a la segunda fila (130/25), entonces sale X4 y
entra X, con un valor de 130/25 = 5,2. De acuerdo con lo visto,
determinemos antes de pivotear, el valor que tendrdn las X; de la base en el
préximo paso.

X
X4
Xs

5-1/2xb52= 24
130-25 x52= 0
15-3/2x5,2=228

En el tercer paso podemos verificar la veracidad del cdlculo.
Nétese que esta es la “filosofia del pivote”, ya que si lo hiciéramos
por pivote tendriamos:

X, = 5 - 1/2 x (130/25)

Y como 130/25 = 5,2 es lo mismo que estdbamos haciendo.

Habiamos dicho que X; disminuye en 1/20 por cada unidad que
aumenta X3, pero al disminuir X;, también este valor cambiard en el tercer
paso.

Al aumentar X; en una unidad, X, aumenta en 0,02 pues disminuye en
-0,02 (valor del az; del tercer paso, que ya conocemos por estar en la fila
del pivote), a su vez, por cada unidad que aumente X, X; disminuye en 1/2
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(a1> del segundo paso), por lo tanto hace disminuir a X; en 1/2 x 0,02, con lo
que:

a3 = 1/20 - 1/2 x (-0,02) = 0,06
esdecir, as=1/20+1/2x 002 =006

Sumamos el Ultimo término porque es consumo, ho liberacién del recurso.
Consumo implica disminucion y 1/20 también era disminucion, por eso los
sumo.

En términos generales, si quiero averiguar el a; de un paso tomo el q;
del paso anterior (en este caso = 1/20) y le resto un término. Para obtener
ese término tengo a.; (e = subindice del que entra) de este paso (-0,02) pero
yo quiero averiguar a;, entonces paso esto a la correspondencia con X;
multiplicando por el a. del paso anterior (1/2). Si este Ultimo término es
negativo, es consumo, sino, es liberacion.

Hagdmoslo con el cambio de as; que pasé a ser -0,28.

Al entrar Xz, Xs aumenta 3/2 y como X3 disminuye en 0,02 por cada
unidad que deje de producir X;: as; = -1/4 - (-0,02) x (-3/2) = -0,28.

¢) Costo de oportunidad y valor marginal. Su influencia en el dptimo.

Aclaremos, ante todo, que en este apartado analizaremos los z;-c; en
un paso cualquiera, no necesariamente el éptimo.

Los indicadores zj-c; tienen nombres especiales. Cuando el zj-¢;
pertenece a una X; producto lo llamaremos "costo de oportunidad”; cuando
pertenece a una X; slack que mide el sobrante de un recurso, lo llamaremos
“valor marginal”.

El costo de oportunidad nos indica cudnto disminuird el funcional si se
fabrica una unidad de ese producto. Por supuesto, para aquellos productos
que estdn en la base, el costo de oportunidad es cero, porque ya se estdn
fabricando. Para aquellos productos que no estdn en la base, es decir su X;
vale cero, el costo de oportunidad puede ser cero (lo que indica soluciones
alternativas pues se obtiene igual valor de funcional con dicha variable en la
base que con la base actual, que no la contiene), negativo (una disminucion
negativa del funcional es un aumento del mismo, estamos en el caso en el que
esa variable es candidata a entrar en la base) o positivo (si nos obligaran a
producir una unidad de ese producto nuestro funcional disminuiria en un
valor igual al producto de la cantidad de unidades fabricadas y dicho costo
de oportunidad).

En el caso del valor marginal la idea es la misma, el valor marginal de
los recursos indica cudl seria el aumento del funcional si tuviéramos una
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unidad mds de ese recurso disponible. Entonces si ftuviera que pagar para
obtener una unidad de ese recurso no pagaria mds de esa cifra porque sino
perderia plata. Asi, bien se ve por qué el valor marginal de los recursos
cuyas variables estdn en la base es igual a cero. Si estdn en la base es que
tienen sobrante y no estoy dispuesto a pagar por tener mds de algo que me
sobra. En el caso de los recursos saturados, cuyas variables no figuran en la
base, el valor marginal puede ser igual a cero (alternativas), menor que cero
(candidato a entrar en la base) o mayor que cero (estoy dispuesto a pagar
eso para obtener el recurso).

Veamos en el segundo paso. Tengo z,-c; = -1, indica que por cada
unidad que se fabrique de X el funcional aumentard en 1. En el paso
siguiente vemos que se fabrican 5,2 unidades de X, y el funcional ha
aumentado en 5,2 x 1 (de 40 a 45,2). Las hh. estan saturadas y su valor
marginal es 0,4.

Ahora vemos si es cierto que una hh. vale 0,4 para nosotros. Si es
cierto, nuestro funcional tendria que aumentar 0,4 por cada hh. de la que
dispongamos inicialmente de mds. Supongamos ahora que nuestra
disponibilidad de hh. es 101 (no 100) y hagamos el cdlculo de nuevo a ver qué
sucede.

8 5 0 0 0

C X B A Ay As Ay As

0 X3 101 20 10 1 0 0

0 X4 180 10 30 0 1 0

0 Xs 40 5 1 0 0 1

0 -8 -5 0 0 0

8 5 0 0 0

C X B A Ay Ag Ay As
8 X4 5,05 1 1/2 120 0 0
0 X4 129,5 0 25 - 12 1 0
0 Xs 37,5 0 -11/2 - 1/4 0 1

40,4 0 -1 0,4 0 0

Efectivamente, el funcional ha mejorado en 0,4; obteniéndose, salvo
el valor de las X, una tabla idéntica a la 2da. tabla original.

iEntonces es fdcill Basta con aumentar el valor de la disponibilidad de
hh., comprando a menos de 0,4 todas las hh, posibles. Por cada hh. que
compre, mi funcional aumenta en 0,4. Pero no es tan sencillo. ¢Qué hubiera
pasado si aumentdbamos tanto la disponibilidad de hh. que el cociente de la
fila 1 deja de ser el menor? La que saldria no seria la variable X; sino otra.
Por ejemplo: si tenemos 161 hh.:
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¢Qué sucede? Si tenemos 61 hh. mds, el funcional tendria que haber
aumentado en 61 x 0,4 = 24 4; sin embargo, sélo ha aumentado en 24. Vemos
que la diferencia estd en una hh. que no ha aumentado el funcional. Esa es la
hh. que sobra segln este segundo paso (X; = 1). Esto nos demuestra que se
pueden comprar recursos hasta un limite, el limite lo marca el momento en
el cual ese recurso comienza a sobrar y, por lo tanto, ya no nos conviene
comprar mds. Tenemos una forma de averiguar cudl es ese limite pero eso lo

veremos mads adelante.
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8 5 0 0 0 Q
C X B A Ay As Ay As
0 X3 161 20 10 1 0 0 8,05
0 X4 180 10 30 0 1 0 18
0 Xs 40 5 1 0 0 1 8
0 -8 -5 0 0 0
8 5 0 0 0
C X B A Ay A; Ay As
0 Xs 1 0 6 1 0 -4
0 X4 100 0 28 0 1 -2
8 X 8 1 1/5 0 0 1/5
64 0 -3,4 0 0 1,6
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Dualidad en programacion lineal

a) Planteo dual de un problema

Al problema original lo llamaremos, a partir de ahora, directo o
primal. Por lo general es de la forma:

Q11 X1 F Q12 Ko F e e e + ain Xn < by

Qi1 X1 + e + G Xt e + an Xn < by

QAm1 X1 o, * Qnj XJ F e, + Qmn Xn < bm
f(X)=Z= 1 Xi+......... +Cj X[ F e +cy X, (maximo)
X;20 Vj=1l...n

El problema dual equivalente consiste en hallar las y; no negativas,
tales que satisfagan las siguientes inecuaciones y minimicen el funcional
g(y):

A Y1+ Q12 Yo F e + Qn Ym 2 C1
Qy; Y1 F o + Qj y| F + Qpj ym 2 Cj
Qin Y1 Foias + Qi yi F e, + Qmn ym 2 Cp
gly)=Z= by VYi+.... + D Yit +bn Y (Minimo)
Y20 Vi=1...m

Si el primal llegara a ser de minimo seria:

an Xi + a Xz + b

+
(o]
Rury
=
X
S
v

o
x
+
+
o
X
+
+
o
=1
X
=1
v
o
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Q1 X1 Fos + Qnj XJ F e, + Qmn Xn 2 bm
f(X)=Z= 1 Xi+..... G X+ e, + ¢y Xo  (minimo)
XJ' >0 VJ =1... n

Y su dual equivalente es:

A Y1+ Q12 Yo F e + Ot Ym < C

01J Y1 Fo e + Clij yi F e + ClmJ ym < G

Qin Y1 L + Qin yi e + Qmn ym < Cq

gy)=Z= by Yi+..... + D YiH e, +bn Yn (Maximo)
Yi20 Vi=1l...m

Donde las incégnitas son, también, las y; que satisfagan las
inecuaciones y maximicen g(y).

La relacién entre un problema de programacion lineal y su dual puede
resumirse como sigue:

a) El dual tiene una variable por cada restriccion del problema
original.

b) El dual tiene tantas restricciones como variables tiene el problema
original.

c) El dual de un problema de maximizacién es un problema de
minimizacion y viceversa.

d) Los coeficientes del funcional (costo o beneficio) del problema
original, son los términos independientes de las restricciones del dual y los
términos constantes o independientes de las restricciones del problema
original son los coeficientes del funcional dual.

e) Cada columna de coeficientes en el conjunto de inecuaciones del
problema original, se transforma en una fila de coeficientes en el dual.

f) El sentido de las desigualdades en el dual es el inverso del sentido
de las desigualdades del problema original.
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g) Se mantiene la condicion de que las variables sean mayores o
iguales que cero.

El teorema fundamental de la dualidad, que no desarrollaremos aqui,
nos dice que si el problema primal tiene una solucién 6ptima finita, entonces
el dual tendrd una solucién éptima y finita (y viceversa).

Ademds, y lo mds importante, el éptimo del directo coincide con el del
dual (Max f(x) = Min g(y)). Si cualquiera de los dos problemas, primal o dual,
tiene una solucién éptima ilimitada, entonces el otro problema no tiene
solucion posible.

b) Resolucion del problema dual.

Analizaremos para el ejemplo mds comin (directo de max. y dual de
min.) el dual del problema que ya conocemos:

Primal Dual
20 X; + 10 X, < 100 20Y; + 10Y,+ B5Y; =2 8
10 X; + 30 X, < 180 10Y, + 30Y,+ VY3=5
5X; + X, < 40
Z= 8Xi+ 5X, (max) Z= 100Y, +180Y; +40Y; (min)

Para un problema de minimizacién el simplex es igual que para mdximo,
sélo que para decidir cudl es el vector que entra fomaremos el que tenga z;-
c; mayor que cero de mayor valor absoluto. El éptimo se logra cuando todos
los z;-c; son menores o iguales que cero.

100 180 40 0 0 M M
B Y C A Ao Az Ay As M m;
M mg 8 20 10 5 -1 0 1 0
M my 5 10 30 1 0 -1 0
13 M 30M-100 40M-180 6M-40 -M -M 0 0
100 180 40 0 0 M M
B Y C A Ao Az Ay As M m;
M Mg 19/3 50/3 0 14/3 -1 1/3 1 -1/3
180 Ys 1/6 1/3 1 1/30 0 -1/30 0 1/30
19M/3 + 30| 50M/3-160 0 14M/3-16 -M/3 M-6 0 -4M/3+6
100 180 40 0 0 M M
B Y C A Ao Az Ay As M m;
100 Y, 19/50 1 0 7125 -3/50 1/50 3/50 -1/50
180 Ys 1/25 0 1 -3/50 1/50 -1/25 -1/50 1/25
45,2 0 0 -22.,8 -2,4 -5,2 2,4-M 5,2-M
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Vemos que todos los z;-¢; son menores o iguales a cero, hemos llegado
al éptimo que es, como lo anunciamos, igual al del primal (45,2)

Para poder operar con el dual tengo que agregar 2 artificiales (una
por cada desigualdad de =)

¢) Significado econémico del dual.

El dual tiene restricciones del tipo:

m

2 recurso; Yi b valor con j=1.n
" prod ; prod ;
y minimizar g(y) = 2 (recurso) Y > 0 i=1.m

i=1

Es decir que la unidad de Y; seria el valor que le damos a cada unidad
del insumo o recurso i (valor econémico que tiene para nosotros ese insumo)
lo que parte del valor que tenga cada unidad (valor marginal).

Cuando un recurso tiene valor para nosotros (Y; mayor que cero) es
que estad saturado.

Cada Y; representard el beneficio que la empresa debe asignarle a
cada peso invertido seglin sea destinado a materia prima, mano de obra o
amortizacion de equipos (por ejemplo en nuestro caso, Y, es el beneficio que
reportard cada peso que se invierta en mano de obra).

Es decir que las restricciones seran:

m
2 recurso valor > valor con j=1.n
= prod; recurso ; prod ;

Con un funcional:

gly)= Z (recurso i) valor = (valor)
- recurso i
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Analicemos una de nuestras restricciones:

20 hh Y; valor + 10 kg Y. valor + 5 hmdq. Ys valor > 8 valor
X1 hh X1 kg X1 h méq X]

y nuestro funcional:

g(y) = 100 _hh. V¥; valor + 180 kg. Y. valor + 40 h mdq. Ys valor
sem. hh sem. kg. sem h mdq.

Daremos verbalmente la comparacién de los problemas primal y dual.

Primal: Dado un valor unitario para cada producto (c;) y un limite
superior para la disponibilidad de cada recurso o insumo (b;) ¢cudntas
unidades de cada producto (X;) deben producirse por semana para
maximizar el beneficio total?

Dual: Dada una disponibilidad total de cada insumo (b)) y un limite
inferior al valor unitario para cada producto (c;) ¢qué valor unitario deberia
ser asignado a cada insumo (Y;) para minimizar el valor de insumo total?

Ya dijimos cudl era el significado de cada Y. Ese concepto
corresponde a lo que definimos como valor marginal de un recurso. Entonces
llamaremos a cada Y; real “valor marginal de un recurso i". Ese valor
representa la utilidad adicional (marginal) que se podria afiadir a la total si
el recurso aumenta su disponibilidad en una unidad. Como vimos, esa utilidad
puede no realizarse totalmente ya que las otras restricciones pueden
reducir nuestra capacidad de usar la unidad adicional completamente. En
cuanto a las Y; slacks (en nuestro caso Y, e Ys) las llamaremos "costo de
oportunidad” del producto al cual representan. En general, se les suele dar
varios nombres a las Y;, como “precios contables”, “precios ficticios",
“precios virtuales”, etc.

¢Por qué en el planteo del dual el ¢; se ve como limite INFERIOR al
valor unitario de cada producto?

m
La relacién es: 2 q Y 2 g j=1l.n
i=1

Es un modelo de todas las relaciones del dual que expresan que no se
deben colocar beneficios por cada peso invertido Y; de modo tal que el
beneficio total supere al beneficio de las inversiones realmente realizadas
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en el producto, estos beneficios optimos internos que puede colocar la
empresa se entiende que corresponden a situaciones de libre competencia.
En este tipo de relaciones el primer miembro representa el beneficio
prorrateado en los recursos y el segundo miembro, como ya sabemos, es el
beneficio por unidad del producto j.

Si se fijaran beneficios mds altos que los que surgen por el cdlculo, es
decir Y; mads altos que los del cdlculo, se tendria:

m n

Z bi Vi > max Z Cj yj 0 9(Y)> max f(X)

i=1 i1

Esto significaria que, mientras la empresa percibe el maximo f(x)
deberia tedricamente tener que pagar por sus inversiones de materia prima,
mano de obra y equipos un interés g(y) superior a lo que gana.

m
Si por el contrario fuera:Z b; y; < max f(x)
i-1
las inversiones en mano de obra, materia prima y equipos estarian
percibiendo un interés inferior al que en conjunto estd recibiendo la
empresa y lo elevaria hasta que resulta:

Zbiyi: ZCJXJ

i=1 i1

d) Correspondencia entre la tabla dptima del primal o directo y la tabla
optima del dual a partir de la tabla dptima del directo.

Para hacer la comparacidn incluimos la tabla 6ptima del directo

8 5 0 0 0

C X B A Ay As Ay As
8 X4 2,4 1 0 0,06 -0,02 0
5 X, 5,2 0 1 -0,02 0,04 0
0 Xs 22,8 0 0 -0,28 0,06 1
45,2 0 0 0,38 0,04 0

Recordemos la tabla éptima del dual, pasando las fracciones a reales y
obviando las columnas de variables artificiales.

100 180 40 0 0

B Y C A, Az Ag Ay As
100 Y, 0,38 1 0 0,28 -0,06 0,02
180 Y, 0,04 0 1 -0,06 0,02 -0,04
45,2 0 0 -22,8 -2,4 -5,2
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Como vemos, el valor de Y; coincide con el z-c; de la slack X; en la
tabla éptima primal (valor marginal de hh) y el de Y, coincide con el zj-c; de
X4 en la éptima primal (valor marginal de materia prima). Vemos asi la razén
del nombre que le dimos a cada V..

Entonces, como dijimos, a cada slack X; le corresponde una Y; real y
viceversa, hay una Y; slack por cada X; real.

Mostraremos la correspondencia:

Primal Dual

X (produccién puerta 1) Y4 (costo de oportunidad puerta 1)
X (produccién puerta 2) Y5 (costo de oportunidad puerta 2)
X3 (sobrante hh) Y1 (valor marginal hh)

X4 (sobrante materia prima) Y. (valor marginal materia prima)
Xs (sobrante horas mdquina) Y3 (valor marginal hs. mdquina)

El valor de cada Y; es igual al valor del z;-c; del X; correspondiente.
Por eso, si la X; correspondiente no figura en la base dptima primal, la Y;
figurard en la base éptima del dual y a la inversa. El zi-b; de cada Y; es igual
al valor de cada X; correspondiente en la tabla dptima del primal cambiada
de signo (por ejemplo en el dual z5-b; = -22,8 = X;).

Haciendo uso de la propiedad e) del dual que citamos en el punto g,
podemos pasar de la tabla éptima del primal a la del dual.

Primero plantearemos el encabezado de cada columna, indicando en la
parte superior de cada una de ellas la correspondencia con el primal.

En la base colocamos cada Y; que integra la base (aquellas cuyo X; no
estd en la base primal) con su valor y en las columnas correspondientes
pondremos los vectores de la matriz identidad.

(X4) (Xs) (X1) (X2)  (Xs)

100 180 40 0 0

C Y B A Ay As Ay As
100 Y, 0,38 1 0
180 Y, 0,04 0 1
45,2 0 0

En las z-b; pondremos el valor de X; correspondiente cambiado de
signo; y como columnas pondremos la fila del X; correspondiente con sus
elementos cambiados de signo, cuidando que coincidan las posiciones. Es
decir, en la interseccion de Y; con Y3 como los elementos de una tabla dual
son -a;; se pone el a;; correspondiente a la interseccion de Xs (¥Y3) con X; (Y1)
de la tabla primal cambiado de signo, y asi sucesivamente hasta llenar la
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tabla. En el caso precitado el elemento en el directo es "-0,28" y se pone
con signo positivo en el dual.

Es conveniente hacerlo para practicar y asegurarse viendo el
resultado en la tabla dual que adjuntamos. Debe coincidir exactamente con
ella. Al cabo de practicar con varios ejercicios se consigue un dominio
completo. Cuando no se hace el dual completo, igual se puede verificar si la
tabla 6ptima del dual estd bien. Para eso calculamos los z-b; y el funcional y
luego vemos si cada z;-b; vale lo que tiene que valer (-X; cte.) y si el valor del
funcional es el éptimo primal. Asi, se puede pasar de la tabla éptima del
primal a la éptima del dual sin necesitar mds que la tabla inicial y la final del
primal. ¢Por qué la inicial?; para saber a qué restriccion corresponde cada Y,
y su significado, ademds de otras utilidades que veremos en el punto e.

Una cosa para tener en cuenta en la correspondencia entre el primal y
dual es que, cuando uno de los dos problemas es degenerado, el otro tiene
soluciones alternativas. Ademds, cuando alguno de los dos problemas tiene
solucion infinita (poliedro abierto), el ofro no tiene solucion (es
incompatible). Esta dltima afirmacion estd demostrada por el teorema de la
dualidad, de la anterior nos ocuparemos mds adelante.

e) Recomendaciones adicionales.

Dijimos que el sentido de las desigualdades en el dual es el inverso del
sentido de las desigualdades del primal. Pero, ¢qué sucede si no todas las
desigualdades del primal tienen el mismo sentido?

Si hay inecuaciones de 2, entonces habrd que multiplicarlas por -1
para invertir el signo.

Ejemplo: Primal Dual
X1 +2X, ¢ 8 Yi-5BY, » 2
5X; - X2 2 6 => -b X;+X; ¢« -6 2Y, + Y, 2 1
Z = 2 X; + X; (max) Z =8Y:"" 6Y, (min)

Puede suceder que algunos de los c; sean negativos. Entonces hay que
transformar la inecuacién del dual en < multiplicando por (-1) para que no
quede disponibilidad negativa.

Ejemplo: Primal Dual
2X;+3X, ¢ 5 2Y, + Y, 2 2
X1+ 2X, ¢ 3 3Yi+2Y, >-3 => -3VY;-2VY, ¢ 3

Z=2 X1 "3 Xz (méx) Z=5 Y1 + 3 \/2 (min)

Version 3.1 — Julio 2008



18 Modelos y Optimizacion 1

Por eso, una recomendacion muy especial: antes de pasar
automdticamente al dual hacer el planteo inicial porque, por ejemplo, un
coeficiente del funcional que se pensaba que era 6 pasa a ser -6 en un caso
de cambio de signo y eso puede hacer que la tabla dual dptima no
corresponda con la primal éptima.
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Modificaciones en el problema original

Veamos ahora cémo podemos aprovechar lo que aprendimos acerca del
problema original y del problema dual. Lo haremos sefialando las distintas
modificaciones que podemos hacer a nuestro problema. Es ldgico que, si
modificamos en algo nuestro problema, la solucion mds inmediata que
encontraremos serd hacer todo el desarrollo del simplex nuevamente. Pero
podemos aprovechar ciertas propiedades para, a partir de la tabla éptima
del problema original, llegar directamente al Jptimo del problema
modificado. A continuacién se indican las distintas modificaciones que
podemos hacer a un problema.

a) Agregado de incognitas.

A nuestro problema inicial agregamos un nuevo tipo de puerta, que
consume 18 hh., no consume horas de mdquina y necesita 15 kg. de materia
prima. Su beneficio unitario es de 4 $.

Llamemos X, a la variable que representa la cantidad fabricada de
este nuevo tipo de puerta. Nuestro problema original quedaria modificado
ast:

20X; + 10X, + 18 X, <« 100
10X; + 30X, + 15X, ¢« 180
5X1 + Xz + OX(, < 40

z=8X; + 5X2+ 4X6 (mc'tx.)

A la primera tabla de nuestro problema tendriamos que agregarle una
columna:

18
Aé =| 15
0

y volver a resolver el simplex. Tenemos una forma de saber como serd ese
vector en la tabla optima, que es la que esta conformada por las columnas de
la tabla éptima que corresponden a la matriz identidad del primer paso,
debidamente ordenados. Esto se hace porque la matriz inversa dptima
refleja los cambios que se produjeron en la base desde el primer paso y por
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eso es la encargada de “traducir” cada vector expresado en la primera base
a la base éptima. Obtengamos ese A, optimo.

0,06 -002 0 18 0,78
-0,02 004 0 X 15 | = 0,24
-0,28 0,06 1 0 - 4,14

Es importante ordenar los coeficientes segin la disposicion de las
slacks en el primer caso (aqui hh - mp - h. mdq.), si no el resultado serd un
vector cualquiera y no el deseado por no haber expresado el primero en la
base del primer paso.

Una vez obtenido el vector calculamos su zj-c; que es el Unico que
falta calcular en la tabla éptima:

zic; = 0,78x8 + 024x5 - 4 = 3,44

Si hubiera dado un z;-c; negativo tendriamos que hacerlo entrar a la
base porque quiere decir que sin fabricar ese tipo de producto no se llega al
optimo.

Si el agregado de productos no depende de otros puedo agregar de
una vez varios productos.

b) Cambios de coeficientes del funcional.

Si el funcional cambia algunos coeficientes pero no cambia su sentido
puedo solucionarlo sin necesidad de hacer todo de nuevo.

Simplemente, cuando se modifica uno o mds coeficientes de costo se
reemplaza en la tabla final del simplex, los coeficientes viejos por los
nuevos, en todos los lugares en que aparezcan (por ejemplo en columna C) y
se calculan todos los z;-¢; de nuevo.

Si en nuestro problema original cambiamos por 12 el beneficio
unitario de las puertas tipo 1 serd:

12 5 0 0 0

C X B A, Ay A3 Ay As
12 X4 2,4 1 0 0,06 -0,02 0
5 Xo 52 0 1 -0,02 0,04 0
0 Xs 22,8 0 0 -0,28 0,06 1
54,8 0 0 0,62 -0,04 0
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Hemos obtenido un z;-c; negativo, entonces para este c; esta tabla no
es optima. Haremos entrar a X4 a la base para optimizarla.

Si el ¢; corresponde a una variable que estd en la base, cambian el
funcional y todos los z;-c;.

Si el ¢; que cambia corresponde a una variable que no estd en la base,
sélo cambiard ese z;-c;.

Para pensar: ¢qué sucede cuando todos los c¢; aumentan en la misma
proporcion?

¢) Cambios en los términos independientes.

Como los términos independientes son los coeficientes del funcional
del dual, entonces se reduce a un problema como el caso b) pero tfomando la
tabla optima del dual. Esto es porque esa modificacion implicaria que se
modifiquen una o mds filas y esa modificacién exigiria hacer todo de nuevo.
Pero, como las filas del directo son las columnas del dual, asi cada problema
que implique una modificacion en filas se pasa al dual y serd una modificacidn
de columnas, que si es salvable.

Entonces, para solucionar esto debemos cambiar cada coeficiente del
funcional del dual como cambiamos los c; en b). Si alguna de las relaciones
del problema original era de > recordemos que el b; en el funcional del dual
va cambiado de signo. Una vez cambiado el funcional del dual vuelven a
calcularse los zi-b; y di alguno es mayor que cero, se lo hace entrar para
llegar al éptimo.

d) Agregado de las inecuaciones.

Agregamos a nuestro problema un proceso de barnizado de puertas.
El consumo de pintura barniz es de 3 litros por cada puerta de tipo 1y 2
litros por puerta de tipo 2. Hay disponibles 120 litros de pintura por
semana. Esto implicaria agregar al primer paso del simplex una nueva fila
que representaria a 3X; + 2X,; ¢ 120 vy una nueva columna para la
slack correspondiente. Si hiciéramos esto, tendriamos que resolver de
nuevo el problema. Pero si pasamos al dual esa variable slack que se agrega
al directo es una variable Y; real (Y¢) y las filas se transformardn en
columnas, asi que el problema se reduciria a agregar una incdgnita del dual.
Se observa que esto reduce el problema al caso a) sélo que hay que
premultiplicar el vector Y por la matriz inversa optima del dual, compuesta
por los vectores de la tabla éptima que en el primer paso integraban la
matriz de identidad. En el caso del simplex primal notamos que
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generalmente era los vectores de las variables slacks quienes integraban la
matriz inversa optima, por lo tanto aqui podria pensarse lo mismo; si
revisamos la tabla inicial dual, quienes integraban la matriz identidad eran
los vectores de las variables artificiales, agregados, justamente para
formar dicha base, por ser todas las relaciones de > con lo que las slacks
formaban la identidad pero cambiada de signo.

20 Y1 + 10 \/2 + b Y3 - Ya + He = 9
10 Y1 + 30 y2 + Y3 - Y5 + Hr = 5
z= 100Y, + 180Y, + 40Ys + M + M 1 (min)

Entonces, para formar la matriz inversa dptima fomamos los vectores
de las variables artificiales, de tal modo que la matriz inversa éptima del
dual es:

3/50 -1/50
At=
-1/50 1/25

Se puede observar que ambas columnas coinciden con las columnas de
Y4 e Y5 pero cambiadas de signo. Esto es muy Gtil porque, cuando pasamos de
la éptima del primal a la dptima del dual no obtenemos las columnas de
variables artificiales. En tal caso bastard con formar la matriz inversa
optima con los vectores de la slack pero cambiados de signo (haciéndolo se
puede comprobar que se obtiene la misma matriz). Esto se hace porque
generalmente las relaciones del dual son de > pero, como vimos en el capitulo
dedicado a dual, a veces hay que cambiar el signo de una inecuacién a <y la
slack de esa relacién se sumard y no serd necesaria una artificial. En ese
caso, la columna correspondiente a esa slack no se cambia de signo para
formar la matriz inversa optima.

En nuestro ejemplo, la transformacién del vector Aq seria:

3/50 -1/50 3 1/50
-1/50 1/25 2 3/50
Como by es = 120, z,- b = 1/50 x 100 + 3/50 x 180 - 120 = - 107,2
Si hubiera dado positivo, nuestra tabla éptima habria dejado de ser tal,

pues tendria que entrar esa variable a la base. Como vemos, el
procedimiento es similar al a).
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NOTA: Hay que tener cuidado si el funcional del primal tiene algin
coeficiente negativo, entonces habra que cambiar el sentido de la inecuacién
del dual correspondiente. Todos los coeficientes de dicha restriccion
cambian de signo. Hay que tenerlo en cuenta cuando se introduce una nueva
columna en el dual, hay que cambiar en dicha columna el signo del
coeficiente de esa fila (de la restriccion).

Ejemplificando: si en nuestro problema el funcional fuera:

z=8 X; - b X; el planteo dual seria:

20Y, + 10Y, + 5Y; » 8
100Y;, + 30Y, + VY3 > -5 = -10Y, - 30Y, - Y3 ¢ B

Entonces el planteo con slacks es:

20y1+10\/2+5Y3-Y4+[J
10Y, + 30Y, + VY3 + VY5

IA v

y si queremos introducir la restriccion 3 X; + 2 X, ¢ 120 serd
3/50 1/50 3 7/50
-1/50 -1/25 -2 1/50
Como se aprecia, ho hemos cambiado de signo la columna de la slack
Y5 y si hemos cambiado el 2 de signo porque dicha restriccidn, incorporada

al planteo, seria:

20Y, + 10Y, + BY3; + 3Y, > 8
10Y1+ 30yZ+ Y3+ 2y6 > -5 = -].OY1- 30yZ-Y3 - 2y6 < b

¢Se comprende ahora el consejo de plantear siempre el dual inicial
antes de pasar directamente de tabla optima a tabla éptima?
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Andlisis paramétrico y de sensibilidad

Cuando desarrollamos modelos de programacion lineal, si deseamos
que reflejen la realidad, tendremos que prestar mucha atencion a la tarea
de recopilacién de valores numéricos de modo tal que éstos sean confiables
y exactos en lo que respecta a los coeficientes. Algunas veces sélo contamos
con valores estimados o promediados de los coeficientes. Entonces es
importante estudiar como se comporta un problema de programacion lineal
cuando se varian esos coeficientes, es decir, ¢para qué rangos de valores de
los coeficientes continuard siendo dptima la solucién? Aqui investigamos
cambios en coeficientes de costo de la funcién objetivo (c;) y de las
constantes de las restricciones (b;). Hay cambios que se suponen funciones
lineales de un pardmetro (programacién lineal paramétrica) y otros cambios
que hacen que la solucion optimizante se vuelva no dptima (andlisis de
sensibilidad). A estos Ultimos les prestaremos especial atencion en los
puntos siguientes.

. Variacidn de coeficientes de eficiencia,

a. De variables que estdn en la base.

Supongamos que queremos saber hasta donde puedo modificar el
valor de C; sin que se modifique la solucion actual. ¢Qué queremos decir con
que “no se modifique"?. Obviamente que al estar X; en la base, el valor de Z
= (Z ¢;X;) se modificard, igual que los z;-¢; = (Z cia; - ¢;)

i=base

Lo que no queremos que se modifique es la estructura (valor de las a;
y b; del paso), no queremos que esta tabla deje de ser éptima y haya que
pasar a otra tabla. Lo que nos obligaria a pasar de tabla seria el hecho de
que hubiera algln z;-c; menor que cero, por lo menos.

Para esto analicemos los z;-c; reemplazando en todos los casos el valor
de ¢; por el simbolo “c;".

Zl'C1=C1.1"C1=O
Z,-Co = 51‘530

Z3-C3 = 0,06 .C1 - 0,02 .- 0,28 .0-0= 0,06 .C1 - 0,1
z4-c4=-002 .¢,+0.04 .5+0,06.0-0=0,2-0,02.c¢
Z5-Cs = 1.0"C1:0

Como todos tienen que ser mayores o iguales que cero:
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006 ¢ -01 >
02-002¢ 2

=> 006c¢ 201 = c125/3
= 0,02¢ ¢ 02 => ¢<10

v

0
0

lo que indica que mientras c; se mantenga entre 5/3 y 10, se mantendra la
estructura actual. Debemos sefialar que I6gicamente, el valor actual de c; (8)
se encuentra en el intervalo, de lo contrario el cdlculo estaria errado. Si
colocamos 10 como valor de c; obtendremos un zj-c; = O (zs-cs) lo que
significa soluciones alternativas. Haciendo entrar X, se modifica la tabla.
Similar situacion se produciria si ¢; = 5/3 pero con X;.

A 5/3 se lo llama limite inferior de c; en esta tabla y a 10 limite
superior. Si hubiera varios candidatos a limite inferior se elige el mayor de
todos ellos, ya que si se eligiera al menor habria un z;-c; = O y, al menos otro
menor que cero. En tanto, si hubiera varios candidatos a limite superior se
elige el menor por la misma razén. Si obtuviéramos como limites c1<8 y ¢ ¢
10 vemos que c; < 8 engloba a ambos. El razonamiento para limite inferior es
igual.

b. De variables que ho estdn en la base.

Es légico que cuando cambia un c; de una variable x; que no estd en la
base no se altera el valor de z porque en él intervienen los ¢; de las x; de la
base. Tampoco modifica entonces el valor de otro z;-c; que no sea el de esa
misma variable.

Si queremos averiguar el limite superior (c; + “c; siendo c; el valor
actual y “c; la variacién positiva) y el limite inferior (c; - ¢;) para que no se
modifique la tabla, ese valor de zj-c; serd el que tendrd que mantenerse
mayor o igual que cero.

El valor de z; no se modifica, entonces el nuevo z;-c; sera:

j 2 0 Zi-C;
Zi-C; + -CJ >0 Z;-C;j '-CJ

v
O
.

zj - (c;+7¢)) 20 z-¢; - ¢
zj - (- 7¢) 2 0

v

Con respecto a esta Ultima relacion, como queremos que el indicador sea
mayor o igual que cero serd mayor que un nimero negativo como - c;.
Entonces cuando mds disminuya c; ese z;-c; serd mayor y positivo. (Por
ejemplo, si ese c; llegara a ser igual a -3 seria z; - (- 3) = z; + 3, entonces z;-
¢; nunca llega a ser negativo por esa via). Si z;-c; no llega a ser negativo con
disminuciones de c;, ese limite no nos interesa, porque mientras el indicador
siga siendo 2 O no se modificarad la solucion optima.
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Vemos que el c; tiene un solo limite, el superior porque al subir el c;
hard, en un momento que z;-c; sea igual a cero y entre esa variable en la
base. Pero ¢cudnto puede aumentar c; sin que se modifique la actual tabla
optima? Tiene que aumentar hasta que z;-c; sea cero, o sea, hasta que ¢; = z;.

Entonces, el limite superior de c; de una variable que no estd en la
base es su z; y el limite inferior no existe (-e).

c. Andlisis grdfico.

iy L) 1

El funcional actual estda en azul. Cuando ¢; = 5/3 la pendiente del
funcional (rojo) ha variado tanto que el éptimo ahora es el segmento CB.

En cambio, cuando c¢; = 10 la pendiente del funcional coincide con el
segmento AB (X; = 0). Aqui comprobamos que en los limites hay soluciones
alternativas, como habiamos dicho. Podriamos continuar el andlisis variando
¢; desde cero hasta infinito. Cuando c; vale cero, obtengo la horizontal (OA
optimo) y cuando vale infinito obtengo la vertical (A éptimo).

d. Relacion entre el signo de las a;, el objetivo del problema y la

variacion de c;.

Cuando cambia el ¢; de una variable que no estd en la base, uno de los
limites no existe, de tal modo que analizaremos un cambio de c; cuyo X; esté
en la base. A las X; que estdn en la base las llamamos xi. Cx es la variacion
del ¢; correspondiente. Todos los z;-c; tienen que continuar siendo mayores
o iguales que cero. Entonces:

Zaij.C.- + ij.ACk‘CJZ 0

i = base

O-

Qy; . Acy > '( Zj‘ Cj)

Version 3.1 — Julio 2008



Modelos y Optimizacion I 27

cambio de signo & -ay;. Ack < (Z;-¢))

Ack ¢ (Zi-¢)
pero como quedaria con signo negativo, cambio el signo y el sentido:

cuando  a >0

a2 (Zi-c)
(¢14]
cuando a; < 0
c 2 (Zi-¢)

pero como ai; < O, - ai; es positivo.

Por lo tanto:
min
ij ij

Zi-¢i ¢« Ao ¢ mdx Z-g;
Ax; Qg

cuando nos referimos al mdximo es en valor absoluto.
Esto fue observado cuando calculamos cada z;-c; (ver l.a). Cuando un

ay; era positivo (ej. 0,06) no limitaba el aumento de c; (ver que c; > 5/3) pero
st la disminucion del mismo. Idéntico razonamiento se hacia con un ay

negativo.

0
0

v

Z3-C3 = 0,06 (8 + A +C1) - 0,02 .5
24-c4=-002 (8+A°c;))+0,04 .5

v

Vemos que si quiero un incremento positivo lo que me crea conflicto

es la segunda ecuacion ya que en la primera A “c; estd sumando y el zj-;
seguird siendo mayor o igual que cero.

-016-002Ac;+02 >0 002A"c; <004 A'c; < 2

Puede aumentar a lo sumo en 2 porque asi llega a 10 que es el limite que
habiamos logrado antes. Si queremos saber en cudnto disminuye c;:

0

Z3-C3 = 0,06 (8 - A _C1) - 0,02 .5
0

Z4-C4 = ‘0,02 (8 - A _C1) + 0,04 .5

v v
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En la segunda ecuacion, por compensacion de signos A “¢; queda
sumando, asi que la que restringe para que el indicador siga siendo mayor o
igual que cero (es ldgico, si antes limitaba una ecuacién, ahora esa no debe
limitar)

048-006 Ac;-0120 0,06 Ac; < 0,38 ¢; ¢ 19/3
es decir que a lo sumo puede disminuir un 19/3 con lo que quedaria en 8 -
19/3 = 5/3, valor obtenido antes.

Usando el otro método, si hiciéramos z;-c; = 0,38 = 19/3 obtenemos el
ass 0,06

mismo limite.

e. Determinacidn de curvas de oferta.

La curva de oferta expresa la variacién de cada X; en funcion del
valor de su ¢;. Cada tabla tiene un rango de validez. En nuestro caso,
analizando para ¢, la validez de la tabla siguiente es para 5/3 < ¢; < 10.

8 5 0 0 0

C X B Aq Az As A As
8 X 2,4 1 0 0,06  -0,02 0
5 X 5.2 0 1 0,02 0,04 0
0 Xs 22,8 0 0 028 0,06 1
45,2 0 0 0,38 0,04 0

cuando ¢; ¢ 5/3 pasamos a la siguiente tabla:

5/3 5 0 0 0

C X B A A As A, As
0 X 40 50/3 0 1 -1/3 0
5 X 6 113 1 0 1/30 0
0 Xs 34 14/3 0 0 -1/30 1
30 0 0 0 176 0

(los zj-c; y el funcional sélo son vdlidos para c; = 5/3). Aqui X; ya no estd en

la base, entonces esta tabla es vdlida para -« < ¢; ¢ 5/3
Cuando c; > 10 pasamos a la siguiente tabla:

10 5 0 0 0

C X B A, A, Az Ay As
10 X4 5 1 0,5 0,05 0 0
0 X4 130 0 25 -0,50 1 0
0 Xs 15 0 -1,5 -0,25 0 1
50 0 0 0,5 0 0
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Enestatabla05¢;-520y0,05¢;20 => ¢;210

Esta tabla es vdlida para 10 < ¢; < "eo

Entonces para 5/3 < ¢; < 10, X; vale 2,4; para ¢; < 5/3, X; vale O y para c; > 10,
Xi vale 5.

Graficando la curva de oferta de puertas tipo 1 entre O e o:

2.4 N

2. Variacion de las restricciones del problema.

a. Valores marginales. Significado. Interpretacion grdfica.

El valor marginal se relaciona con los recursos y éstos se relacionan
con el vector B. Para poder comparar, tenemos que fijar la unidad, asi
podremos saber el efecto que produce cambiar un recurso, en lo que hace a
su disponibilidad. Analicemos la modificacién que sufre el vector B cuando le
agregamos una unidad al recurso 1.

(b, ) [ o)
B':B*‘Ei: L';l + 1 > i
Ly \ 9)

Pero ya teniamos un valor de vector X dptimo (X). ¢Qué ocurre con
ese optimo ante esta modificacién?
Sabiamos que:
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A.X=BX=A".B
X:A_l.(B+E1):A_1.B+A_1.E1 X=X+X QUGCSZO

Veamos cémo varia el funcional:
Z=CX=CX+X)=CX+CXi=Z+CXi=Z+1Z

Siempre nos referimos a los elementos A, X, B, etc. de un mismo paso. Para
todo Ci que corresponda a un vector que estd en la base Z-C; = O pero
cuando no estd en la solucién no puede valer cero.

Z =7+ (Z-C)

Puedo agregar C; porque cuando se trata de un recurso, C; vale cero.

Asi, al valor z-c; se lo llama valor marginal del recurso i y, por
supuesto, es el z;-c; de la columna que representa a ese recurso. Valor
marginal es el aumento que experimenta el funcional en funcién del aumento
unitario que se produzca en la disponibilidad de un recurso. Este aumento
del funcional se produce porque el valor marginal refleja el efecto que tiene
sobre el funcional la mejor reubicacién de otros recursos ante la variacién
de uno de ellos y la consiguiente variacion en las variables producto.

Supongamos que contamos con 10 hh. mds que las 100 que teniamos
antes. Esto produce una modificacion en el poliedro solucidn por corrimiento
de uno de sus lados. Entonces cambia el optimo (de B a B'). Si se calcula el
funcional para el punto B' se verd que vale 49, es decir, ha aumentado en
0,38 (valor marginal de X3) x 10 (A Xs).
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Analiticamente ¢cémo veo el beneficio de 10 hh. mds? El beneficio
tengo que verlo en el nuevo vector X 6ptimo:

AX=B X =A'B X=A'B

X - X = Al (B-B)
X B

Determinemos entonces el nuevo delta X.

006 -0,02 O 10 0,6 A X,
X=1-002 004 0| x 0(=|-02 | = |AX;,
-0,28 0,06 1 0] 2,8 A X

Coincide con el grdfico, aumenta X; y disminuyen Xz y Xs.
Econdémicamente valorizo cada pérdida y cada ganancia:

06 x 8 48
-02 x b -10
-28 x O 0
3,8 que es lo que aumentd el funcional

Si hubiera aumentado sdlo 1 hh. el vector delta X seria:
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0,06
-0,02
-0,28

y la valorizacién econémica daria: 0,06 . 8-0,02 . 5 = z;
-¢c3=0,38-0=0,38

De ahi el concepto de valor marginal como lo que aumenta z.

b. Costo de oportunidad. Significado.

Para el andlisis usaremos un producto que ho pertenezca a la base de
la solucion 6ptima, siendo A. el vector de producto.

Quiero ver qué sucede si quiero fabricar una unidad de ese producto
representado por A.. Si A. no pertenece al optimo es que su incorporacion a
la base serd perjudicial, me trae un costo llamado costo de oportunidad.

Fabricar una unidad supone un descuento en B, ya que se necesitan
recursos para fabricarla, y si A. es el vector del primer paso indica lo que
uso de cada recurso (descuento a B).

B=B-A.
X=A' B=A"B-A) =X-A'A, X=X-X. 20
Z=CX+C, =C(X-X)+C =Z-Z, +C, = Z-(Z. -C.)

Donde C. es el beneficio de una unidad del producto e, y Z. - C. representa
lo que disminuyé el funcional.

Es decir que el costo de oportunidad es la disminucion que
experimenta el funcional por producir una unidad del producto j que hasta el
momento no se fabricaba. Ese valor es el zj-c; correspondiente y, como en el
caso del valor marginal, el andlisis se hace en la tabla éptima. También se
suele decir que el costo de oportunidad es lo que se pierde de ganar por
entrar ese producto a la base (siempre analizando en el éptimo). Esta
disminucion del funcional se produce porque lo que consume ese producto de
cada recurso le quita a los demds productos, que son mds provechosos que
él, una cantidad que podria consumir y esa pérdida que se produce al
reacomodar la fabricacidn es mayor que el beneficio utilitario del producto.
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c. Andlisis de la relacion entre saturacidn de recursos, valores

marginales y variables slacks.

¢Cudndo un recurso se encuentra saturado? Cuando no existe
sobrante del mismo. Eso podemos verificarlo a través de la variable slack
correspondiente. En nuestro ejemplo base:

X3 = sobrante de horas hombre (hh/sem)

X4 = sobrante de materia prima (kg/sem)

X5 = sobrante de horas mdquina (hmdq/sem)

Recordemos la tabla éptima:

8 5 0 0 0

C X B A Ay Az Ay As
8 X4 2,4 1 0 0,06 -0,02 0
5 X, 52 0 1 -0,02 0,04 0
0 Xs 22,8 0 0 -0,28 0,06 1
45,2 0 0 0,38 0,04 0

Como vemos, X3 = X4 = 0. Entonces, si las sobrantes de horas hombre
y de materia prima son nulas, esos recursos estdn saturados. No estdn
saturadas las hs. mdq. de las cuales sobran 22,8. Recordemos que las
disponibilidades iniciales eran de 100 hh, 180 kg y 40 hs. mdq. por semana.
Como habiamos analizado anteriormente, cuando un recurso tiene sobrante
su slack en la base tiene valor mayor que cero y su zj-c; es igual a cero, es
decir, su valor marginal es cero porque no me trae ninglin beneficio
conseguir mds hs. mdq. si actualmente me sobran. En cambio, en aquellos
recursos saturados, el valor marginal es mayor que cero porque me
resultaria beneficioso conseguir mds de ese recurso. Pero el beneficio no es
el mismo para todos los recursos. En este caso, el beneficio por tener una
hh. mds es mayor que el beneficio por tener un kg. mds de materia prima.
Eso depende de la cantidad de ese recurso que necesiten cada uno de los
productos que estdn en la base dptima y en qué proporcion se fabriquen.
Debemos recordar que el valor marginal se calcula como zj-c; = ¢; a;; - ;. El
valor marginal es el valor de la y; de ese recurso por lo cual esto se ve
reflejado en el dual.

d. Andlisis de la relacién entre la produccién de un producto y el costo
de oportunidad.

Cuando un producto se encuentra en fabricacién y, por lo tanto, la
variable X; que lo representa estd en la base, entonces su z;-c; vale cero y
su costo de oportunidad es nulo. Cuando en el paso optimo una variable que
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representa a un producto no se encuentra en la base, entonces su costo de
oportunidad es distinto de cero (por ser el paso éptimo debe ser mayor que
cero). Ese producto no figura en la tabla optima porque su fabricacidn no es
conveniente. Por cada unidad que se fabrique de él habrd una pérdida igual a
ese costo de oportunidad por las razones que se citaron en 2.b.

Esto se ve reflejado en la tabla dual. Sabemos que cuando una
variable real figura en la base del directo su dual correspondiente no figura
en la base del dual. Por el contrario, cuando un producto no se fabrica, su
dual correspondiente (definida como costo de oportunidad de ese producto)
estd en la base del dual con un valor igual al zj-c; de ese producto. Se
descuenta que a esta altura hemos convenido en que no hay ninguna variable
en la base cuyo valor sea cero (salvo caso de degeneracidn).

e. Variacidn de restricciones de recursos no saturados. Cdlculo de

limites. Andlisis grdfico.

En el caso de los recursos no saturados, si la variacién es positiva, es
decir, la disponibilidad aumenta, no se produce ninguna modificacion en
cuanto a la produccién éptima, ni en el valor del funcional, simplemente que
si antes sobraba, ahora sobra mds.

Este andlisis se hace justamente para saber cudles son los recursos
no saturados porque si el empresario nota que siempre le sobra un recurso
comprard menos de él. Justamente, éste es el caso que interesa analizar
para recursos no saturados: ¢hasta qué cantidad puedo disminuir la
disponibilidad de un recurso no saturado sin que se modifique la solucion? Si
disminuimos hasta llegar a cero, por nombrar un extremo, no podremos
producir nada, pero nos interesa saber cudl es el limite de disminucidn.
Como la disponibilidad de cada recurso (b:) es un coeficiente del funcional
del dual y estamos analizando desde el punto de vista de los recursos, esto
nos lleva a hacer nuestro andlisis en el dual.

Recordemos la tabla éptima dual de nuestro problema

100 180 40 0 0

B Y C A Ay As Ay As
100 Y, 0,38 1 0 0,28 -0,06 0,02
180 Y, 0,04 0 1 -0,06 0,02 -0,04
45,2 0 0 -22,8 -2,4 -5,2

Como vemos, Y3 (valor marginal del recurso hs. mdq.) es cero.

z3-c3 = -22,8 indica el valor de Xs cambiado de signo (repasar
correspondencia enfre variables del primal y del dual) y nos revela que
sobran 22,8 hrs. mdq. Ahora bien, queremos disminuir la disponibilidad de
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hs. mdq. (bs) sin que cambie el ptimo. Para que la solucién siga siendo vdlida,
todos los zi-c; tienen que ser menores o iguales que cero. Entonces podemos
calcularlo con un método similar al usado para calcular el limite en las
variaciones de los c¢;. Cuando cambia un b; de una variable Y; que no estd en la
base, sélo afecta a su propio z-b;.

Reemplazando el valor de b; por el simbolo "bs" calculo:

z3-b;=100 . 0,28-180 . 006 -b; < O b; < 17,2

La disponibilidad de hs. mdq. puede disminuir hasta ser igual a 17,2,
por lo tanto puede disminuir hasta en 22,8 hrs. Justamente, como en el caso
de los c;, el limite inferior es el z-b; correspondiente.

Analicemos el grafico de la siguiente pdgina.

En linea llena vemos la recta Xs=0 con la disponibilidad original de 40
hs. mdq. Cuando la disponibilidad es de 17,2 (linea punteada) se achica el
poliedro (OA'BC) pero el éptimo sigue siendo B porque la pendiente del
funcional no ha cambiado. Aqui se ve claramente que cuando la disponibilidad
es 17,2 la recta X5=0 pasa por el punto B. Si la disponibilidad fuera inferior
a 17,2 el punto B se desplazaria mds a la izquierda y el funcional diminuiria.

Graficamente:

o}

o .
s Mpo oo

f. Variacidn de restricciones de recursos saturados. Cdlculo de limites.

Andlisis grdfico.

Cuando un recurso estd saturado es que no tiene sobrante.
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En oportunidad de analizar cada uno de los coeficientes de la tabla
vimos que, si aumentdbamos la disponibilidad de un recurso saturado, llegaba
un momento en el que comenzaba a sobrar y el valor marginal pasaba a ser
cero. Dijimos entonces que nos interesa averiguar cudnto podemos aumentar
la disponibilidad como limite hasta que empiece a sobrar. Esta es la seccién
en la cual veremos la forma de averiguar cudl es ese limite. Pero no es sélo
eso lo que nos interesa. Queremos saber, como en 2.e cudnto podemos
aumentar la disponibilidad como mdximo para que no cambie la estructura
optima. Para ello aplicaremos el mismo método que en 2.e, analizando en el
dual pero, como sabemos, cuando cambia la b; de una variable de la base
cambian todos los z-bi. Para que se mantengan las condiciones actuales,
todos los z-b; tienen que sequir siendo menores o iguales a cero.

Convengamos en averiguar cudnto podria aumentar la disponibilidad de
hs. hombre sin que varie la estructura optima (claro que variaria el valor de
z y los zi-b; pero no queremos que cambie la base, eso es la estructura). Para
analizar reemplazaremos b; = 100 por el simbolo "b;", calcularemos todos los
z;-b; para extraer un valor limite.

z3-bs;= 0,28b,-0,06180-40 = 0,28 b;-50,8

Z4-bs=-0,06 b; + 0,02 180 = 36 - 0,06 b,
Z5-bs= 0,02 b;-0,06 180 = 002b;-72
z3-b3;=>0,28b;-508 <O bl < 181,42
Z4-bs=>3,6 -006b; <0 bl = 60
Z5-bs=>0,02b,-7,2 <0 bl < 360

Esto quiere decir que mientras b; se mantenga entre 60 y 181,42 hh
se mantendrd la solucion actual (de los limites superiores elijo el menor).
Esto quiere decir que, si disminuyen hasta valor 60, igual se seguirian
produciendo X; y X, aunque en menor cantidad (recordar que z4-bs = X;y z5-
bs = X;) si se disminuyera b; hasta que fuera menor que 60 dejaria de
producirse Xi.

De igual modo, cuando b; = 181,42 z;-b; = Oy al entrar Y; a la base, no
puede salir sino Y; por tener el dnico a;; positivo, entonces el valor marginal
de hh = 0 y sobra. Hemos encontrado hasta qué limite podemos aumentar la
disponibilidad de mi recurso para producir cada vez mds hasta que empiece
a sobrar. Si aqui no lo hubiéramos encontrado tendriamos que pasar a otra
tabla hasta hallarlo.

Recordemos que este limite es para que se mantenga esta estructura
de tabla como éptima. Cuando antes analizamos en una tabla intermedia
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obtuvimos un limite pero el andlisis se hace para la tabla 6ptima, la dnica que
nos interesa.
Grdéficamente:

4

\
\
\
\CJ - m— — ﬂll%fﬂ
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Cuando bi=60 X3=0 estad dibujado en rojo y el poliedro OA’C, si b; es
menor que 60 el éptimo es C. En este caso Y; no se produce, ya lo habiamos
notado analiticamente. Cuando b;=181,42 X3=0 estd dibujada en negro y el
poliedro es OA"B'C. Cuando X3=0 llega al limite de X5=0 el éptimo es B'. Si
sigue aumentando b; sobran horas hombre porque X;=0 se desplaza tanto
que ya no limita el poliedro tal como actualmente Xs=0 no estaba en el
poliedro y sobraban hs. mdq. Grdficamente se obtienen los mismos
resultados que con el andlisis. El optimo se desplaza por la recta X,=0.
Cuando el optimo llega a C, ya no puede desplazarse por esa recta porque ya
es el limite y alli b;=60. Cuando el optimo llega a B' ya no puede desplazarse
por esa recta porque se termina el poliedro. Entonces los puntos limite son
aquellos en los cuales el éptimo deja de desplazarse por una recta y pasa a
hacerlo por otra. Ademds, son puntos degenerados (ver Cy B').

En los puntos de corte, analiticamente obtuvimos soluciones
alternativas (cuando un zi-bi=0 cuyo Y; no estd en la base). En el grdfico,
cuando b;=60, C es un punto degenerado, igual que B' cuando b;=181,42. Esto
demuestra la veracidad de lo que afirmamos cuando hablamos de dualidad en
programacion lineal: “cuando uno de los problemas es degenerado, el otro
tiene soluciones alternativas”. Justamente, los valores limite indican un
corte en el desplazamiento del 6ptimo, producido por la degeneracion.
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g. Relacidn entre el signo de los a;, el objetivo del problema, el sentido
de la variacion de las b; estudiadas y el sigho de b..

Sabemos que un cambio en una b; debe ser de magnitud tal que
conserve la estructura de la solucién. Para que una solucion dptima se
mantenga, todos los z--b; del dual tienen que ser menores o iguales que cero.
Sabemos que los z;-b; representan el valor de una variable X..

z-b < 0 Vi

Llamaremos a’; a los elementos de la tabla dual para diferenciarlos de
los a;; del directo que son distintos.

Z Qjk bj +0'|iAb|‘b|$O

Jj=base

Para todo j en la base y donde d'; es el elemento de la |-ésima fila y la
i-ésima columna de la tabla del dual optima (pertenece a la matriz inversa
optima del dual).

Entonces: z-bi+djAb < O

Cl'n A b] < - (Z; - b‘) Cl'n A b] < =X

Para ay > O tenemos: Ab, < -x; perocomo -x; es mayor que
a)  cero queda positivo.

Para ay < O fenemos: Ab; < -x; Yy como a; es negativo cambio el
a)  sentido: Ab; 2 -x
- a

Entonces:
min - X < Ab;, < max - X
-a;<0 - aj -a;>0 - aj

Esto ya fue observado cuando calculamos la variacion de b;. Cuando el
a’; era positivo (0,28; 0,02) sélo afectaba el limite superior (el mayor de
ellos). Con 0,28, en este caso el mayor, encontramos la mdxima variacion
positiva o limite superior:

Ab'y =228 = 8142
0,28
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Con lo cual el nuevo b; serd b’y = 100 + 81,42 = 181 ,42.
Cuando queremos analizar una variacion positiva o incremento de b,
que actualmente vale 100, planteamos:

Z5-b; = 0,28 (100+Ab"y) - 0,06 180-40 <0 028Ab; - 228 =<
0
Z'4-b, = -0,06 (100 + Ab";) + 0,02 180 <0 -0064b;-24 =<0
Z's-bs = 0,02 (100+Ab") - 0,04 180 <0 002Ab"; - 52 =<
0

Vemos que en la segunda ecuacién, como A b’y tiene signo negativo,
cuanto mds aumente, mds negativo se hard ese z'--b;, entonces no me sirve
como limite. En la primera ecuacion A b"; < 81,42 y en la tercera A b"; <
260. Tomo el menor y me queda el mismo limite obtenido anteriormente
(81,42).

En cambio si quiero analizar una variacién negativa o decremento:

Z5-b; = 0,28 (100-Ab7;) - 0,06 180-40 <0 -0284Ab, - 228 <0
Z4-bs = -0,06 (100-Ab7) + 0,02 180 <0 0064b,-24 <O
Z's-bs = 0,02 (100-Ab7;) - 0,04 180 <0 -002Ab, -52 <20

Aqui, como en la segunda ecuaciéon A b’ tiene signo positivo, hay
peligro de que aumente tanto que ese indicador deje de ser menor o igual a
cero, entonces es el Unico que limita A by < 40. A lo sumo puede decrecer
en 40, con lo cual b; seria igual a 60, limite que ya habiamos hallado.

h. Variacidén de una restriccidn b; de cero a infinito. Andlisis analitico y
grdfico de la variacién de: funcional - Valor marginal de la restriccién
gue varia - Uso de las otras restricciones - Valor marginal de las

ofras restricciones - Valor de las variables del problema directo.

Veremos la variacion de b; de cero a infinito.
Mientras 60 < b; < 181,42 vale la tabla original, en la que
adjuntamos los z-b; en los limites.
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100 180 40 0 0

B Y C Aq Ay Ag Ay As
100 Y4 0,38 1 0 0,28 -0,06 0,02
180 Y, 0,04 0 1 -0,06 0,02 -0,04
B, =100 45,2 0 0 -22,8 -2,4 -5,2

B, =60 30 0 0 -34 0 -6
B, =181,42 76,14 0 0 0 -7,28 -3,57

Veamos ahora la tabla vdlida para b; < 60.

60 180 40 0 0
B Y C A A, Ag Ay As
60 Y 0,5 1 3 0,1 0 -0,1
0 Ys 2 0 50 -3 1 -2
30 0 0 ~34 0 6
Y la siguiente vale para b; = 181,42, porque y; ya salié de la base:
181,42 180 40 0 0
B Y C Aq A As Ay As
40 Ys 19/14 25/7 0 1 3114 1/14
180 Y 17/140 3/14 1 0 11140 -1/28
76,14 0 0 0 7,28 3,57
Analicemos algunas variaciones en funcién de b;.
Variacion del funcional.
£3
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La pendiente es el valor de Y, en cada tabla.
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Valor marginal de horas hombre.
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La pendiente es el a5 de cada tabla cambiado de signo;

Valor marginal de horas mdquina.
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Valor marginal de materia prima.
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La pendiente es el a4 de cada tabla cambiado de signo. Es el ais porque
el subindice i es el coeficiente que varia (b;) y el subindice j es el de la
columna de, en este caso X;, lo que quiero representar. Como X; se
corresponde con Y, j=4.
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3. Modificacién de las dimensiones del problema.

a. Introduccidén de nuevos productos. Determinacion del beneficio limite
para fabricar el nuevo producto.

Cuando habiamos hablado de modificaciones en el problema original,
en el capitulo anterior tocamos el caso de agregado de incégnitas en el cual
agregdbamos un nhuevo tipo de puerta (ver el punto “a“, agregado de
incognitas en modificaciones en el problema original). Asi, averiguamos que
con un beneficio unitario de 4$ no se modificaba nuestro dptimo, ya que con
el método de la matriz inversa dptima conseguimos dilucidarlo sin hacer
todo el desarrollo de nuevo.

Pero si no nos dieran el beneficio unitario sino que nos plantean: “qué
beneficio tendria que tener, como minimo, ese tipo de puertas, para que
convenga producirlas”. Si conviene producirlas su z;-c; serd menor o igual
que cero, para que no se mantenga la tabla actual, en la que no estdn en la
base, como éptima.

Primero calculamos el vector en el optimo premultiplicando por la
matriz dptima. Recordemos:

0,06 -002 0 18 0,78
-002 004 0 X 15| = 0,24
-0,28 0,06 0 41

Calculo el zj-c; que tiene que ser mayor o igual que cero, poniendo ¢
como incégnita (cs es el beneficio unitario del nuevo producto).

2e-c6=07 . 8+024 .5-¢c, <0 Coe = 7,44 (a)

Es légico, ¢, tiene que ser mayor o igual que su z; para que zs-C, Sea
menor o igual que cero, X, entre a la base y se produzca.

La incégnita puede ser, a veces, no c; sino alguno de los usos, por
ejemplo,“écudl tendria que ser el consumo mdximo de horas hombre de cada
puerta tipo 3 para que convenga producirlas?”. En este caso, al calcular el
vector en el 6ptimo, pondremos en vez de 18 una letra para designar una
incognita (ej: x) y calculamos el indicador (ya no es incégnita ce), y como
queda en funcion de la incégnita despejamos este valor.

0,06 -0,02 0 X 006 x - 0,3
-002 004 0 X 15| = -0,02x + 06
-0,28 0,06 1 0 -028x + 09
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Ze-C6 = (006 x-0,3)8+(-002x+06)5-4<0
038x-34<0
X < 8,9473

Otra manera de calcular este tipo de cosas es mediante el lucro
cesante. En la primera pregunta, el beneficio minimo tiene que ser aquel que
permita cubrir por lo menos la pérdida por lucro cesante. Esta pérdida se
basa en que hay que dejar de fabricar una determinada cantidad de los
otros productos porque necesito recursos para este nuevo. Esto lo calculo
con la valorizacion de los recursos, realizada con los Y. Es obvio que no
habra ningun lucro cesante cuando un recurso sobra. El lucro cesante de una
unidad de puerta 3 se calcula como suma de productos del uso unitario de
cada recurso, por el Y; correspondiente a ese recurso. ¢, tiene que ser por
lo menos igual (o mayor) al lucro cesante.

C6218Y1+15yZ+OY3
ce = 18 0,38 +15 0,04
Ce = 7,44

Como observamos, el resultado es idéntico al obtenido por el otro
método en (a).

En la segunda pregunta, el consumo tiene que ser el mdximo como para
que el z¢-c¢ sea igual a cero o menor:

XYi+15Y,+0Y¥3-¢c, < 0
x038+15004-4<0
x0,38 < 34

X < 89473

IN N

Se puede usar cualquiera de los dos métodos (o los dos para cotejar)
con tal que se entienda lo que se estd haciendo y se lleguen a resultados
correctos.

b. Introduccidon de nuevas restricciones. Determinacion de la capacidad
limite de la nueva restriccion para que no altere la solucion del

problema.

Al estudiar modificaciones al problema original vimos el caso de
agregado de inecuaciones, lo cual no es ofra cosa que agregar nuevas
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restricciones al problema. Para refrescar los conceptos se puede recurrir al
punto "d. Agregado de inecuaciones” del capitulo anterior, de modo que no
conviene reiterar por qué analizamos en el dual. Volviendo al ejemplo que
habiamos dado en aquella oportunidad, habldbamos de un nuevo
procedimiento de barnizado (nuevo proceso). Cada puerta tipo 1 necesita 3
litros de pintura y cada puerta tipo 2 necesita 2 litros, habiendo 120 litros
de pintura barniz disponible por semana.

Habiamos visto que con esa disponibilidad el z-b; seguia siendo
negativo en el dual y no altera la solucion. Pero si nos plantean "¢cudl seria la
disponibilidad minima de barniz para que no se modifique la solucién
optima?”.

En este caso calculamos el vector en la tabla éptima del dual.
Recordemos como lo haciamos:

3/50 -1/50 3 1/50
X =
-1/50 1/25 2 3/50
Z's - b, =1/50 100 + 3/50 180-bs < O be = 64/5

Para que no se modifique la solucion no se tiene que saturar este
recurso. El limite es que alcance justo pero no nos conviene que se sature
porque cambia la produccidén y se pasa a un nuevo optimo en el dual, por lo
que el z serd menor que el actual.

De igual modo, podemos calcular el consumo mdaximo de barniz que
puede hacer cada puerta de tipo 1 para que no se altere la solucién.

[3/50 -1/53 [x] [3/50 X - 1/23
X =
<1/50 1/2 2 <1/50 x + 2/2

z¢ - be = (3/50 x - 1/25) 100 + (- 1/50 x + 2/25) 180 - 120 < O
12/5 x-548/5 < 0
x < 137/3
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