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Capitulo 1

Introduccion

La Mecéanica de Suelos es la disciplina que estudia el comportamiento de los suelos bajo
distintas condiciones de carga. En la antigiiedad, cuando los seres humanos empezaron a
construir estructuras, era necesario disenar las fundaciones de manera adecuada. Bajo esta
necesidad se crearon expresiones empiricas para resolver problemas geotécnicos, que son
adecuadas pero su aplicacion se limita a una serie de casos.

En el siglo XVIII, Coulomb (1736-1806), desarrollo teorias mateméticas avanzadas para
el diseno de estructuras, sin embargo las técnicas de diseno de fundaciones presentaron
avanzances debido a las contribuciones hechas por Rankine (1820-1872) y Winkler (1835-
1888). Con el paso de los afios se empezd a desarrollar una nueva rama en la Mecéanica de
Suelos; la modelacion constitutiva del comportamiento del suelo. Esta disciplina describe el
comportamiento del suelo con ecuaciones constitutivas mediante la Mecanica de los Medios
Continuos.

En la actualidad, con el creciente advenimiento de la tecnologia informatica, se pueden
analizar mediante el Método de los Elementos Finitos una gran cantidad de problemas geo-
técnicos, es por eso que el estudio de diferentes modelos constitutivos es una herramienta
fundamental para el diseno de estructuras constituidas por materiales granulares.

La principal caracteristica de los materiales compuestos por particulas es que su resisten-
cia y rigidez dependen del estado de tension y cambian de manera muy significativa durante
los procesos de deformacion. Dentro de los materiales friccionales, las arenas presentan el
siguiente comportamiento: su rigidez y resistencia al corte son nulas cuando la presiéon es
nula.

Existen dos caracteristicas fundamentales de las arenas:

1. Todas las arenas tienen un angulo de reposo, que es independiente de los procesos de

carga y deformacion a los que haya tenido lugar.

2. Sin importar el estado inicial en que se encuentren las arenas, estas se deforman a

volumen constante luego de una distorsion lo suficientemente grande.



Para modelar el comportamiento de los materiales friccionales se deben tener en cuenta tres

aspectos importantes:
1. Los principios que gobiernan la respuesta del material.

2. Una teoria elastopléstica general para obtener relaciones de tensidén-deformacion ade-

cuadas para los suelos.

3. Un procedimiento numérico para resolver problemas geotécnicos elastoplasticos bajo

la accion de fuerzas exteriores y desplazamientos.

El primer aspecto consiste en entender el comportamiento elastopléstico de los medios con-
tinuos compuestos por materiales friccionales.

El segundo aspecto serfa establecer una teoria general de plasticidad con el fin definir
la relacion tension-deformacion para describir el comportamiento plastico observado. Esta
tarea es ardua, sin embargo; las teorfas que se utilizan para los metales pueden extenderse a
los materiales friccionales con algunas modificaciones para poder captar su comportamiento
bésico.

Finalmente, el tercer aspecto a considerar consiste en desarrollar técnicas numéricas pa-
ra la implementacion de la relacién tensién-deformacion en el anélisis de un problema de
valores de contorno. Debido a las no linealidades que presenta la respuesta plastica de estos

materiales, la solucién del sistema de ecuaciones resultante se vuelve muy compleja.

1.1. Objeto de esta tesis

En este trabajo se estudiarén las bases de la modelizacion constitutiva de materiales fric-
cionales basada en: hiperelasticidad dependiente de la presion y plasticidad no asociada. Se
formulara e implementara una ecuacién constitutiva local que modele a una arena con esos
elementos. Luego, se desarrollara el analisis del comportamiento de ésta ecuacion constitu-
tiva en procesos de ablandamiento. Especificamente, se formulara el operador elastoplastico
tangente continuo y el operador elastoplastico consistente con el algoritmo de retorno im-
plementado, se formularéd el tensor acustico y se estudiaran las direcciones principales de
localizacion.

Se utilizaran los elementos obtenidos en esta tesis para predecir el angulo de inclinacion
de las bandas de corte de ensayos de compresiéon plana drenados para arenas. No es objeto
de este trabajo, estudiar métodos de regularizacion de localizacion de deformaciones a nivel

constitutivo.



1.2. Organizacién y presentacion

Esta tesis esta organizada en siete Capitulos: 1) Esta introduccion; 2) una descripcion
del comportamiento mecanico de las arenas; 3) formulacion e implementacion de un mode-
lo hiperelastico dependiente de la presion; 4) formulacion e implementacion de un modelo
constitutivo elastoplastico local asociado basado en una funciéon de fluencia Jy; 5) formula-
cion e implementacion de un modelo constitutivo elastoplastico local no asociado basado en
una funcion de fluencia Js; 6) estudio de localizacion de un modelo constitutivo continuo
elastoplastico local no asociado; y 7) Conclusiones. A cada capitulo se le agrega, segin co-
rresponda, un anexo con los desarrollos teérico y deducciones de algunas de las ecuaciones

utilizadas que se encuentran al final del cuerpo de este trabajo.

1.3. Notacion

Los tensores de segundo orden se escriben en negrita mintscula; los tensores de cuarto
orden se escriben en negrita maytuscula. Los tensores unitarios de segundo y cuarto orden
se escriben respectivamente como 1 y I. El doble producto interno, el producto interno y el
producto tensorial se escriben respectivamente como a : b, a-b y a®b.

La compresion se toma como positiva en este trabajo, salvo que se indique lo contrario. La

presion media se define como

1

Donde o es el tensor de tensiones efectivas. No se admiten tensiones de traccién. La defor-

macion volumeétrica se define como:

e=¢:1 (1.2)

donde ¢ es el tensor de deformaciones infinitesimales y €” > 0 implica reduccion de volumen.

Se adopta la convencion de suma de Einstein que define que dos indices repetidos implican
suma, por ejemplo, a; b, = a; by + ag by + ag bs. Para la presentacion de los resultados, los
autovalores de o y de € se ordenan como 0; > 0y > 03 >0y €1 > €9 > €3.

La componente deviatorica del tensor unitario de cuarto orden viene dada por

1
Idev :I—§1®1 (1.3)

La ec.(1.3) se utiliza para definir las componentes deviatoricas de los tensores de tensiones

efectivas y deformaciones infinitesimales



s=1":¢ (1.4)

gl =T ¢ (1.5)

También se emplea en la formulacion del modelo constitutivo no asociado el tensor de obli-

cuidad de tensiones definido por

y su norma r = [|r|| como medidas del estado tensional.
Los vectores en este trabajo se denotan en negrita ya sea mayuscula o mintscula sub-
rayado, por ejemplo: a o A. Para detalles méas especificos sobre definiciones y notaciéon se

remite al Apéndice A.
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Capitulo 2

Propiedades mecanicas de las arenas

2.1. Introducciéon

Las ecuaciones fundamentales que describen la mecéanica de los materiales friccionales
estan basadas en el trabajo de Coulomb [13] y Rankine [42], quienes establecieron los princi-
pios basicos que gobiernan el comportamiento de una masa de arena. El primer principio se
denomina “principio de movilizacion de la friccion” [2]|. La friccion movilizada es la resisten-
cia a las fuerzas de corte o desplazamientos de un empaquetamiento granular. Esta fuerza
friccional, para dos granos cualesquiera en reposo, puede tomar cualquier valor entre cero y
un valor limite, este tltimo se alcanza cuando los granos estédn justo a punto de desplazarse
en forma relativa el uno con el otro mientras estan todavia en contacto. El valor limite de la
friccion movilizada es una funciéon de la fuerza normal entre los granos.

El segundo principio es el “principio de la dilatancia”. En 1885, Reynolds [43] observo que:
“Un empaquetamiento denso de granos colocado dentro de una bolsa flexible invariablemente
incrementa su volumen cuando la envoltura es deformada; si la envoltura es inextensible, pero
no inflexible, no es posible ninguna deformaciéon hasta que las fuerzas aplicadas rompen la
bolsa o fracturan los granos”. Debido a esta propiedad cinemética, un esfuerzo de corte
sobre un empaquetamiento de particulas produce que algunos granos, los cuales estaban
previamente en contacto, se separen y puedan desplazarse y rotar a lo largo de ciertos
planos. Si la fuerza friccional debido a corte llega a su valor limite, se forman superficies
de deslizamiento, produciendo un patrén de localizacién denominado “banda de corte”. Los
granos que se encuentran cerca de dicha banda estdn sometidos a una gran reacomodamiento,
y su comportamiento determina la resistencia friccional de la muestra. El empaquetamiento
se comporta como dos cuerpos rigidos diferentes mientras la deformaciéon se produzca en la
banda de corte. El principio de la dilatancia que se cit6 anteriormente justifica la aparicion
de superficies de deslizamiento cuando la muestra se torna suelta en regiones localizadas.

El proposito de este Capitulo es describir brevemente los principios que gobiernan la res-

puesta de los suelos granulares cuando se las somete a deformaciones por corte para poder
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describir la relacion tension-deformacion de las arenas en los ensayos triaxiales convenciona-

les.

2.2. Escalas de observacion

Los materiales friccionales deben su comportamiento en conjunto a la interacciéon entre
sus particulas; esta caracteristica dificulta la descripcion matematica del material y cualquier
intento de incorporar todas sus propiedades resultaria en modelos muy complejos y de poca
aplicacion préactica. Es por eso que se deben hacer simplificaciones sobre las bases de los
modelos y tratar de captar el comportamiento basico del material.

En la mecanica de materiales se estudian diferentes escalas de observacion; la descripcion
ingenieril se realizan a nivel macro o mesomecanico; los procesos y propiedades fisicoquimicas
se desarrollan en los niveles micromecanico, molecular y atomistico, y son cuantificados en
las descripciones meso y/o macromecénicas mediante funciones de correlacion.

En la descripcion ingenieril se distinguen los siguientes niveles de observacion:

1. Nivel estructural: este nivel trabaja en escala métrica y es utilizado en problemas

de estructuras civiles.

2. Nivel macromecanico: la mayoria de las propiedades de los materiales de laboratorio
se obtienen en escala milimétrica. Esta escala constituye la macroescala, en la que los

materiales se consideran continuos y homogéneos.

3. Nivel micromecanico: en este nivel se utiliza una escala que permite la observacion
de las propiedades microestructurales tales como microdefectos y tamanos de grano.
Esta escala constituye la mesoescala y los materiales se consideran compuestos y he-

terogéneos.

4. Nivel nanomecanico: en este nivel tienen lugar los procesos moleculares y atomisti-

COS.

En este trabajo se busca simular el comportamiento de los materiales granulares a nivel
macroscopico; los parametros utilizados describen las caracteristicas de un empaquetamiento

granular en forma general y son medibles en un laboratorio.

2.3. Caracterizacién macroscopica de los materiales fric-

cionales

2.3.1. Parametros de descripcion del empaquetamiento

Los materiales granulares son medios porosos compuestos por particulas sélidas y vacios.

La densidad del empaquetamiento se caracteriza mediante la relacion de vacios e expresada
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por

e=— (2.1)

donde v, es el volumen de los vacios y v, es el volumen de las particulas sélidas. También se

utiliza la porosidad n que se expresa de la siguiente manera

Uy

=2 2.2
" (vy + vs) 22)
y el volumen especifico
v — (Uv + Us) (2'3)
/US

La relacion de vacios tiene un valor méximo normalizado e,,,, y uno minimo e,,;, que

permiten definir la densidad relativa

D, — —Smar 7€ (2.4)

€maz — Cmin

1
3

densa si % <D, < %, y muy densa si D, > %. Es decir tanto la relacion de

De acuerdo con esta definicién, una arena es suelta si D, < %, medianamente densa si

1 2
3 < D, < 3
vacios como la densidad relativa son medidas directas de las caracteristicas macroscopicas

del material.

2.4. Resistencia

2.4.1. Resistencia en los materiales friccionales

La resistencia en los materiales friccionales viene dada en términos de la resistencia al
corte. La resistencia al corte de un material granular no es una propiedad del mismo, si no

que depende de:

1. La presion intergranular.
2. La densidad.

3. La direccion del plano de cizallamiento respecto de las direcciones principales de an-

isotropia material

La tensién de corte T; que produce el deslizamiento entre dos planos viene dada por la

ecuacion de Mohr-Coulomb
Ty = 0, tan (o) (2.5)
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donde o, es la tension normal que acttia en el plano y ¢ es el angulo de friccion interna. La
ec.2.5 se utiliza en los problemas précticos de la Mecanica de Suelos y el angulo de friccion

interna ¢ se elige de acuerdo al problema en particular.

Figura 2.1: Criterio de Mohr-Coulomb en coordenadas T — o[49].

2.4.2. Componentes de la resistencia al corte

La resistencia al corte de los materiales friccionales se debe a la interaccion de mecanismos
fisicos, los cuales se pueden simplificar en una contribucién de la fricciéon mineral entre las
particulas y una contribuciéon de la interferencia de las trayectorias de las particulas que se
desplazan.

La interferencia es una restricciéon cinemética al movimiento de las particulas vecinas; esto
depende de la forma de las particulas, de su distribucién granulométrica y de la densidad del
empaquetamiento. Si consideramos una muestra suelta y la sometemos a una deformacion de
corte, las particulas encuentran vacios y se reacomodan, por lo tanto la muestra disminuye
su volumen y contrae. Si en cambio tomamos una muestra densa y la sometemos a una
deformacion de corte, las particulas se encuentran con otras particulas, las mismas se montan
unas a las otras y por lo tanto la muestra aumenta su volumen y dilata [43|. Debido a que las
particulas deben sobrepasarse unas a otras para reubicarse, este mecanismo consume trabajo
mecanico entonces se puede considerar que la dilatancia es una componente de resistencia al
corte de un material friccional.

Existen ademés otras dos componentes que influyen en la resistencia al corte: la friccion
inducida por el rodamiento de particulas y la rotura de granos. Estas dos componentes
son de naturaleza microscopica; debido a los alcances de este trabajo s6lo se mencionaran
cualitativamente sus efectos sobre la resistencia. En [2] se realiza un estudio mas detallado

sobre este tema.

14



Friccidén mineral

La contribucién de la friccion en los materiales granulares se puede subdividir en varias
componentes, cada una contribuye al concepto microscopico de friccion. Estas componentes

Son:

1. Friccion mineral, la cual se denota como ¢,. Depende de la composicién mineraldgica
de las particulas, de sus contaminantes superficiales y de la composiciéon del fluido

intergranular aunque este tltimo contribuye en menor medida que los otros factores.
2. Resistencia debida a la trabazon entre particulas.

3. Reduccion en las caracteristicas friccionales causadas por las particulas que se rompen
en particulas méas pequenas (o hasta un material pulverulento) las cuales facilitan el

movimiento de las particulas de mayor tamano.

La relacion friccional para dos bloques en contacto viene dada por la formula de Amonton

Ty = po, = tan(¢,) o, (2.6)

donde Ty es el esfuerzo de corte aplicado paralelamente a las superficies donde se aplica
el deslizamiento; o, es la tensiéon normal aplicada a las superficies y u es el coeficiente de
friccion entre los bloques. Estudios de friccion macroscopicos y microscopicos llevan a la
siguiente expresion para f

T

p=tan(g,) = L = 2 (27)

donde T’; y 0’} son los valores promedios de la tension de corte y la tensiéon normal respecti-
vamente.
Interferencia

La interferencia, también conocida como friccién geométrica o cinemética, se puede ex-
plicar, en primer instancia, con un modelo simplificado de dos bloques endentados como se

muestra en la Fig.2.2.
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I I

(a) Denso (b) Suelto

Figura 2.2: Modelo de bloques endentados [2].

Se puede observar que al aplicar un esfuerzo de corte sobre los bloques en su estado denso
el endentado se desplaza en forma relativa de manera tal que el bloque superior se monta
sobre el inferior; entonces, el conjunto dilata.

Para un estado intermedio de la Fig.2.2, la condicion de equilibrio estatico establece que

S = Ptan (¢, + ) (2.8)

:

|

Figura 2.3: Estado dilatante del modelo de dos bloques endentados [2].

Si ahora se considerar un estado inicial suelto para el modelo de dos bloques endentados
y se aplica un esfuerzo de corte, se puede observar que el endentado superior se encaja con el
inferior; por lo tanto, el conjunto contrae. Para un caso intermedio la condicion de equilibrio

estatico establece que

S = Ptan (¢, — ) (2.9)

En ambos casos el angulo 1) es tal que el deslizamiento entre los bloques se produzca; entonces,

podemos expresar a la resistencia al corte macroscopica como
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tan (¢,,) = — = tan(¢,) (2.10)

Dl »

donde ¢,, es el angulo de friccion interna macroscépico.
¢ constituye una medida de la resistencia al corte de un empaquetamiento de particulas
sujetas a una tension de corte que depende del coeficiente de rozamiento y de la forma de

las cada una de ellas.

Friccion inducida por rodamiento y rotura de granos

Las particulas que se encuentran trabadas unas con otras ofrecen mayor resistencia que
aquellas que pueden rodar libremente sobre otras particulas, o que rompen bajo cierto esta-
do tensional. La fricciéon mineral ¢,, disminuye a medida que el didmetro efectivo del grano
aumenta; este fenémeno se debe a que las particulas més grandes pueden rodar mas facil-
mente que las pequenas y la friccion inducida por rodamiento reduce la friccion total para
particulas de tamanos similares. La fricciéon inducida por rodamiento depende fuertemente
de la forma de la particula; particulas més angulosas ofrecen mayor resistencia que las mas
redondeadas es decir, que la forma de la particula juega un papel fundamental pues afecta

la resistencia friccional.

2.4.3. Dilatancia

Debido a que un grano del empaquetamiento puede rodar y romperse el conjunto de
particulas manifiesta cambios en su volumen. La dilatancia es el cambio de volumen asociado
a la aplicacion de una tension de corte. En la Fig.2.4 se considera un empaquetamiento que

se encuentra inicialmente denso.

SRR AU

S S

: P

Figura 2.4: Respuesta de un empaquetamiento de particulas inicialmente denso a esfuerzos
de corte.

Se puede observar que el empaquetamiento aumenta su volumen (dilata). Si la muestra
se encuentra saturada, en condiciones no drenadas la presion neutra disminuye y la tension

efectiva aumenta; por lo tanto, la resistencia al corte aumenta.
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En la Fig.2.5 se considera un empaquetamiento que se encuentra inicialmente suelto;
puede observarse que, en este caso, el empaquetamiento disminuye su volumen (contrae). Si
la muestra se encuentra saturada, en condiciones no drenadas la presion neutra aumenta y la
tension efectiva disminuye; por lo tanto, también lo hace la resistencia al corte. La cantidad
de dilatancia que exhibe el empaquetamiento depende de su composicion granulométrica; la
contribuciéon geométrica de las particulas a la resistencia friccional esta relacionada con el

comportamiento dilatante durante la aplicacion del esfuerzo de corte.

P

S | o i
TP P

Figura 2.5: Respuesta de un empaquetamiento de particulas inicialmente suelto a esfuerzos
de corte.

Un parametro que caracteriza la dilatancia es el angulo de dilatancia 1, e indica la tasa
de cambio de volumen cuando el empaquetamiento esta sometido a un esfuerzo de corte. Si
1 > 0 la muestra dilata, en caso contrario contrae. Una expresion para el &ngulo de dilatancia
es

Ag?

tan () = _Ayz; (2.11)

donde Agj es la variacion de la componente plastica de la deformacion volumétrica y Ay,

es la componente plastica de la deformacion por corte.

2.4.4. Estado Critico

El estado critico se define como el estado para el cual se puede seguir incrementando las
deformaciones por corte sin que cambie el volumen del empaquetamiento. En la Fig.2.6 se
grafican las relaciones g—; - €1y €” - g1, donde €Y es la deformacién volumétrica total del
material, para un ensayo de compresion triaxial drenado convencional realizado sobre dos

muestras; una densa y otra suelta.
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Figura 2.6: Ensayo de compresion triaxial drenado.

En un ensayo sobre una muestra inicialmente densa la relaciéon g—; crece gradualmente a

medida que se incrementa la deformacion principal €; hasta un valor pico P antes de caer
en un valor estacionario en C, que se mantiene constante a medida que se incrementa € .
Teniendo en cuenta el grafico de €" - €; se puede observar que una muestra inicialmente densa
puede presentar una pequenia contraccion al comienzo para pequenas deformaciones iniciales,
pero luego comienza a dilatar. Si la curva €” - €1 se torna mas pronunciada, la relacion —g—i
esta aumentando; por lo tanto, la pendiente de esta curva alcanza un maximo local en el
punto p; sin embargo, a medida que avanza la deformacién deviatérica la curva se vuelve
menos pronunciada hasta alcanzar el valor estacionario ¢, donde se vuelve horizontal; cuando

p . v .« , . .
esto ultimo ocurre se cumple g—; = 0 y ya no se moviliza mas dilatancia en la muestra.

La relaciones (%) Y (g_;>cm't se alcanzan en los puntos Py C de la Fig.2.6 y coinciden
con la maxima tasa depdilatancia en el punto p y con el punto ¢ respectivamente en la misma
figura.

Ahora analizando un ensayo sobre una muestra inicialmente suelta, se puede observar en
el grafico de g—; - €1 no presentas estados pico; eventualmente se alcanza el mismo estado
critico que una muestra inicialmente densa. En el gréafico €” - ¢; correspondiente se ve que
la muestra no dilata, sino que contrae hasta un valor constante €.

Es decir que un suelo sometido a corte puede alcanzar una relacién de vacios critica para
cual la muestra se puede deformar sin cambio de volumen o de tensiones de corte. A este
estado se lo conoce como “estado critico”. En [40] se muestra que los estados méaximos (o pico)
estan completamente ligados con la dilatancia del suelo y se muestra que el estado critico

depende de la tension efectiva normal aplicada cuando la muestra se la somete a esfuerzos
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de corte.

Si se grafica la relacion g—; - €1 para distintas presiones de confinamiento, se observa que la
relacion entre valores pico disminuye a medida que la presion de confinamiento aumenta. Esto
ocurre pues la relaciéon de vacios critica disminuye a medida que la presiéon de confinamiento
aumenta; por lo tanto, la dilatancia del empaquetamiento disminuye. Los términos “denso” y
“suelto” se deben utilizar en funcién de la densidad relativa D, y la presion de confinamiento
de la muestra, pues una muestra de suelo a una presion de confinamiento de 10 kPa, puede
comportarse como densa (pues las relacion de vacios es menor que la relacion de vacios
critica), pero podria comportarse como suelta a una presion de confinamiento de 100 kPa

(pues la relacion de vacios es mayor que la relacion de vacios critica).

2.4.5. Angulo de friccion interna

El dngulo de friccién interna se encuentra definido por

¢=dc+1 (2.12)

donde ¢, es el angulo de friccion interna critico y ¥ (p, €p) es una funciéon de estado que tiene
en cuenta la dependencia que ¢ tiene respecto de la dilatancia. La funcién de estado ¢ se
define tinicamente para el estado de compresion triaxial (o7 > 09 = 03).

El concepto de dngulo de friccidon interna critico se puede entender con el siguiente ejemplo
citado por Sfriso en [49]: “Una caja llena con arena se inclina lentamente hasta que los granos
comienzan a rodar por la superficie del talud. Se reduce entonces la inclinacion de la caja
hasta que las particulas se detengan. El &ngulo maximo alcanzado por la caja es ¢, mientras
que el angulo que produce el cese del movimiento es ¢.. La diferencia entre ambos es el
efecto del empaquetamiento, mayor cuanto mayo es la densidad de la arena que llena la
caja. Puesto que las particulas al rodar pierden completamente sus posiciones relativas, ¢,
es independiente de la densidad inicial de la arena y es una propiedad del material”.

Se define ey, como la relacion de vacios que tiene el material si se congelan los mecanismos
plasticos y se reduce la presion a cero.

Bolton en [4] propone la siguiente expresion para el angulo de friccion interna

¢:¢0+A¢Dr |:Q—hl( P ):| —b (213)
pref

donde A¢ = 3°, b = 3° para la mayoria de las arenas [4] y @) es una pardametro del material
que tiene en cuenta la resistencia de los granos. El significado de () se enfatiza si combinamos
las ecs.(2.12) y (2.13) en
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Y =-A¢D,In(xp)—b (2.14)

donde

B p
X o (Q) pref (2:15)

es una media del nivel de tensiones. Sfriso [49] propone reemplazar la ec.(2.15) por

=2 (2.16)

DPult

donde p,; esta se calcula con la expresion dada por Pestana en [3§]

1

Dult = 6(;;]% DPref (217)

donde p y p, son pardmetros del material y p,.; es una presién de referencia que se adopta
igual a 100 kPa. Pestana [38] mostro que p cae en el rango aproximado 0,33 < p < 0,45 para la
mayoria de las arenas; sin embargo, Sfriso [49] deduce que p tiene poca influencia en el rango
de presiones de interés ingenieril y adopta p = 0,40; ademés propone una calibraciéon para
la ec.(2.13), en la que adopta A¢ = 3° y b = 2°. Los parametros establecidos anteriormente
se adoptan como valores por defecto para este trabajo.

Teniendo en cuenta lo establecido anteriormente, la ec.(2.14) se escribe como

Y =—-A¢D.In(x) —b (2.18)

Debido a que Bolton [4] [5] limité la validez de la ec.(2.13) a presiones p > 150 kPa para
evitar una sobreestimacion del término de dilatancia, en este trabajo se tiene en cuenta la
misma restriccion para la ec.(2.18).

En la Fig.2.7 se grafica ¥ en funcion de p para tres densidades relativas. Los pardmetros
materiales adoptados son: €., = 0,63, €ner = 1,03, p, = 50kPa y p,.y = 100kPa. Se
observa que para una arena suelta (Dr = 0%) el angulo de dilatancia es negativo indica
que el empaquetamiento contrae, muestras densas y medianamente densas (Dr = 100% y

Dr =50%) el angulo de dilatancia es positivo por lo tanto el empaquetamiento dilata.
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Figura 2.7: Grafico de ¢ (p) para tres densidades relativas distintas.
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Capitulo 3

Elasticidad dependiente de la presion

3.1. Modelos elasticos en la Geotécnia

Los modelos para materiales elésticos, basados en la teoria de la Mecanica del Conti-
nuo, se pueden clasificar de la siguiente manera: i) Modelos elasticos lineales (Ley de Hooke
generalizada), i) Modelos elasticos de Cauchy, ii) Modelo hiperelasticos y iii) Modelos hi-

poelésticos. En esta Seccion se describen brevemente estos modelos.

3.1.1. Modelo elastico lineal (Ley de Hooke generalizada)

El modelo elastico lineal propone una relacién tnica entre el estado de tension y de
deformacion. Este modelo se puede clasificar en: i) Isétropo; ii) Transversalmente isétropo;
iii) Ortotropo o iv) Anisotropo, dependiendo de qué tipo de material se considere. La forma

més general de un modelo elastico lineal viene dada por la Ley de Hooke generalizada

oc=07+C.: ¢ (3.1)

0O, en componentes

O-’Lj = O-OZ'j + Ceijkl skl (32)

El tensor oy es el estado de tension correspondiente a un estado de deformacion inicial y el
tensor C, es el tensor de cuarto orden cuyas componentes son las constantes elasticas.
Los materiales elasticos is6tropos y homogéneos pueden describirse mediante dos cons-

tantes cuya eleccion depende del campo de aplicacion:

1. Ingenieria estructural: La eleccién mas frecuente es el moédulo elastico longitudinal
y el coeficiente de Poisson (E, v). Los valores tipicos de v se encuentran entre 0 y 0,5

(material incompresible).
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2. Termodinamica de los sélidos deformables: En esta alternativa resulta ttil elegir
el par (K, G) denominados Médulo de compresibilidad y Médulo de corte respectiva-

mente.

3. Coeficientes de Lamé: Estos son (A, p), y también aparecen en el desarrollo de

Taylor de la energia libre de Helmholtz.

Por lo tanto, se tienen un total de seis constantes elasticas: F, v, K, G, A y u. Dos cualesquiera
de estas constantes caracterizan completamente el comportamiento elastico del material. En

el Cuadro 3.1 se resume la relacién entre las diferentes constantes elasticas enunciadas.

E : mddulo de elasticidad | K : mddulo de compresibilidad | A: 1° coeficiente de Lamé
v coeficiente de Poisson | G: coeficiente de corte wu: 2° coeficiente de Lamé
_ E _ vE
3(1-2v) (1+v)(1-2v)
E,v
E E
G= =
2(1+v) “ ()
9KG
3K+G A=K- 26
K,G _ 3
3K-2G
- =G
2(3K+G) g
_u(3A+2u)
At Kohr+2h
A u
v= A G=u
2(A+u)

Cuadro 3.1: Relacion entre las diferentes constantes elasticas.

Adoptando cualquier par de constantes se puede definir al tensor de cuarto orden C,; en

este trabajo se adopta la siguiente expresion

Co=K1®1+2GT1% (3.3)

donde 1 = ;; e®el yI% = (Sik dj1 — %ékl 67;]') e'®el ®e* ®el son los tensores unitario de
segundo orden y la componente deviatorica del tensor unitario de cuarto orden (ver Apéndice
A).

Los materiales que son descriptos con este tipo de modelos vuelven a su posiciéon original
cuando se lo descarga; por lo tanto, este modelo tiene una aplicabilidad muy limitada para
los materiales de origen geoldgico. Sin embargo, para estados de tension diferentes a los de
la condicién in situ, y muy por debajo de la falla, este modelo puede predecir la distribucién

de tensiones y asentamientos en forma aproximada.
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3.1.2. Modelos elasticos de Cauchy

En los modelos elasticos de Cauchy el estado de tension actual, dado por o, depende
exclusivamente del estado de deformacion actual dado por €; es decir, el tensor de tensiones
es funcion del tensor de deformaciones (o vice versa).

Una ecuacion constitutiva de este tipo de materiales tiene la siguiente forma

o="1(g) (3.4)

0, en componentes

Gij = fij (gkl) (35)

donde f : R3 x R?* — R3 x R3, es un campo tensorial denominado funcion de respuesta
elastica del material. Para un material isdtropo, esta funciéon es un polinomio en el tensor de

deformacién €, es decir

f=ayl4+aetare-e+aze-e-e+--- (3.6)

0
fij = ap bij +ay &5 + ag € €5 + a3z € €y €15 + -+ (3.7)
donde los «; (i =1, 2, 3, -+ ) son coeficientes. Si se utiliza el Teorema de Cayley-Hamilton

[36] que establece que todo tensor de segundo orden satisface su propia ecuacion caracteris-

tica, la ec.(3.6) queda

O'IA01—|—A18+A28'£ (38)

donde Ag, A1y As son los coeficientes de respuesta elastica que son funcion de los Invariantes
canoénicos del tensor €, I, Is. v I3.. Andlogamente, se puede expresar al tensor € en términos

del tensor o

e=Byl+Bio+Byo-0o (3.9)

donde By, B v By son coeficientes de respuesta eléstica que son funcion de los Invariantes

canoénicos del tensor o, I14, Iog v I30-
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En el Anexo B.1 se demuestra el caracter tensorial de las ecs.(3.8) y (3.9). El comporta-
miento de estos modelos es reversible e independiente de la trayectoria de cargas, pues las
tensiones son determinadas inicamente por el estado de deformacion actual (o vice versa).
Un aspecto importante a tener en cuenta es que los Modelos elasticos de Cauchy pueden

generar energia para ciertos ciclos de carga y descarga.

3.1.3. Modelos hiperelasticos

En los modelos hiperelésticos, la relacion o — € se deriva de una de densidad de energia.
Este tipo de material no genera energia sobre ningtn ciclo de carga-descarga; se denomina
a esta clase de materiales materiales conservativos. El desarrollo de la ecuacion constitutiva
para este modelo se basa en el Método de Green que emplea dos leyes fundamentales de
la mecénica: i) Primer principio de la Termodinamica; y ii) Principio de conservacion de la
energia cinética. Es por esto, que a este modelo se lo suele llamar Modelo eldstico de Green;
este modelo asume desde un principio la existencia de una funcion densidad de energia de
deformacion W o una funcion de densidad de energia complementaria W,,. En el Anexo B.2

se deducen las expresiones tipicas de los modelos hiperelasticos dadas por

ow
= 1
0= (3.10)
OWeo
= 11
€ P (3.11)

Teniendo en cuenta los Postulados de Drucker (ver Anexo B.3), se puede interpretar a la
funcion de densidad de energia de deformaciéon W como la suma de la contribuciéon de todas

las componentes de tension; matematicamente, esto es
Wi(e) = /(r s de (3.12)
€

En forma anéloga, se interpreta a la funciéon densidad de energia complementaria W, como

la suma de todas las componentes de deformacion
W, (0) = / e do (3.13)

En la Fig.3.1 se representa graficamente las ecs.(3.12) y (3.13); se observa que W es el area
bajo la curva 0 — ¢ y W,, es el area sobre la misma. W y W, se relacionan mediante la

siguiente expresion

W+W,=0:¢ (3.14)
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Figura 3.1: Interpretacion de las funciones W (¢) y W, (0).

Las nociones tradicionales de elasticidad, como reversibilidad y comportamiento conser-

vativo del material son una consecuencia directa de

W (e) zyﬁdW:o (3.15)

Para un material is6tropo la funciéon de densidad de energia de deformaciéon W es una
funcioén de cualquiera de los tres Invariantes canénicos del tensor de deformacion €;;: ¢, Ioe

y I3¢. Por lo tanto, la ec.(3.10) se puede escribir como

oW 0l OW 0l OW 0lIs

pu— .].
O L. 9e | Oh. 9e | 0Ly O¢ (3.16)
donde (ver Apéndice A.3)
ajla
=1 1
B (3.17)
6125
= 1
B (3.18)
IR
pr— . -1
5. — &€ (3.19)

Entonces, la ec.(3.16) queda
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ow ow ow

= 1 .
’ 6118 * 8125 et 8135 ¢

€ (3.20)

Si se comparan a las ecs.(3.8) y (3.20) se infiere que poseen la misma estructura matemaética,

la tnica diferencia radica en que los coeficientes Ay, A; y As en la ec.(3.8) son independientes

mientras que SI—VF, g};v y SI—V;/ se encuentran relacionados entres si mediante las condiciones
£ £ £

de integrabilidad

a9 (oW o [OW

Ol (3115) - 0L <a[2£) (3.21)
0 ow o [OW

8[38 <alls) N (9[15 (aISE) (322)
o (oW o [OW

D15, ((’Hze) = Ol (3135) (3.23)

Analogamente, la ec.(3.24) se puede expresar como

_ OWe, 14+ oW, ot oWy, oo
N 8[10 8120 8130
La ec.(3.24) tiene la misma estructura matematica que la ec.(3.9), excepto por los coe-

MWeo OIWoeo IWeo
0ls ' Ol y 0l3¢ s€

encuentran relacionados entre si mediante las condiciones de integrabilidad similares al caso

S

(3.24)

ficientes By, By y By los cuales son independientes, mientras que

anterior.

Se define a la relacion constitutiva diferencial a

O?W
= -0 = N 2
do 5 & e de = C, : de (3.25)
0
62[[60 —1
= —" = : 2
de 90200 de = [C,] de (3.26)

En las ecs.(3.25) y (3.26) se observa que los operadores elasticos tangentes son los mismos
tanto para carga como para descarga, por lo tanto un modelo hiperelastico lleva a una
relacion constitutiva que es incapaz de describir la historia de cargas sobre el material. Este

modelo puede presentar inestabilidades cuando

det (C.) =00 det ([C] ') =0 (3.27)
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3.1.4. Modelos hipoelasticos

En este trabajo no se implementara ninguno de estos modelos; sin embargo, se los men-
ciona y caracteriza brevemente. Las formas funcionales tipicas para los modelos hipoelésticos

son

6 ="f(0, &) (3.28)

o =f(e, &) (3.29)

En [12] se desarrolla la ec.(3.28) para el caso de un material is6tropo. Los modelos hi-
poelésticos no requieren la formulacion de potenciales elasticos y debido a su estructura
matemaética los materiales descriptos por estos modelos presentan un cardcter no conser-
vativo. Una discusion sobre el uso de estos modelos, sus ventajas y limitaciones se puede

encontrar en [11] y [12].

3.2. Hiperelasticidad dependiente de la presiéon

Para formular un modelo modelo constitutivo hiperelastico que sea dependiente de la
presion, se adopto la expresion introducida por Molenkamp [31] para la funciéon densidad
de energia complementaria W,,. La ventaja principal que tiene este modelo es que al ser
dependiente de una variable escalar, como la presion, la solucién de la no linealidad se

reduce a la implementacion del Método de Newton Raphson de un grado de libertad.

3.2.1. Funcién de energia complementaria de deformacién

La funcion densidad de energia complementaria W,, de Molenkamp [31]| viene dada por

Weo = % [(1 — m)S(2 — Tﬂ (3.30)

donde G es el Modulo de Corte para el que se propone la expresion de Hardin

(Ce - 6(])2 p "
G = ¢ e 3.31
1+ €0 DPref Pres ( )

Cs, Cc 'y m son parametros del material y p,.; = 100 kPa es una presion de referencia.

El pardmetro S es una funcion de estado que se define como

_2-D,

=3

(3.32)
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donde D, es la densidad relativa evaluada en la relacion de vacios a presion nula eg.

D, = _Emaz — €0 (3.33)

€maz — Cmin

3.2.2. Tensor de elastico de cuarto orden

Derivando la ec.(3.30) respecto de o (ver [49]) se obtiene la inversa del tensor de cuarto

orden eléstico

IR S |
[C.] _QGI +K1®1 (3.34)

donde K es el modulo de compresibilidad que se encuentra relacionado con G por

K = . (3.35)

donde r es la oblicuidad.

Si se invierte la ec.(3.34) se halla el tensor de tensiones efectivas elastico o,

o.=C,: ¢, (3.36)

donde

C.=K1®1+2GT% (3.37)

es el tensor de cuarto orden elastico.

Se debe tener en cuenta que K — oo cuando la oblicuidad alcanza el valor limite [49]

45

EyE— (3.38)

Tlim —

Aunque este valor umbral no se alcanza en los casos de aplicacién préctica, se la tiene en

cuenta como parametro de control en la formulaciéon numérica del modelo.
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3.3. Formulacién numérica

3.3.1. Algoritmo de actualizacién hiperelastica

Ahora se presenta el algoritmo de integracion para el modelo planteado entre el paso n
y el paso n + 1. Este algoritmo es implicito; todas las variables se evaliian en ™! (o). Por
simplicidad se omite este superindice en lo que sigue. Entonces; se debe calcular o, tal que

e.=C.': o, (3.39)

e

La integracion se realiza a Ag constante y el algoritmo se formula en base a un esquema
iterativo de Newton-Raphson; en el siguiente cuadro se muestra la estructura basica del

algoritmo.

Algoritmo de actualizaciéon hiperelastica

1. Se inicializan las funciones de estado

a) Se parte de un estado convergido: {”0‘20), ”e(()o), ”p(o)};
b) Se elige una cota inferior de la presion pgg)f y una cota superior pg%)p lo suficiente

amplias;
2. Se impone un desplazamiento Ag;
3. Se calculan las funciones de estado: {s¥, r GO K© C«0},
4. Se calcula el residuo: R = p® — K©¢;

5. Se corrigen los bordes:
RO <0 = pf}), = max [pﬁf?f, p(o)];

RO > () —= p%%x = min [pg%)p, p(o)];

6. MIENTRAS abs [R¥] > TOL

a) SIr < ryp , se calcula pit) = p® — RO/ (9R® /dp), EN OTRO CASO

P = \/pl pli;

b) Se controlan los bordes: Si pi+!) > P& vpl+h) < p§fff — plitD) = \/pﬁfff P;
¢) Se actualizan: {sC+1), (D) GO gD

d) Se calcula el residuo: ROF1 = pli+1) — g+
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e) Se corrigen los bordes:
RO > () — pﬁ%m = min [pﬁ%, p(o)];

f) Se incrementa i y se itera

En la Fig.3.2 se muestra la respuesta del algoritmo para un ensayo de compresion isotro-
pica. Se adoptaron los siguientes pardmetros materiales: €,,;, = 0,58, €4 = 0,98, ¢, = 840,

ce = 2,17y m = 0,5y tres densidades relativas distintas.

3.0x100F
2.5><106§
2.0><106§
o 1.5><106§
1.0x10°

500000 |

0.01

0.02

|

| |

' |
. S AR S S S A
0.03 0.04 0.05

(9%

Figura 3.2: Ensayo de compresion isotropica. Respuesta hipereléstica.

3.3.2. Analisis del error

En la Fig.3.3 se grafica log,y(error) en funcion de la cantidad de iteraciones para tres
densidades relativas diferentes. Se adoptaron los siguientes parametros materiales: e,,;, =
0,58, €mae = 0,98, ¢, = 840, ¢, = 2,17y m = 0,5. Para el calculo del error se toma la siguiente

expresion

(3.40)

donde R (p) = p — K €! es el residuo correspondiente a cada paso de iteracion.
Este grafico ilustra como disminuye el exponente del error a medida que va aumentando la
cantidad de iteraciones, se observa que las curvas obtenidas son las tipicas para un esquema

iterativo de Newton-Raphson.
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e =058¢ =098 c =840,c,=2.17,m=05

OF "7 \ \ A R e

log,,(Error)

Iteracién

Figura 3.3: log, (error) — Iteraciones.

3.3.3. Consideraciones sobre la implementacién numérica del mo-
delo

El modelo hiperelastico de Molenkamp considera que p > 0 y que K > 0, por lo tanto se
debe garantizar que estas dos condiciones se cumplan en todo momento, tanto dentro como
fuera del bucle de Newton-Raphson. Otro factor a tener en cuenta es la derivada del residuo
(R(i)). En la Fig.3.4 se puede observar que la funcién no es derivable para todo valor de p;
por lo tanto, al aplicar el Método de Newton-Raphson hay que controlar que los valores de
p no caigan cerca de los puntos donde la funcién residuo se hace asintoética y tiende a oo.
Un criterio para detectar estos casos es usar la oblicuidad limite (7;,) que es valor para el
cuél el residuo diverge. Lo que se propuso en este trabajo es: si la oblicuidad es menor que la
oblicuidad limite, realizar la integracion de Newton-Raphson y en caso contrario actualizar
el valor de la presiéon p con un criterio de biseccion, en el que no se utiliza la derivada de la

funcién residuo.
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-50

-100 |

—150

Figura 3.4: Valor del residuo en funciéon de la presion.

3.3.4. Implementaciéon del método de la biseccion

En el listado del algoritmo se observa que se adopta un intervalo de presion inicial amplio,
esto trae un gran inconveniente a la hora de aplicar el Método de Newton-Raphson, pues
este converge cuando la solucién se encuentra dentro del radio de convergencia. Es por este
motivo que se debe elegir un método de refinamiento inicial como una biseccion. El método
de biseccion clasico, se puede escribir de la siguiente manera

()

i (@)
pi+0) _ Por = Ping

5 (3.41)
Este esquema iterativo genera la siguiente sucesion
{puyz, = 2t (3.42)
Si se toma pgﬁ;, = 10* y se mantiene pfz; = 0, se tiene
{pihss = Z—T — 0 (3.43)

En la Fig.3.5 se grafican los valores que toma la sucesion dada por la ec.(3.43) para k = 100
en funcion de la cantidad de iteraciones n, se puede observar que esta sucesion necesita una
gran cantidad de iteraciones para converger al valor cero. Por lo tanto, se consumen muchas

iteraciones antes que el intervalo se refine lo suficiente para aplicar Newton-Raphson.
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5%10% |
4%10% |

3x10% |

1

=)
n=

{pn}

2x10% |

1x10% |

Figura 3.5: Sucesion del método de biseccion clasico en funcion de la cantidad de iteraciones.

Se puede solucionar este inconveniente, si se reemplaza la ec.(3.42) por

P =y pl, it (3.44)

Si los bordes de presion pgy, ¥ pins son potencias de 10, la ec.(3.44) equivaldria a hacer una

biseccion en el exponente, entonces

P = 10" (3.45)

Este esquema iterativo genera la siguiente sucesion

k+k’

{P2}Zo:1 = 102"

(3.46)

Si se toma k' = 0, se tiene

(P2}, =10 — 1 (3.47)

n—oo

Para poder comparar las sucesiones dadas por las ecs.(3.43) y (3.47), se reescala la ec.(3.47)

mediante

{2}, =107 =1 — 0 (3.48)

n—oo

En la Fig.3.6 se grafican los valores que toma la sucesion dada por la ec.(3.48) para k = 100

en funciéon de la cantidad de iteraciones n; se puede observa que esta sucesion necesita una
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menor cantidad de iteraciones para converger al valor cero. Como para escalarla se utilizo
una constante, se puede concluir que la sucesion dada por la ec.(3.48) posee convergencia
superlineal!, mientras que la sucesiéon dada por la ec.(3.43) sélo posee convergencia lineal.
Es decir, mediante esta técnica se logra reducir la cantidad de iteraciones necesarias para

refinar el intervalo de presiones adoptado inicialmente.

1x10% |-

sx109- |

6x10¥F - -

1

o
n=

{pn}

a0

2x109F - |- -

Figura 3.6: Sucesion del método de biseccion modificado en funcién de la cantidad de itera-
clones.

. . . . 1
1Se dice que una sucesion {p,} es superlinealmente convergente a p si lfm M =0

n—o0 |pn - p‘
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Capitulo 4

Elastoplasticidad asociada

4.1. Introducciéon

En este Capitulo se estudia la teoria de la elastoplasticidad local, asociada e independien-
te de la velocidad (rate independent). Se hace especial hincapié en el criterio de falla de von
Mises que capta adecuadamente el comportamiento de materiales cristalinos como los meta-
les. Debido a las experiencias Bridgman la fluencia de un acero no depende de la presion de
confinamiento a la que esté sometido; por lo tanto, los modelos constitutivos elastoplasticos
que se presentan en este Capitulo no son sensibles a las variaciones de presion. Se abandona
la convencion de signo adoptada por la Mecanica de Suelos en todo este Capitulo; o es el
tensor de tensiones de Cauchy.

En principio, se comienza a estudiar un problema unidimensional con el fin de introducir
el marco teérico necesario; luego se extiende la teoria al espacio de tensiones. La formulacién
numérica de los problemas de elastoplasticidad conducen a los Algoritmos de Retorno.

La motivacion de este Capitulo es definir los conceptos basicos de la teoria de la plastici-
dad clasica y su formulacién numérica aplicada a un modelo constitutivo simple. El criterio
de von Mises pertenece a la familia de funciones de fluencia J, (funciones de fluencia que
dependen del segundo invariante del tensor de tensiones deviatoricas); estas funciones pre-
sentan variacion de curvatura constante y simetria en el plano deviatorico, lo que permite la
formulacion de algoritmos simples.

En el Anexo C.1 se estudian brevemente las bases termodinamicas generales para los
procesos irreversibles (plasticos) y se deducen las leyes de evolucion de variables internas del

sistema.
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4.2. Plasticidad asociada para un problema unidimensio-

nal

4.2.1. Generalidades

El problema unidimensional que se propone consiste en analizar el comportamiento de
una barra de acero de tension de fluencia oy y moédulo de elasticidad o médulo de Young F
conocidos; sometida a un ensayo axil, que puede ser tanto de tracciéon como de compresion.
Un modelo constitutivo para material elastoplastico debe ser capaz de describir las siguientes

observaciones experimentales [48]:

1. Para cargas por debajo de una cierta condicion limite, que se establece por medio de

un criterio de falla, se observa que el comportamiento del material es eléstico.

2. Cuando se alcanza la condicion limite se produce una deformacion que es permanente

o pldstica.

3. Las deformaciones plasticas producen una evoluciéon de la condicion de falla la cual se

describe mediante una ley de endurecimiento.

4. Cuando se alcanza la condicién limite y luego se produce una descarga, las deforma-

ciones producidas son elasticas.
5. El comportamiento del material es estacionario.
6. El material es estable, es decir se debe entregar trabajo para deformarlo.

Se asume que la cinematica del problema corresponde a deformaciones infinitesimales, en la
que es valida la descomposicion aditiva de la deformacion axil en una componente elastica y

otra componente plastica

E=¢.+¢ (4.1)

Se describe a la relacion tension-deformacion en el rango elastico, mediante la Ley de Hooke
unidimensional; teniendo en cuenta la ec.(4.1) esta la ecuacion constitutiva elastica se escribe
como

o.=FE(e—¢p) (4.2)

4.2.2. Formulacién continua para elastoplasticidad

La formulacién de un modelo constitutivo elastoplastico consta de tres componentes [16]:
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1. La funcion de fluencia: que describe la ubicacion de los puntos donde se inicia el

comportamiento pléstico.

2. La regla de flujo: que es la encargada de describir la evoluciéon de las deformaciones

plasticas.

3. La ley de endurecimiento: que describe la evolucion de la funciéon de fluencia durante

el proceso de deformacion pléstica.

Funcion de fluencia

Se define a la funcién de fluencia en forma genérica como

Fr(o, ¥, i=1...n) (4.3)

donde o es la tension, que en este caso es un escalar, y 1; tiene en cuenta parametros del

material. Esta funcién cumple con las siguientes condiciones

Fy < 0 sioc<oy
Ff = 0 sio> oy (44)
Fy > 0 no es posible

Se adopta la funcion de fluencia de von Mises que viene dada, por
Fr=+Jo+k (4.5)

donde k viene dada por la siguiente expresion

b= (4.6)

y Jo es el segundo invariante del tensor deviatorico de tensiones s, por lo tanto la funciéon de

von Mises adquiere la siguiente forma

Fy(0) = /2 (s :87) -

> (4.7)

oy
V3

Se particulariza la ec.(4.7) para un ensayo axil, entonces
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01 =0 S1 = 50' (48)

o9 =0 So = —S (49)
3

03 = 0 S3 = —g (410)

donde o7, 09, 03 son las tensiones principales del tensor de tensiones de Cauchy y si, sz, S3
sus respectivas tensiones deviatéricas principales.
Considerando las ecs.(4.8), (4.9) y (4.10), la funcion de fluencia para el caso unidimensional

queda

Fy(0) = — (4.11)

lo| oy
V33

Regla de flujo

El flujo plastico del material es un proceso irreversible y disipativo entonces, existe una
disipacion pldstica por unidad de volumen. Para el caso particular de los metales [16] [20]
[28] se puede demostrar que el flujo plastico se produce de manera tal que se maximice la
disipacion plastica sujeta a la restriccion Fy = 0. En el Anexo C.1 se deduce la forma general

para la regla de flujo, que para el caso unidimensional se escribe

oFy }\sign (o)

e =) 4.12
= hgd = A (112
donde
1 sia >0
sign (a) = (4.13)
—1 sia<O

donde \ es multiplicador pldstico y cumple con las siguientes condiciones

Ff(0) <0 = A =0 (elastico)

Fp(0) =0 = A > 0 (pléstico)
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Los requisitos anteriores se resumen en las condiciones complementarias de Khun-Tucker:

A>0 (4.14)
Fy(0) <0 (4.15)
AFy(o)=0 (4.16)

Existe una cuarta condicion [16] [48] conocida como condicion de persistencia expresada por
A (0) =0 (4.17)

Ley de endurecimiento

Una ley de endurecimiento es aquella que cuantifica la evolucion de la funciéon de fluencia
debido a la acumulacion de flujo plastico.

Las tres leyes de endurecimiento bésicas son: i) endurecimiento isotrépico; ii) endureci-
miento cinematico y iii) endurecimiento combinado (isotrépico y cinemético). La diferencia
entre las leyes de endurecimiento isotropico y cinematico es que la primera expande a la
superficie de fluencia dada por F; = 0 mientras que la segunda la desplaza, lo cual permite
captar el caracteristico efecto Bauschinger tipico en los metales [11] [16] [20] [28].

Las leyes de endurecimiento modifican la estructura matemaética de la funcién de fluencia;
a continuaciéon se definen las leyes de endurecimiento enunciadas y su influencia sobre la

funcién de fluencia:

1. Endurecimiento isotrépico: Se considera la ley de endurecimiento lineal dada por

K(a)=o0)+ K.a (4.18)

Fy(o,0)= 0 - 5020

(4.19)

donde « : [0, T] — R es una funcion de la cantidad de flujo plastico y se la denomina
variable interna de endurecimiento [48]; K. es el modulo de endurecimiento isotropico
y se lo considera constante. « tiene la siguiente ecuacion de evolucion

&= |é,| = (4.20)

A
V3
41



2. Endurecimiento cinematico:

_|o—dl oy

donde ¢ es una variable del tipo tensién denominada back stress [16] [48] y define la

posicion del centro de la superficie de fluencia. g tiene la siguiente ecuaciéon de evolucion

qIHéP:H}\w

V3

donde H es el moédulo de endurecimiento cinemaéatico.
3. Endurecimiento combinado:

_|lo—dal  K(a)

Ff((T,Oé,q)— \/§ \/g

A modo de resumen, en los siguientes cuadros se sintetizan las formulaciones de elastoplas-

ticidad perfecta, endurecimiento isotropico, cinematico y combinado para el problema en

estudio. Para mas detalles se puede consultar [48].

Plasticidad Perfecta:

1. Relacion tension-deformacion elastica: 0 = E (e — ¢,,)

.. .. |0| Oy
2. Dominio admisible: Ff(0) = — — — <0
7 (0) N
OFy sign(o)

3. Regla de flujo: ¢, = A =

oo V3

4. Condiciones complementarias de Kuhn-Tucker:

AFp(0)=0,A>0, Ff(0) <0

5. Condicion de persistencia: AFy (o) = 0
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Plasticidad con endurecimiento isotrépico:

1.

. Dominio admisible: Fy (0, a) =

Relacion tension-deformacion elastica: o0 = E (e — ¢€,,)

M_GOY+KCO‘<0

V3 V3.

. Regla de flujo y evoluciéon de la variable interna de endurecimiento:

Condiciones complementarias de Khun-Tucker:

AFf(0,0) =0, A >0, Ff(0,0) <0

Condicion de persistencia: AFy (o, o) = 0

Plasticidad con endurecimiento cinematico:

1.

. Dominio admisible: Fy (o, q) =

Relacion tension deformacion elastica: o0 = E (e — ¢€,,)

. lo—q| oy

NV

. Regla de flujo y la ley de endurecimiento cinematico:

.»_ 5 sign(0—q)
Ep:>\—

V3
o= Her— 3o —d

V3

Condiciones complementarias de Khun-Tucker:

AFf(0,q) =0, A>0, Ff(0,q) <0

Condicién de persistencia: AF r(0,q) =0
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Plasticidad con endurecimiento combinado
1. Relacion tension-deformacion elastica: o0 = E (e — ¢€,,)

.. ;sign(o0—q)
2. Regla de flujo: ¢, = \—=—+-—>-
g J P \/§

_ 0 K
3. Dominio admisible: F} (o, o, q) = jo—¢ Oy F e <0

V3 V3. T

4. Evoluciéon de la variable interna de endurecimiento y del back stress:

L
V3
q— el —a)

V3

5. Condiciones complementarias de Khun-Tucker:

}\Ff(c, a, q) =0, AzOFf(G, a,q) <0

6. Condicion de persistencia: /.\Ff (0, a,q) =0

4.2.3. Multiplicador plastico consistente.

La formulacién continua de elastoplasticidad depende de una sola variable, el multipli-
cador plastico . Si se considera un proceso de deformacion plastica, las ecs.(4.14), (4.15) y

(4.16) indican que Fy > 0y que A > 0; por lo tanto, en vista de la ec.(4.17) se deduce que

Fy=0 (4.24)

A la ec.(4.24) se la conoce como condicion de consistencia.
Si se desarrolla F' '+ considerando un modelo de plasticidad con endurecimiento combinado y

aplicando la regla de la cadena para la derivacion, se obtiene

. oF; . O0F;  OF
Ff: f0"—|— ! + !

9o aq 7 Ba

& =0 (4.25)

donde

OFy  sign (o)
50 =3 (4.26)
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OF _ sign (q)

o ="r (4.27)
G=E (&) (4.28)
OFy K.
FrRRY: (4.29)
Y
Q=7 (4.30)

Reemplazando las ecs.(4.20), (4.22), (4.26), (4.27), (4.28) y (4.29) en la ec.(4.25) y des-

pejando A se obtiene que el multiplicador plastico consistente es

5 = V3sign (0 —q)Eé
 E+(H+K.)

(4.31)

La ec.(4.31) representa el caso mas general, se puede particularizar al multiplicador plastico

consistente para plasticidad perfecta haciendo q=H = K. =0
A = /3sign (o) £ (4.32)

4.2.4. Mobdulo elastoplastico tangente

La relacion constitutiva tangente se define como

G=E,,¢ (4.33)

donde £, es el modulo elastoplastico tangente.
Partiendo de la ec.(4.28) y reemplazando en ella la regla de flujo dada por la ec.(4.12) se

obtiene

6=F (é — AW) (4.34)

Reemplazando en la ec.(4.34) el multiplicador plastico consistente dado por la ec.(4.31) se

tiene

(4.35)

o= {EEjL( ?Hi%{l)} ‘
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Comparando las ecs.(4.33) y (4.35), se deduce que el moédulo elastopléastico tangente E.,

tiene la siguiente estructura

 E(H+K.)
EW_E+4H+AQ (4.36)

Es decir, en todo el proceso de carga, la relacion constitutiva tangente varia segtin lo hace

el modulo elastopléstico tangente

E SiA=0
E., = (4.37)
A
fon (H n Kc) siA>0

4.2.5. Formulacién numérica para elastoplasticidad

A continuacion se realiza la formulacion numérica del modelo constitutivo de elastoplasti-
cidad con endurecimiento combinado [48] que es el méas general, los deméas modelos se pueden
obtener como casos particulares de este. Se asume que se conoce en el instante "t el estado

local del problema, es decir se conocen las variables de estado en un instante "¢

{"o, "a, "q, "ep} (4.38)

Entonces, el problema consiste en: dado un incremento de deformaciéon Aeg, hallar las varia-

bles de estado en "t1t.

{n—i—lo_7 n—&—lo‘{7 n—i—lq, n+1£p} (439)

A este modelo elastoplastico incremental se lo conoce como un proceso strain-driven (con-
trolado por deformacion) en el cual la deformacion total es la tnica variable independiente.
Las formulaciones numéricas que resuelven este tipo de problemas, se las conoce como Al-
goritmos de Retorno. De la regla generalizada del punto medio [48] se pueden deducir los

esquemas clasicos de integracion para problemas de valores iniciales.

Regla generalizada del punto medio
Sea f: R — R una funcién suave, se tiene en cuenta el siguiente problema de valores

iniciales

en [0, T (4.40)
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la regla generalizada del punto medio viene dada por

n+11, — n-i-laj + Atf (n+19x)
(4.41)
"y = 9" (1-9)"2; ¥ €0, 1]

y genera una familia de esquemas iterativos que vienen dados en funcion de ¥ [10] [48]; los

mas conocidos son

¥ =0 =— Método de Euler explicito
1
V= 5 —> Regla del punto medio

¥ =1 = Método de Euler implicito

Para valores de 9 > % los esquemas de integracion son incondicionalmente estables, para

1
2

esquemas de integracion son condicionalmente estables. En [10] se discute sobre la estabilidad

el caso particular que ¥ = 5 se obtiene convergencia cuadratica; para valores de ¥ < % los

y convergencia de cada uno de estos algoritmos.

Problema de valor inicial elastoplastico incremental.

Adoptando ¥ = 1, que corresponde al Método de Euler implicito, y teniendo en cuen-
ta el cuadro de resumen de la formulacién del modelo elastoplastico con endurecimiento

combinado se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones incrementales

AN
n+1€p _ nsp =+ \/g sign (n+10_n+1 q)
AN
"o = "a+"M Aa="a+ — (4.42)

V3

AN
n+1q — nq+n+1 Aq :nq+H—SlgH (n+10__n+1 q>

V3

donde AX = "IN At > 0 es la contrapartida algoritmica del multiplicador plastico A y

47



n—HG - E (n—i—l8 o n+1€p)
(4.43)

e = et Acg

Las variables ("o, ""a, "*1q) asi como A se encuentran condicionadas por la version
discreta de la condiciéon de consistencia y las condiciones complementarias de Kuhn-Tucker

que vienen dada por

n+1Ff _ ’n-‘rlo__n-i-l q‘ B (0_?/ +Kcn+1a) 0
V3 V3

AN
AN = 0

Y
o

(4.44)

Se observa que Ae es un valor conocido; por lo tanto, la ec.(4.43), define a "¢ . Es
mas, se observa que aplicando Método de Euler implicito, se transforma el problema con-

dicionado de evoluciéon en un problema condicionado algebraico discreto para las variables

{n—l—la’ TL+1q’ n—i—lsp}_

4.2.6. Algoritmo de retorno. Endurecimiento combinado

Se define a la tension relativa [48] como
E=0—q (4.45)

4.2.6.1. Estado de prueba

El estado de prueba es aquel que se obtiene al congelar el flujo plastico en el intervalo

["t, "*1¢] y se encuentra definido por

n+16_ — E (n—i—l8 _n Ep) _n o+ EAE
n—i—l/(z: — n—i—la_ -n q
n+1/£\p — nEp
"a = "a (4.46)
n+1a — nq
n+1A
n+11/:,; - & _G‘}—Kc"a
V3 V3
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Este estado se complementa mediante la forma algoritmica de las condiciones de carga y

descarga dadas por

1~ ) £0 = paso elastico AX = 0
>0 = paso plastico A\ > 0

4.2.6.2. Formulacién incremental de elastoplasticidad

(4.47)

Teniendo en cuenta las ecs.(4.42), (4.43) y (4.46) se obtiene el siguiente conjunto de

ecuaciones
g = ntlg — % E'sign (”HE)
Mg, = e, + % sign ("T1E)
o = "o+ %
"lg="q+H % sign ("*1E)
g, " TE| B (0% + K.""a)
V3 V3
donde

n—l—lE: n—i—lo._ n+1q

Remplazando las ecs.(4.51), (4.48) y (4.46) en la ec.(4.53) se tiene

n+1£ _ n+1’£_ A_\/%‘ (E+H) sign (n+1£)

4.2.6.3. Multiplicador plastico algoritmico

Se puede reescribir a la ec.(4.54) de la siguiente manera

sign (”HE) — A—\/g (E — H)sign ("+1£)

’n+1£| sign (n—&—la) — n+1€
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Agrupando términos

(Iel+ Z5 (200 ) 76) -

n+12

sign (”“E) (4.56)

Como AN >0y H + E > 0, se debe cumplir que sign ("*1&) > 0, por lo tanto

sign (”+1£) = sign (”HE) (4.57)

Entonces la ec.(4.56) queda,

AN
"TE| + 7 (E+H) =

"+1E‘ (4.58)

La ec.(4.52) se puede expresar como

”HE’ 0 ntl
A K,
n—l—lFf - _>\ (E + H) . (GY + c O{)
V3 3 V3
"“5’ AN o0+ Koom) K.

- . _ = _(—__n—&-la_na
- 5 5 (E+H) 7 ¢§( ) (4.59)

dado que ""la —"a = ""Aa = A—\/’g\, entonces

—  AX
"Fy =" Fy - S5 (B H A K (4.60)

Debido a que en estado plastico se debe cumplir la condiciéon de consistencia incremental

"1y =0, se puede despejar el multiplicador plastico algoritmico que viene dado por

3n+1ﬁ’;

AN=—""T
EF+ H+ K,

(4.61)

Notar que el multiplicador pléstico algoritmico, difiere del multiplicador plastico consistente;
esto se debe a que para calcular A se impone la condicién de consistencia continua, mientras

que para hallar A\ se impone la condicién de consistencia incremental "' Fy = 0.
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4.2.7. Algoritmo de Retorno

Teniendo en cuenta todo lo expuesto, se construye un cuadro donde se muestra la estruc-

tura del Algoritmo de Retorno para un problema de elastoplasticidad unidimensional.

Algoritmo de Retorno unidimensional
1. Dado {"¢,, "a, "q}

2. Calcular la tension de prueba:

nHE’ o) — K. "«
V3 V3
3. SI " F; <0 = {"1G, "a, "q, "¢,}, EN OTRO CASO

n+16. — n6+ EAE, n+1a _n+l 6. . nq7 n+1Ff —

n+1f’\
f > 0:

@) M =35 0

b) "o =15 — QE sign (”“E);

V3

A ~
¢) e, = e, + —= sign <n+1a>;

V3
AN -
d) ""lq="q+ H —sign <"+15>;

V3

A
e) "Ma="a+ 7;\ ; & FIN.

4.2.8. Mobdulo algoritmico elastoplastico tangente.

Para completar el algoritmo, se calcula el modulo algoritmico elastoplastico tangente

dado por

an+1 o

n+1 .
Eep = ontle

(4.62)

que es necesario para asegurar la convergencia cuadratica del esquema iterativo global de
Newton-Raphson que resuelve el problema de contorno no lineal mediante el Método de
los Elementos Finitos; la nocion de "*'E,, se introdujo por primera vez en Simo y Taylor
(1986). El procedimiento que lleva a una forma cerrada para ""'E,, consiste en diferenciar

n+1

a la expresion de "7 o dada por
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donde

AN

ntlg — G - 22 pgon (““2) (4.63)
V3

ntlg = ntlg _ ng (4.64)

e =E ("e —"¢,) (4.65)

Sumando y restando "q en la ec.(4.63) y teniendo en cuenta la definicion de la tension relativa

de prueba dada por ec.(4.64), se obtiene

Entonces,

an—i—l o

ANE

La derivada del primer término de la ec.(4.67) vale

La derivada del segundo término de la ec.(4.67) vale

0

Reemplazando las ecs.(4.68)

n+10_ _ nq + 1= — ”Jrlg (466)
n+1£
ANE | "8 9 ANE
_a2An H‘Z" _ 11— 2= (4.67)
n+1g ontle = ontlg n+1£‘
an-l—l/((_: o+l
gntle  gntlg (4.68)
ANFE AN E? E?
_ oAz oAz (4.69)
n+1g nt1g| B+ (Ke+ H)
y (4.69) en (4.67), se tiene
ol E(K.+H
° (K. + H) (4.70)

otle  E+ (K. +H)

Comparando las ecs.(4.70) y (4.36), se observa que el médulo algoritmico elastopléstico

tangente coincide con el modulo elastoplastico tangente correspondiente a la formulacién

continua. Este hecho es valido sb6lo para el caso unidimensional pues, como se vera mas

adelante, para el caso tridimensional esta igualdad ya no se cumple.
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4.2.9. Comportamiento del Algoritmo de Retorno

Se analiza la respuesta del algoritmo desarrollado bajo un régimen de carga ciclica (carga,
descarga y recarga) y se presentan las diferentes respuestas para un material perfectamen-
te plastico, con endurecimiento isotropico, cinematico y combinado. Para todos los casos

mencionados se presenta la respuesta del algoritmo para 1 ciclo, 5 ciclos y 10 ciclos de carga.

Material elastoplastico perfecto

En la Fig.4.1 se presenta la respuesta del algoritmo para un material elastoplastico per-

fecto con los siguientes parametros materiales: oy = 2400 CK?% y E=21x10° CKT%'

o o o
2000 - 2000 2000
1000 |- 1000 |- 1000 |-

—(J 02 0.02 04
—1000 -
—2000 -

) 10 ciclos de carga

=004 -0.02 —O 02
—1000 - —1000 -
—2000 —2000 -

) 5 ciclos de carga

(a) 1 ciclo de carga

Figura 4.1: Respuesta del algoritmo. Material elastoplastico perfecto.

Material elastoplastico con endurecimiento isotrépico

En la Fig.4.2 se presenta la respuestas del algoritmo para un material elastopléstico con

endurecimiento isotrépico con los siguientes pardmetros materiales: 09 = 2400 , B =
2,1x10° 58 v K, =21 x 10°25.
o o o
: P _
oot
2000 F
1000F 2000 -
1000 F
—0‘ 4 —0‘.02 0.62 .64 0,62 .64 - ‘ —0‘,02 0.6 .64
—1000F
—1000+ —2000 -
—2000F
—2000F - =

(a) 1 ciclo de carga

Figura 4.2: Respuesta del algoritmo. Material elastoplastico con endurecimiento isotropico.

(b) 5 ciclos de carga

23

(c) 10 ciclos de carga



Material elastoplastico con endurecimiento cinematico

En la Fig.4.3 se presenta la respuesta del algoritmo para un material elastoplastico con

Kg

endurecimiento cinemético con los siguientes parametros materiales: oy = 2400 P

E=21x10°X8 v H =21 x 10°5%,

o

3000 -

2000 F

1000 -

o

3000 -

2000 -

1000 -

3000

2000 -

1000 F

0.04 -0.02
—1000 -

002 004 € 004 —0.02
~1000}

002 004 € /0.04

(c) 10 ciclos de carga

(a) 1 ciclo de carga (b) 5 ciclos de carga

Figura 4.3: Respuesta del algoritmo. Material elastopléastico con endurecimiento cinemético.

Material elastoplastico con endurecimiento combinado

En la Fig.4.4 se presenta la respuesta del algoritmo para un material elastoplastico con
Ke B —

endurecimiento combinado con los siguientes parametros materiales: 0% = 2400 o

3 Kg

2,1 x 10° 58 K, =21 x10°58 v H, =21 x 10358,

04 -0.02 0.02
—1000 -

(a) 1 ciclo

0.04

3000 -
2000 F
1000 -

4

-0.02

0.02, 0.04
—1000F

—O0
—7

—
—3000t

(b) 5 ciclos

6001

2000 -

-0.02 0.04

(c) 10 ciclos de carga

Figura 4.4: Respuesta del algoritmo. Material elastoplastico con endurecimiento combinado.

4.2.10. Comentarios

En las Figs.4.5.a-c se grafican tres respuestas del algoritmo para un material perfectamen-
te plastico; se observa que las respuestas no se ajustan a la curva tedrica, esto se debe a que
la cantidad de subincrementos de deformacion no es suficiente para representar la totalidad

de los puntos de la curva, sin embargo los puntos calculados son exactos y se corresponden

con los valores tedricos.

o4



3500F 3500 F 3500 F
3000 F 3000 F 3000 F
2500 F 2500 F 2500 F
2000 F 2000 F 2000 F
1500 F 1500 F 1500 F
1000 | 1000 | 1000 F
500 500 500
04(‘)1 0.62 0.63 0b4 04(‘)5 € OAbl 04(‘)2 0.63 0.64 ObS € O.bl 01)2 04(‘)3 0.64 0.65 €

(a) 4 subincrementos de deformacion.(b) 7 subincrementos de deformacion.(c) 10 subincrementos de deforma-
cion.

Figura 4.5: Respuesta del algoritmo. Dependencia de la cantidad de subincrementos de de-
formacion.

4.3. Modelo constitutivo elastoplastico tridimensional

4.3.1. Generalidades

En esta Seccion se generaliza el modelo unidimensional al caso tridimensional. Se supone
que se cumplen las condiciones para un modelo constitutivo elastoplastico enumeradas en la
Seccion 4.2.1.

Se asume la cinemética correspondiente a deformaciones infinitesimales, en la que es vali-
da la descomposicion aditiva del tensor de deformaciones infinitesimales en una componente

elastica y en otra componente plastica

e=¢e.+¢ (4.71)

Para la respuesta elastica del material se adopta el modelo constitutivo elastico lineal que

viene dado por

o.=C,: ¢, (4.72)

Si se reemplaza la ec.(4.71) en la ec.(4.72) se obtiene

o.=C.:(e—¢gp) (4.73)

donde C, es el tensor elastico de cuarto orden.

Para el caso un material isétropo, C, toma la forma dada en la ec.(3.3). Se asume que
tanto el tensor de tensiones de Cauchy o, y el tensor de deformaciones infinitesimales €. son
tensores simétricos, es decir {0, €.} € S donde S C R? x R3 es el subespacio de los tensores

de segundo orden simétricos.
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4.3.2. Formulacién continua general para elastoplasticidad

Como se estableci6 en la Seccion 4.2.2, para la formulacién de un modelo para un material
elastoplastico, se debe definir la funcién de fluencia, la regla de flujo y la ley de endureci-

miento.

Funcion de fluencia

Sean o y m el tensor de tensiones de Cauchy y un conjunto de variables internas que son
funcion de €, que captan la naturaleza disipativa del material [33] [48]. Se define una funcion
Fr : SxR™ — R llamada funcion de fluencia o criterio de falla y se fuerza a los estados
admisibles definidos por {0, n} € S x R™ en el espacio de tensiones, a caer dentro de un

conjunto E,, definido por

E, = {(0, n) € Sx R"| Fy (0, n) <0} (4.74)

El interior del conjunto E, se define como int (E;) y viene dado por:

int (E;) = {(0,n) € SxR™| Fy (0, n) <0} (4.75)

a este conjunto se lo llama dominio eldstico.
La frontera del conjunto E; se denomina superficie de fluencia, denota por JE; y se define

co1mo

OE; = {(0,m) €S xR™| Fy (0, n) =0} (4.76)

Se debe cumplir que E; = int (E;) U 0E,, donde el operador U denota unién disjunta [24]
[25]. Se observa que los estados {0, n} tales que Fy (o, ) > 0 no son admisibles y son
descartados en Plasticidad Clasica.

Se asume ademaés que E; cumple con las siguientes condiciones:

1. Es Cerrado, es decir, no se admiten estados de ruptura como parte de la frontera del

dominio elastico.

2. Es Convezo, es decir, tomando dos estados que pertenezcan a E, todos los estados
(0, M) que se encuentran sobre la recta que los une pertenece a E,. Mateméaticamente
esta condicién se expresa como:

Sean dos estados definidos por
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Al = (0-17 771) € ]EU
Ay = (09, m,) €Es

Entonces A = [ A + (1 —a) Ag] € Eq, Va €0, 1].

Se adopta la funciéon de fluencia de von Mises que, en forma general, se expresa de la siguiente

manera

Fy = lsll = & (4.77)

donde s es la componente deviatérica del tensor de tensiones definido en la ec.(1.4)! y
k representa el radio de la seccion deviatérica de la funcion de fluencia en el espacio de
tensiones (ver Fig.4.6)

Cuando se alcanza la fluencia en un ensayo uniaxial, el tensor de tensiones vale

GyOO
o= 0 00 |e®e (4.78)
0 00

donde €’, e’ son los vectores base del sistema de coordenadas cartesiano utilizado.

Si se descompone a este tensor en sus partes deviatorica y volumétrica, se obtiene:

2
10 0 307 f 0
Oy
0 01 1
0 0 —=
377
Entonces, las componentes del tensor deviatorico vienen dadas por:
2 o 0 0
3" .
Sij = 0 ——0y 0 (480)
3 1
0 0 —=
377

Por lo tanto ||s|| vale

ICuando se defini6 la componente deviatérica del tensor de tensiones se hizo para el tensor de tensiones
efectivas. En este Capitulo se abandona a los materiales friccionales por un instante y se considera valida
dicha definicion para el tensor de tensiones de Cauchy.
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— 4 1 1 2
HSH:\/S:S:\/S”Sij:\/O‘Y (54‘54‘5) :O‘y\/; (4‘81)

De la ec.(4.81) se deduce entonces que k = oy \/g . La grafica de la funciéon de fluencia en el

espacio de tensiones principales oy, 03, 03 es un cilindro, y se muestra en la Fig.4.6.

iy
llllllllllll H

73

7]
[ 1]
"lllllllll,’l’lﬂ(l

117

7

Figura 4.6: Funcién de fluencia de von Mises en el espacio de tensiones principales.

Regla de flujo
En el Anexo C.1 se defini6 la Regla de flujo generalizada termodindmicamente consistente

dada por

£, = Ak (o, n) (4.82)

donde A > 0 es el multiplicador plastico y k: S x R™ — S es un campo tensorial de segundo

orden que define la direccién del flujo plastico. Se pueden presentar dos casos:

1. Plasticidad Asociada:

0
k(o.m)= 22 (4.83)
2. Plasticidad No Asociada:
0
k (o, n) % (4.84)

Las leyes de flujo asociadas son aquellas derivadas de la Desigualdad de Clausius-Duhem

para una evolucién puramente mecanica de las variables internas, sujeta a la Condicion de
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mdzrima disipacion pldstica, la cual garantiza una tnica direccion de evolucion de las variables
internas del problema (ver Anexo C.1). Sin embargo, existen materiales cuyo comportamien-
to experimental no responde a leyes asociadas, un ejemplo son los materiales friccionales.
Es por eso que para poder construir un modelo constitutivo elastopléstico que describa el
comportamiento de tipo de materiales son necesarias leyes de flujo no asociadas.

Por ahora, se estudian los modelos constitutivos elastoplasticos locales con leyes de flujo
asociadas en los que, segun la ec.(4.83), la direccion de flujo pléastico coincide con la normal
saliente a la superficie de fluencia.

Se define al tensor de direccion de flujo plastico como m y a la normal saliente a la
superficie de fluencia como n, ambos son tensores de segundo orden. Se entiende que m = n
implica asociatividad, mientras que m # n implica no asociatividad.

Con estas definiciones, la regla de flujo se escribe como

£, = \m (4.85)

Se asume que el multiplicador plastico cumple con las condiciones complementarias de
Khun-Tucker [20] [33] [48] que se enunciaron en la Seccion 4.2.2; para el caso tridimensional

se pueden escribir como

(4.86)
AFp(o,m) = 0

Ademés de estas condiciones, se pide que se cumpla con la condiciéon de persistencia dada

por

A (o, 1) =0 (4.87)

Ley de endurecimiento

En el Anexo C.1 se deduce la Ley de endurecimiento termodindmicamente consistente,
basada en la Desigualdad de Clausius-Duhem para una evolucion puramente mecanica del
sistema, bajo la Condicion de mdxima disipacion pldstica. A estas leyes de endurecimiento se
las denomina leyes de endurecimiento locales asociadas con el mismo cardcter que las reglas
de flujo asociadas.

En el caso méas general, se puede considerar una funciéon h : S x R™ — S que define la

evolucion de las variables internas 1) las cuales describen el caracter disipativo del material
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Ccomo

n=—\h(o,n) (4.88)

La variables internas 1) del modelo en estudio son: la deformacion pldstica equivalente oy
el tensor de back stress q; ambos son funcion de €.

En este trabajo, se consideran cuatro leyes de endurecimiento: endurecimiento isotrépico,
endurecimiento cinemético, endurecimiento combinado y una variante de ley de endureci-
miento no lineal correspondiente a un modelo hiperbdlico de naturaleza isotrépica. En la
Fig.4.7 se muestra la diferencia entre los dos tipos de endurecimiento principales (isotropico
y cinematico). A continuacion se enuncian las distintas leyes de endurecimiento, la evolucion
de las variables internas y como se modifica la funcién de fluencia por la incorporacién de

estas leyes:

1. Endurecimiento isotrépico:

Se considera la ley de endurecimiento lineal, dada por

K(a)=0) + K.« (4.89)
2
Fy (s, a) = s = /3K (@) (4.90)

donde K. es el modulo de endurecimiento isotrépico y se lo considera constante. La

deformacion plastica equivalente se calcula como

«®= [\ 216 ol (191)

entonces, se deduce que la ecuacion de evolucion para la deformacion plastica equiva-

lente es

G=M/= (4.92)

2. Endurecimiento cinematico:
El tensor de back stress q define el desplazamiento del centro de la superficie de fluencia
en el espacio de tensiones, entonces la funcion de fluencia para el caso de endurecimien-

to cinematico se escribe se la siguiente manera
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Fy (s a) = ls —al - 20y (493

la ecuacion de evolucion del tensor q es

q=Hé¢, = Him (4.94)

donde H es el moédulo de endurecimiento cinemaéatico.

. Endurecimiento combinado:
Teniendo en cuenta las ecs.(4.91) y (4.93), se puede modificar a la funcion de fluencia

de la siguiente manera

Fy (s, a4 0) = [ls — all /3K () (4.95)

donde K (o) toma la forma funcional dada por la ec.(4.89).
Las ecuaciones de evolucion de la deformacion plastica equivalente y del tensor de back

stress ya fueron definidas anteriormente.

. Endurecimiento isotrépico hiperbdlico combinado:
Para este caso, se modifica la ley de endurecimiento isotropico por una ley no lineal
hiperbdlica, ademas se incluye endurecimiento cinematico. La ley de endurecimiento

isotropico esta dada por

(4.96)

donde,

0yo: Tension de fluencia de referencia. Comtinmente es un valor pequeno.

Oyoso: Tension de fluencia a tiempo infinito.

La estructura matematica de la funcién de fluencia tiene la forma funcional dada por
la ec.(4.95). Las ecuaciones de evolucion de la deformacion plastica equivalente y del

tensor de back stress ya fueron definidas anteriormente.
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Figura 4.7: Leyes de endurecimiento.

En los siguientes cuadros se resumen las formulaciones de los modelos constitutivos para

elastoplasticidad perfecta, con endurecimiento isotropico, cinemético, combinado y no lineal

para un problema tridimensional.

Plasticidad Perfecta:

1.

2
. Dominio eléstico: Fy = ||s|| — \/;Gy <0

. Regla de flujo: ¢, =

. Condicién de consistencia: AFy (s) = 0

Relacion tension-deformacion elastica: o = C, : (& — ¢,)

08
oo

Condiciones complementarias de Khun-Tucker: A Fy (s) = 0, A > 0, F; (s) <0
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Plasticidad con endurecimiento isotrépico:

1

Relacion tension-deformacion elastica: o = C, : (& — ¢,)

2
. Dominio eléstico: Ff (s, o) = ||s|| — \/;(Ggf + K.a) <0

. Regla de flujo y evolucion de la deformacion plastica equivalente:

€ =2Am
o= )2
3

Condiciones complementarias de Khun-Tucker:

AEf(s,a) =0, A\>0, Fy(s,a) <0

Condicion de persistencia: AFy (s, a) = 0

Plasticidad con endurecimiento cineméatico:

1

Relacion tension-deformacion eléastica: o = C, : (g — ¢,)

2
. Dominio eléstico: Ff (s, q) = ||s — q|| — \/;O'Y <0

. Regla de flujo y evolucion del tensor de back stress:

€, =2Am
q=\Hm

Condiciones complementarias de Khun-Tucker:

AFf(s,q) =0, A>0, Fy(s,q) <0

Condicién de persistencia: /\Ff (s,q)=0
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Plasticidad con endurecimiento combinado:

1

Relacion tension-deformacion elastica: o = C, : (& — ¢,)

2
. Dominio eléstico: F¢ (s, a, q) = |ls — ql| — \/;(Ggf + K.a) <0

. Regla de flujo: ¢, = Am

Evolucion de la deformacion plastica equivalente y del tensor de back stress:

.2
e
e’ W3
q=\Hm

Condiciones complementarias de Khun-Tucker:

}\Ff(s, a, q):(),/'\zOFf(s, a,q) <0

Condicién de persistencia: AFy (s, a, q) = 0

Plasticidad con endurecimiento no lineal hiperbélico:

1

Relacion tension-deformacion eléastica: o = C, : (g — ¢,)

. Dominio elastico: F¢ (s, a, q) = |[s — ql| — \/g <Gy0 + ﬁ) <0
E ' oy

. Regla de flujo: ¢, = Am

Evolucion de la deformacion plastica equivalente y del tensor de back stress:

. /2
e
e’ W3
q=\AHm

Condiciones complementarias de Khun-Tucker:

}\Ff(s, , q):(),/'\zOFf(s, a,q) <0

Condicion de persistencia: AFy (s, a, q) = 0
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4.3.3. Interpretacion de las condiciones complementarias de Khun-
Tucker

Se consideran las siguientes situaciones:
1. Sea {0, n} € int (E,), de acuerdo con la ec.(4.75), Fy (o, i) < 0. Entonces, si se tienen

en cuenta las condiciones establecidas en las ecs.(4.86) se tiene que:

AFp(o,m)=0=A=0 (4.97)

De las ecs.(4.82) y (4.88) se establece que ¢, =0y 1) = 0. Entonces, la ec.(5.16) lleva

a que € = €.; en consecuencia la relacién constitutiva tangente es

6=C,:¢=C.: & (4.98)

A esta respuesta se la denomina instantaneamente eldstica.

2. Sea {0, n} € OE,, lo cual implica, segtn la ec.(4.76), que Ff (o, ) = 0. Entonces la
ec.(4.86), se satisface automaticamente por méas que A >0.Si\es positivo o cero se

deduce de la ec.(5.29). Se pueden presentar dos situaciones:

a) Si Fy (o, n) <0, la ec.(5.29) implica que:

AFp(o,m)=0=A=0 (4.99)

De las ecs.(4.82) y (4.88) se establece que ¢, = 0y 7 = 0. Como la ec.(4.98) se
cumple y {0, n} € JE,, a una respuesta de este tipo se la conoce como descarga

desde un estado pldstico.

b) Si Fy (o, n) = 0, la condicion expresada por la ec.(5.29) se satisface aunque A > 0.
Si esto ocurre se tiene que €, # 0y 1 # 0. A esta situacién se la conoce como

carga pldstica. El caso A\ = 0 <Ff (o, m) = 0) se lo conoce como carga neutra.

Se observa que el caso F ¥ (o, n) > 0 se excluy6 del andlisis pues si esto ocurriese para algin
{0, n} € OE; en algtn tiempo ¢t € R*, la condicion Fy (o, 1) < 0 puede violarse en algin

entorno para el siguiente tiempo ¢ [48].

4.3.4. Multiplicador plastico consistente.

Ahora se extiende el procedimiento para la determinaciéon del multiplicador plastico des-

cripto en la Seccion 4.2.3 al caso tridimensional. Considerando la condicién de persistencia
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dada por la ec.(5.29), en el caso de carga pléstica A > 0, se obtiene la condiciéon de consis-

tencia dada por

Fi(o,n) =0 (4.100)

Si se supone un modelo elastoplastico con endurecimiento combinado, las variables in-
ternas adoptadas son n = {q, a} y F tiene la estructura mateméatica que se muestra en
la ec.(4.95) junto con la ec.(4.89); desarrollando Ff utilizando la regla de la cadena para

derivacién se tiene

Ff:%:d+%?:q+%ifa (4.101)
donde (Ver Anexo C.2)
o =TT (4102
%_1;3“ _ _ﬁ _ (4.103)
% - - K, (4.104)

Las ecuaciones de evolucion de las variables internas plasticas q y & ya fueron descriptas
en las ecs.(4.92) y (4.94) respectivamente. Entonces, reemplazando las ecs.(4.92), (4.94),
(4.102), (4.103) y (4.104) en la ec.(4.101)

. 2 . 2
Ff:n:(’)'—\/;)\Hn:m—\/;Kc)\ (4.105)

La tasa temporal del tensor de tensiones de Cauchy se puede expresar como

6=C.:(¢—¢,) (4.106)

Teniendo en cuenta la ec.(4.85), la ec.(4.105) se escribe de la siguiente manera
: ) - 2. 2 .
Ff:n:Ceze—n:Ce:/\m—\/;)\Hn:m—\/;Kc)\:O (4.107)

Para una regla de flujo asociada asociada, n : m = ||n| = 1; despejando A de la ec.(4.107)

se obtiene la siguiente expresion para el multiplicador plastico consistente
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n:C,:¢

n:Ce:m+\/g(H+Kc)

La ec.(4.108) se puede particularizar al multiplicador plastico consistente para el caso de

A:

(4.108)

plasticidad perfecta haciendo q =0 y K. = H = 0, entonces

(4.109)

4.3.5. Operador elastoplastico tangente

En la Seccion 4.2.4 se estableci6 la relacion constitutiva tangente para el caso unidimen-
sional, donde se define al médulo elastopléstico tangente. Este concepto se puede generalizar

al espacio de tensiones mediante

6=C,:t (4.110)

donde C,, es el operador elastoplastico tangente.
Partiendo de la ec.(4.106) y reemplazando la regla de flujo dada por la ec.(4.85), se

obtiene lo siguiente

6=C,,: (e_xm) (4.111)

Reemplazando en la ec.(4.111) el multiplicador plastico consistente dado por la ec.(4.108) se

obtiene

¢ = C.:|é- “:Ce; m
n:Ce:m+\/;(H—|—Kc)
= C.:é— n:Ce:¢ C.:m (4.112)

n:Ce:m—i—\/g(H+Kc)

Ordenando términos y sacando factor comtn &

. C.: - C, )
c=|C. - men L (4.113)

2
n:Cezm+\/;(H+KC)
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Comparando la ec.(4.113) con la ec.(4.110) se deduce que el operador elastoplastico tangente

es

C.. m®@n:C,
n:Ce:m+\/g(H+Kc)

En un modelo constitutivo asociado m = n, entonces C,, es un tensor de cuarto orden que

Cep = Ce - (4114)

posee las siguientes simetrias
Cepijkl = Cepjikl = Cepijlk = Cepklij (4'115)

En el caso de plasticidad perfecta, donde H = K. = 0 y q = 0 el operador elastoplastico

tangente se expresa de la siguiente manera

C..m®@n:C,
n:C,:m

C., = C. (4.116)

Dedo que los términos disipativos desaparecieron, C,, es definido positivo [48].

4.4. Formulaciéon numérica para elastoplasticidad asocia-
da

En este apartado se extiende la formulaciéon numérica desarrollada para el caso unidimen-
sional, al caso tridimensional. Se estudian los modelos constitutivos elastoplasticos para un
material perfectamente pléstico, con endurecimiento combinado y con endurecimiento iso-
tropico hiperbélico y cinemético. En todos los casos se asume que se conoce en un instante
"t el estado local del problema es decir, se conocen las variables de estado en un instante "t;
a este estado se lo conoce como estado convergido del problema.

Si se aplica un incremento de deformacion total Ag, el problema consiste en hallar las
variables de estado en el instante "*1¢. Debido a que la fluencia de los aceros se manifiesta
para un estado de tensiones deviatoricas, es conveniente, para la formulaciéon numérica,
descomponer al tensor de tensiones de Cauchy en su componente deviatérica y volumétrica.
Para todos los casos se asume que la relacion constitutiva para el comportamiento elastico de

los aceros es la que se muestra en la ec.(4.72), y la regla de flujo viene dada por la ec.(4.85).

4.4.1. Plasticidad Perfecta

En el instante ™t las variables de estado son
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{"o, "¢,} (4.117)

Entonces dados {Ag, "0, "¢,}, se busca hallar {"*'o, "t1g,}.
Se define al estado de prueba al estado obtenido al congelar el flujo plastico. Este estado

se define por medio de las siguientes ecuaciones

e = "e + At (4.118)
e, = g, (4.119)
"o =C,.: "M, (4.120)

donde "1 es el tensor de tensiones de prueba; sus componentes deviatérica y volumétrica,

ntlg y 15 | vienen dadas por

ntlg — oG HE! (4.121)
n-‘rlﬁ: Kn-i—l’é'le) (4122)

—~ . ~d ~
donde "€ es el tensor de deformaciones de prueba y "€l y "€’ son sus componentes

deviatorica y volumétrica.
La formulaciéon continua de elastoplasticidad se resume en el siguiente problema de valores

iniciales

£, =Am (4.123)

Se adopta el Método de Euler implicito y se integra el sistema de ecuaciones planteado de
la siguiente manera
"o ="0+C.: Ae — C,: Ag,
ntle, = "g, 4+ AA"Tm (4.124)
nH = 0

Teniendo en cuenta la ec.(4.77), se tiene que
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2
"R =" s - 0v (4.125)

Expresando la ec.(4.124); como

"o = C,.:("e+ Ag) —Ce: Ag,
= "o - C,.: Ae (4.126)

Se tiene que la componente deviatorica del tensor de tensiones se calcula de la siguiente

manera

s =14 Mo = "TIS - 2G Ael (4.127)

donde,

Aed =T%: Ag, = AAT® : "Hlm = A" 'm (4.128)

Reemplazando la ec.(4.128) en la ec.(4.127) se tiene

g = Mg 2G AN"T'm (4.129)
Teniendo en cuenta que "'m = ”%i:“ (ver Anexo C.2) y reemplazandolo en la ec.(4.129)
2G A\ ~
(1 T ||) M= 10
nTis

La ec.(4.130), implica que s y "*18 son colineales, entonces el tensor de direccion de flujo

plastico se puede escribir indistintamente como

n+1 s n+1’S\

n+1m

(4.131)

sl s

4.4.1.1. Multiplicador plastico algoritmico

Si se utiliza el multiplicador plastico consistente definido por la ec.(4.109), su valor se ve

sobre estimado. El valor correcto del multiplicador plastico se obtiene forzando la condicion
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de consistencia incremental "' F; = 0. Teniendo en cuenta la ec.(4.131), la ec.(4.129) se

escribe de la siguiente manera

Hn+lsH n+1m — ||n+1AH n+1m QGA)\TL+1 (4132)

Posmultiplicando por el tensor de direccion de flujo plastico "*'m a ambos miembros de la
ec.(4.132) se obtiene

|"*s|| = [|"*'8]| — 2G Ax (4.133)

Restando \/g oy a ambos miembros de la ec.(4.133)

| s|| — \/Ecry — |I+'8]| - f oy — 2G A\ (4.134)

Ahora, teniendo en cuenta la ec.(4.124)5 y que "' F; = ||*Ti§]| — \/g(fy la ec.(4.134) se

escribe como

"HE —2G AN =0 (4.135)

De la ec.(4.135) se deduce que el multiplicador plastico algoritmico viene dado por

n+1 F\f

A =
A 2G

(4.136)

4.4.1.2. Algoritmo de Retorno Radial para plasticidad perfecta

Una vez calculado el multiplicador pléastico algoritmico, se presenta el Algoritmo de Re-
torno Radial para el caso en estudio. Este algoritmo esta compuesto por dos fases: el predictor
elastico, que abarca al calculo del estado de prueba mediante el congelamiento del flujo plas-
tico en las variables de estado y la verificacion de la fluencia; y el corrector plastico que
es el Algoritmo de Retorno Radial propiamente dicho, en el cual si el estado de prueba no
es admisible (”“ﬁ > 0) se procede a la correcciéon de las variables de estado mediante el
retorno plastico. El Algoritmo de Retorno Radial para un modelo constitutivo elastoplastico

perfecto tiene la estructura que se muestra en el siguiente cuadro:
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Algoritmo de Retorno Radial. Plasticidad Perfecta
1. Dado: {"o, "e?, Ae};

2. Calcular la tension de prueba:

s
d_ _S. ntlgd _ ned d.  ntlg _ +1.d dy .
"e—zG, milgd = med 4 Agd; "TIg =2G ("Tled — med)

n+1ﬁ: np+ K[l (Aﬁ); n+18. — n+1/s\+ n+12’9\1.

J
n+1A n+1g 2 .
Fy = "8l = /S ovs

3. SI"MF; <0 = {"™5, "g,}, EN OTRO CASO

n+1F n—‘rl’s\
a) A\ = 2Gf; ”“mzm;
b) "tled = med + AN m;
c) "tls = g — 2G AN""m;
d) "lp="p;
e) Mg = mHg 4 il
& FIN

4.4.1.3. Operador elastoplastico tangente algoritmico

Para poder obtener convergencia cuadratica en el esquema iterativo global de Newton-
Raphson planteado para la solucién del problema de valores de contorno, mediante el Método
de los Elementos Finitos, se debe calcular correctamente la matriz de rigidez tangente ele-
mental [48]. La principal ventaja de los algoritmos derivados de la Regla del Punto Medio
Generalizada es que son diferenciables, es decir permiten el calculo del operador elastoplastico
tangente consistente con el algoritmo de retorno utilizado [27] [33] [46] y [48]; estrategias co-
mo “Cutting Plane Algorithms” propuestas en [48] no presentan esta ventaja [33]. El operador
elastopléstico consistente con el Algoritmo de Retorno Radial para un modelo constitutivo

elastoplastico perfecto se calcula mediante

A AG*AN " 1s]|
"1Cy = Ce — I+ (1- i i 4.1
ep = { + ( 5G AN m® ""'m (4.137)

La deduccion de la ec.(4.137) puede verse en el Anexo C.3.1 . Si se compara esta tultima

expresion con la que se obtuvo en la ec.(4.116) se observa que los operadores continuo y
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algoritmico no coinciden.

4.4.1.4. Respuesta del algoritmo

En la Fig.4.8 se grafican las curvas [|s|| — ||€?|| para un ensayo de traccién isotropica
y distintos incrementos de deformaciéon. Se adoptan los siguientes pardmetros materiales:

oy = 2400 CI;—I%, E =21x10° CKT% y v = 0,3. Se observa que el valor limite asociado se

corresponde con \/g oy = 1959,59 2%

cm?*

2000 2000 F \ \ \ ‘
1500 1. 1500 ! ! ! ]
Z 1000f Z 1000 : -
500F - - 500 ‘ —
0 [ 1 1 1 1 | 0 [ 1 1 1 1 |
0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025 0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025
llel lle|
(a) 3 subincrementos de deformacion (b) 100 subincrementos de deformacion
Figura 4.8: Curva ||s| — |||

Si se superponen ambas respuestas (ver Fig.4.8) se deduce que la respuesta del algoritmo
es independiente del tamano de los subincrementos de deformaciéon adoptados, la diferencia
entre ambas curvas se debe a que, el caso de 3 subincrementos no se llega a representar la

cantidad de puntos intermedios que si se logran captar con 100 subincrementos.

2000 f

1500 ¢
Z 1000}

500 ¢

0;\ 1 1 1 1 1
0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025

Figura 4.9: Superposicion de las respuestas

4.4.2. Plasticidad con endurecimiento combinado

Se supone que se conoce en el instante "t

{"o, "ep, "a, "q} (4.138)
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El problema consiste en dados {Ag, @, "¢,, ", "q}, hallar {""'o, "Tg, "Ta, "Tq}.
La funcién de fluencia viene dada por la ec.(4.95) para la cual se adopta la ley de endureci-

miento dada por la ec.(4.89). Se define al tensor de tensiones relativo [48] como

&E=s—q (4.139)

La funcién de fluencia se puede escribir en términos de este tensor como
2
Fy (s, a,0) = 6] - /3 K (0) (4.140)

Las ecuaciones de evolucion de las variables plasticas o y q vienen dadas por las ecs.(4.92)
y (4.94).
Para este caso, el estado de prueba se define mediante las ecs.(4.118), (4.119) y (4.120),

a las que se le agregan

A= "o (4.141)
g = "q (4.142)

Debido a que la funciéon de fluencia esta definida en términos del tensor de tensiones relativo,

se define al tensor de tensiones relativo de prueba a

n+1€ — n-‘rl"s\ _n q (4143)

donde "*18 es la componente deviatérica de "t1o y viene dada por la ec.(4.121).

La formulaciéon continua de elastoplasticidad se resume en el siguiente problema de valores

iniciales
c=C.:(¢—¢,)
¢ —im
a=\/2 (4.144)
q= /\§Hm
Fr=0

Adoptando el Método de Euler implicito, se discretiza el sistema de ecuaciones planteado de

la siguiente manera
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(

"o ="0+C.: Ae —C,: Ag,

e, = "g, + AN"Tm

o= na 4+ /2N (4.145)
g ="q+2ANH"Mm
", = 0

\

Teniendo en cuenta la ec.(4.140), se tiene que

2
TL+1Ff — HnJrlaH o §I{ (n+1a) (4146)

Partiendo de la ec.(4.139), se deduce que el tensor de tensiones relativo actualizado es

ntly — nilg _ nilyg (4.147)

Reemplazando las ecs.(4.129) y (4.145), en la ec.(4.147) se tiene

~ 2
n-‘rl& — n-l—ls_nq_QGA)\n-Hm_gA)\Hn—Hm

-~ 2
= "Mg —2GAN"T'm — 3 AXNH " 'm (4.148)
Teniendo en cuenta que "'m = ﬁ (ver Anexo C.2) y reemplazandolo en la ec.(4.148)
se tiene
AN 2 -
1+ -———(2G+ZH || "g=""g 4.149
1 g (26 5| o

Es decir que, al incluir el tensor de back stress "*'q en el modelo constitutivo, no se pierde
el caracter colineal del estado de prueba y el estado actualizado. Entonces, el tensor de

direccion de flujo pléastico se puede escribir como

n+1£ n—i—l:t:'

el

n+1

(4.150)

n—i—lg‘
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4.4.2.1. Multiplicador plastico algoritmico

Teniendo en cuenta la ec.(4.150), la ec.(4.148) se reescribe de la siguiente manera

HHHE’H ntl, n+1€

"m — (2G AN+ gA)\ H) "lm (4.151)

Posmultiplicando por el tensor de direcciéon del flujo plastico a ambos miembros de la
ec.(4.151) se obtiene

n+1’£

I el =

‘ - (2G AN+ ; AN H) (4.152)

Restando \/gK (") a ambos miembros de la ec.(4.152)

e - 2K () =

donde K (""a) = o) + K.""a .

Reemplazando la ec.(4.145)3 en la ec.(4.153)

n+12

’ _ \/gK ("a) — (20 AN+ ; AN H) (4.153)

-~ 2 2 2
"+15H —\/;(G%JFKC%) — S K.AN=2G AN SHAN=0 (4.154)
n+l g nt+ly 2. 4 n P . .
como " Fy = g ‘ —\/3 (0} + K."a), reordenando los términos de la ecuacion anterior
se tiene
~ H+ K,
TR = AN2G 1+ i (4.155)
3G
De la ec.(4.155) se deduce que el multiplicador plastico algoritmico viene dado por
n+1ﬁ
AN = ! 4.1
26 (1 A e
3G

4.4.2.2. Algoritmo de Retorno Radial

En este caso, se agregan variables plasticas las cuales estdn involucradas con la evolucion
de la superficie de fluencia a medida que se moviliza flujo plastico en el material. En la
Fig.4.10 se muestra como opera el algoritmo de retorno para este caso donde la superficie de

fluencia varia su didmetro (endurecimiento isotrépico) y cambia su centro (endurecimiento
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cinemético) con la evolucion del flujo plastico. El algoritmo de retorno tiene la estructura

que se muestra en el cuadro que se muestra a continuacion.

Algoritmo de Retorno Radial. Plasticidad con endurecimiento Isotrépico-

Cinematico
1. Dado: {"o, "e?, "o, "q, Ae};

2. Calcular la tension de prueba:

s
d_ _S. ntlgd _ ned d.  ntlg _ +1pd dy .
“S—QG, mtled = med 4 Agd; "TIg =2G ("Mled - gl)

]/?\: np+Kll (Aﬁ), n+1a — na; n+1a — nq’ n+1€ — n+1/s‘_|_ nq7

~ 2
SHE \/;K (1)

3. SI™F; <0 = {"'5, "¢,, ""a, "*'q}, EN OTRO CASO

n+16- — n+l/s\+ n—i—l]’?\l; n—i—lFf —

n+1ﬁ
_ f
Y o (1. E B
3G
n—i—l/\
b) "'m =,
n+1£)

¢) "ted = med + AN"Hm;
d) n+1s — n+1’S\_ 2G A\ n+1m;

1,, 1~
e) "tp="*p;

f) "a="a+ \/gAA;

2
g) n+1q: nq+ EHA)\H+1m;

h) n+10. — n+ls_|_ n+1p1.

’
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Figura 4.10: Algoritmo de Retorno Radial. Endurecimiento Isotrépico-Cinematico.

4.4.2.3. Operador elastoplastico tangente algoritmico

Al incluir las leyes de endurecimiento isotropico y cinematico, se modifica tanto el mul-
tiplicador plastico algoritmico como el operador elastopléstico consistente con el algoritmo

de retorno. Para este caso el operador elastoplastico algoritmico se calcula mediante

A AG2AN 3|
n-i—lcep — Ce o Idev + 1—

A‘ 2AN(3G +H+ K,)

"m @ "m (4.157)
n+1£

Si se compara esta expresion con la ec.(4.114) se observa que para este caso también no

coinciden. La deduccion de la ec.(4.157) puede verse en el Anexo C.3.2.

4.4.2.4. Respuesta del algoritmo

En la Fig.4.8 se grafican las curvas [|s|| — ||¢?|| para un ensayo de traccion isotropica
y distintos incrementos de deformaciéon. Se adoptan los siguientes pardmetros materiales:
o) =2400 28 BF=21x10°58 =03, H. =21 x10°58 y K, =21 x 10°2%

2500 F' 2500 F'
2000 2000
1500 1500
= 1000 = 1000
500 500
0 9 0 | ]
0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025 0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025
lle’ll lle’ll
(a) 3 pasos elasticos (b) 100 pasos elasticos
Figura 4.11: Curva ||s|| — |||

78



Se observa que el modelo responde con a la hipotesis con la que fue formulado; a partir de
un valor limite la curva de respuesta cambia de pendiente y el material endurece. Debido a que
no se realizé un ensayo ciclico no se manifiesta el efecto Bauschinger. Si se superponen ambas
respuestas (Fig.4.11) se observa la misma es independiente del tamafio de los incrementos
de deformacion adoptados, la diferencia entre ambas curvas se debe a que, el caso de 3
subincrementos no se llega a representar la cantidad de puntos intermedios que si se logran

captar con 100 subincrementos.

2500
2000

1500

lIsl|

1000

5001

0:’\““\““\““\““\““’
0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025
d

Il

lle

Figura 4.12: Superposicion de las respuestas

4.4.3. Plasticidad con endurecimiento cinematico e isotrépico hi-

perboélico

La estructura matematica del problema es la misma que se plante6 en la Seccion 4.4.2.
La principal diferencia reside en que en este caso se adopta una ley de endurecimiento
isotropico hiperbélica, que al ser de caracter no lineal, no se puede hallar el multiplicador

plastico algoritmico en forma cerrada.

4.4.3.1. Multiplicador plastico algoritmico

Para el caso en estudio la funcién de fluencia de von Mises se escribe segin la ec.(4.140),
donde ahora la funciéon de endurecimiento isotropico K (o) viene dada por la ec.(4.96).

Tomando la ec.(4.152) y restando a ambos miembros \/gK (") se tiene

2
Hn-&-la” o \/;K (n+1a) _

Como se debe cumplir la condicion de consistencia incremental "™ F; = 0, entonces

’ ~ \/?K (*Ha) - (20 n §H> AN =0 (4.159)
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que junto con la ec.(4.145)3 forman el sistema no lineal a resolver. Si se define

g (AN) WaH \/> K [ (AN)] (2G+ H) AN (4.160)

se halla AX mediante g (A)X) = 0 utilizando el método de Newton-Raphson. En el siguiente

cuadro se muestra el listado del algoritmo para hallar el multiplicador plastico algoritmico
AN.

(Algoritmo 1) Multiplicador plastico algoritmico.

1. Inicializacion:
ANO) = (;
n+1a(0) = "o

k=0;

2. MIENTRAS |g (AA®)| < TOL,

CL) n+1a(k) = o+ \/gA/\(k)

n+1a(k)
b) K (n+10‘(k)) = oy + 1 1, (k) ;

¢) g (AA®) n+1aH _ \[K "oy (AN)] (2@ + H) AX;
dg. 2E o o)
d) Da (AN — 27 7Y Tndl.
) g ( ) 8A>\ AN 3 O—i.? + E ’
AAD)
ity _ ppt o I(BAY)

[) AXB) = ANERD;

g) Se incrementa k y se itera;

4.4.3.2. Algoritmo de Retorno Radial

Teniendo en cuenta el Algoritmo 1, se presenta el Algoritmo de retorno Radial para
el caso en estudio. Debido a que AX no se puede hallar en forma cerrada, se modifica

el Algoritmo de Retorno radial planteado para el modelo constitutivo elastoplastico con
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endurecimiento combinado, incluyendo un moédulo de iteraciéon local de Newton-Raphson
que resuelve la no linealidad. En [27] se muestran estrategias de integracion de ecuaciones
constitutivas con funciones de endurecimiento con grandes no linealidades, todas basadas en
la Regla del Trapecio Generalizada y métodos de interpolacién inversa. La estructura general

del algoritmo se presenta en el siguiente cuadro.

Algoritmo de Retorno Radial. Plasticidad con endurecimiento Isotrépico Hi-

perbdlico
1. Dado: {” " d , "o, 'q, Ae}

2. Calcular el estado de prueba:

n
n+1€d _ ngd + Aid; n+1/\_ 2G (n+1 d_mn sg) :

nsd —

2G°

—Hﬁ: np+ K[l (AE), n+la — n&; n+1a — nq7 n+12 — n+1’s\+ nq’

SHE \[ K ("13)

3. SI"MFy <0 = {""5, "¢, "'@a, "*'q}, EN OTRO CASO

n+18 _ n+1A+ n+1p1 n—l—lFf —

n+1/\
a) "lm = &
b) Calculo: AN y "o (Algoritmo 1)
¢) "ed = med + AX"Im
d) n+1s — n+1/\ 2G A\ n+1
6) n+1p _ n—&—lﬁ’

2
f) "q="q+ 3 HAXN""'m
g) n+10- — n+1s+ n+1p1;
& FIN

4.4.3.3. Operador elastoplastico tangente algoritmico

Al incluir una ley de endurecimiento no lineal, el Algoritmo de Retorno Radial no pier-

de en caracter de diferenciable y por lo tanto es posible hallar el operador elastoplastico
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algoritmico mediante

n+lz
A AG2AN 38 ‘
n—l—lcep _ Ce _ — Idev + 1= 7K (n+1 ) n—Hm ® n+1m
n+1£H (0%
2 AN <3G + “niig + H)
(4.161)
donde
aK n+1 1 n+1
(") _ - a (4.162)
ontly 1 ntlo 1 n+lg, 2
BT o Y (E * oy° )
La deduccion de la ec.(4.161) puede verse en el Anexo C.3.2.
4.4.3.4. Respuesta del algoritmo
En la Fig.4.13 se grafican las curvas [|s|| — ||e?|| para un ensayo de traccion isotropica

y distintos incrementos de deformaciéon. Se adoptan los siguientes parametros materiales
0) =105, 0 =240058  E=21x10°28 v =03y K.=2,1x10°2%

cm? om?

Cm2 )

1000 1000

800 800
— 600 — 600
400 400
200 200
07\ 1 1 1 1 | 07\ 1 1 1 1 |
0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025 0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025
llel lle
(a) 3 pasos elasticos (b) 100 pasos elasticos

Figura 4.13: Curva ||s|| — |||

Se observa que la respuesta del modelo no presenta un quiebre entre el estado elastico y
el estado pléastico. Esto se debe a que se us6 una le y de endurecimiento no lineal. Debido a
que no se realizé un ensayo ciclico no se manifiesta el efecto Bauschinger. Si se superponen
ambas respuestas (Fig.4.11) se observa que la respuesta del algoritmo es independiente del
tamano de los incrementos de deformacién adoptados, la diferencia entre ambas curvas se
debe a que, el caso de 3 subincrementos no se llega a representar la cantidad de puntos

intermedios que si se logran captar con 100 subincrementos.
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Figura 4.14: Superposicion de las respuestas

4.5. Interpretacién geométrica del Algoritmo de Retorno
Radial

En las secciones anteriores, se plantearon los algoritmos de retorno para distintos modelos
constitutivos elastoplasticos. Para materiales con respuesta elastica lineal, es decir para ma-
teriales en los que la relacion constitutiva viene dada por la ec.(5.17), el tensor de tensiones

actualizado puede hallarse mediante

"o = "o -~ ANC, : "T'm (4.163)

En este caso, el tensor de tensiones actual, el cual se obtiene mediante el Algoritmo de
Retorno Radial, es la proyeccion del tensor de tensiones de prueba "o sobre la superficie

de fluencia en la direccion dada por C, : ""'m (ver Fig.4.15)

Figura 4.15: Interpretacion geométrica del algoritmo de retorno implicito

Para materiales perfectamente plasticos y ley de flujo asociada, el algoritmo de retorno
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puede ser interpretado como la proyecciéon mas cercana del tensor de tensiones de prueba

sobre el conjunto

Es = {0 €S xR"| F;(0) <0} (4.164)

Si se define a la norma energética como

loll, = /o: [C] " i o (4.165)

y la medida de distancia asociada entre dos estados de tension genéricos esta dada por

d (04, 0y) = [0, — O|lc, (4.166)

se deduce que el tensor de tensiones actual es el estado de tension mas cercano al estado de

prueba, es decir

n+1 _ ’ n+1-
o — ARG {(%1 [d (0, ™18)] } (4.167)

La interpretacion del algoritmo de retorno como la proyeccion mas cercana del estado de
tension de prueba se mantiene valida para materiales con leyes de endurecimiento lineal
debido a que se puede introducir una definiciéon correcta de la distancia en el espacio de

tensiones [48].

84



Capitulo 5

Plasticidad aplicada a materiales

friccionales

5.1. Introduccion

En el Capitulo 4, se desarrollaron diferentes modelos elastoplasticos, locales y asociados
basados en el criterio de von Mises que es uno de los mas simples pues la superficie de fluencia
generada por este criterio posee simetria radial; por lo tanto, presenta variaciéon de curvatura
constante en su seccion deviatorica. Esta caracteristica es la que permite la formulacion del
Algoritmo de Retorno Radial.

En este Capitulo, se estudia un modelo elastoplastico, local y no asociado para materiales
granulares. El modelo debe captar sensibilidad a la presion y endurecimiento/ablandamiento
por deformacion. Para su desarrollo se adopta la funcién de fluencia de Matsuoka-Nakai in-
troducida por Matsuoka y Nakai en [30] y utilizada por Sfriso en [49]; sus principales carac-
teristicas son: i) dependencia de J3, que provoca perdida de simetria en el plano deviatérico
y ii) grandes cambios de curvatura de su seccion en dicho plano. Estas particularidades son
la razon por la cual ya no se pueden aplicar estrategias de retorno convencionales.

Se presentan dos casos: Plasticidad Perfecta y Plasticidad con endurecimiento/ ablan-
damiento. El primer caso se plantea para introducir el modelo y plantear la estrategia de
retorno, la que se utiliza en el segundo caso que tiene como objeto modelar la falla por corte
de una arena.

Este Capitulo se organiza de la siguiente manera: primero se estudian las caracteristicas
de dos funciones de fluencia para materiales friccionales, luego se introduce la funcion de
fluencia de Matsuoka-Nakai y se presentan sus principales aspectos. Posteriormente se plantea
la estructura matematica del modelo y se realiza la formulaciéon numérica para los casos de

plasticidad perfecta y plasticidad con endurecimiento/ablandamiento.
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5.2. Funciones de fluencia para materiales friccionales

El criterio de falla méas conocido y estudiado para materiales friccionales, es el criterio de

Mohr-Coulomb el cual viene dado por

Fy = {cos () — % sin () sin (¢)} Vs +3p (5.1)

donde J, es el segundo invariante del tensor de tensiones deviatoricas y 6 es el angulo de

Lode. En este trabajo se adopta la siguiente expresion para 6

1 —
0 = —sin! %;’2‘]3 (5.2)
3 2.J,

Js es el tercer invariante del tensor de tensiones deviatoéricas.
Por otro lado, Matsuoka y Nakai [30] presentaron un criterio de falla que se puede expresar

de la siguiente manera

L1,

b2 .
A ! (5.3)

donde Iy, I y I son los tres invariantes canonicos del tensor de tensiones efectivas o' y M;

es un parametro que para compresion triaxial vale

M; =9 + 8tan® () (5.4)

Se pueden interpretar a este par de funciones de fluencia como la extension a los materiales

friccionales de los criterios de Tresca y von Mises.

INotar que en este Capitulo se adopta el concepto de tensor de tensiones efectivas y se abandona, al tensor
de tensiones de Cauchy.
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Figura 5.1: Comparacion entre los criterios de Tresca, Von Mises, Mohr-Coulomb y Matsuoka-
Nakai [30]

En la Fig.5.1 se grafican las funciones de fluencia de Mohr-Coulomb, Matsuoka-Nakai,
von Mises y Tresca se observa que asi como el criterio de von Mises es la forma suavizada
del criterio de Tresca, el criterio de Matsuoka-Nakai es la forma suavizada del criterio de
Mohr-Coulomb.

En [49], se establece que la falla de los materiales friccionales ocurre cuando se alcanza
la resistencia al corte en el plano espacial movilizado (SMP), que es el punto P de la mitad
inferior de la Fig.5.1, que es anélogo al plano octaédrico de von Mises que se define en el punto
P de la mitad superior de la misma figura. También se puede observar que J; provoca que
la seccion deviatorica no posea simetria radial y manifieste grandes cambios de curvatura.

Se puede reescribir al criterio de falla de Matsuoka-Nakai de la siguiente manera

Fy= L1, — M; I (5.5)

La ec.(5.5) predice que el cociente <g—;> en extension triaxial es igual al de compresion
f
triaxial. En este trabajo se adopta la forma funcional para la funciéon de fluencia de Matsuoka-

Nakai propuesta por Sfriso en [49], la que se expresa como
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Fy = (pp 4 6) Jor — (y +9) Jse — pg (5.6)

donde Jo, y J3, son el segundo y el tercer invariante del tensor de oblicuidad de tensiones r

dado por la ec.(1.6) respectivamente; iy es una funcion de estado dada por

iy = 8tan® (9) (5.7)

Al utilizar el tensor de oblicuidad de tensiones, se reescala la superficie de fluencia en el
espacio de tensiones; esta técnica es muy utilizada en modelos constitutivos para materiales
sensibles a la presion pues permite obtener expresiones mateméticas analogas a la que se
obtiene en el criterio de von Mises. Como ejemplo, a continuacion se muestra como se escribe
la funcién de fluencia de Drucker-Prager, la cual pertenece a la familia de funciones de fluencia
Jo, en términos del tensor de oblicuidad de tensiones.

La funcion de fluencia de Druker-Prager se puede escribir como [33]

Ff = JQ —np (58)

donde 7 es un pardametro del material que se elige para aproximar al criterio de Mohr-
Coulomb. Teniendo en cuenta la definicion de segundo invariante de s dada por la ec.(A.8),

la ec.(5.10) se puede reescribir de la siguiente forma
s
Fy = ”]7“ —V27 (5.9)

Como ||r]| = ”%‘ = r, entonces

Se puede observar la similitud en la estructura matematica entre la ec.(5.10) y la ec.(4.77).
La oblicuidad r es una medida de tension que esta directamente relacionada con la curvatura
de la superficie de fluencia en el plano deviatoérico; teniendo en cuenta la ec.(5.10), Fr =0

implica que r = v/2n = cte.

5.3. Funcion de fluencia de Matsuoka-Nakai

En este apartado se estudia con mas profundidad la funcién de fluencia de Matsuoka-
Nakai dada por la ec.(5.6). En la Fig.5.2 se muestra una vista tridimensional de dicha super-

ficie. La curvatura del plano deviatoérico esta controlada por la dependencia de F respecto
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de J3,, mientras que la curvatura en la direccion hidrostética esta dada por la dependencia

del angulo de fricciéon interna ¢ respecto de la presion.

Figura 5.2: Superficie de fluencia, ec.(5.6)[29] [30].

En la Fig.5.2, se grafica s6lo la rama admisible de la funcién de fluencia; sin embargo,
la funcién presenta otras ramas que, si bien no tienen significado fisico, existen matematica-
mente y presentan complicaciones a la hora reformular el algoritmo de retorno. La soluciéon

completa de la ec.(5.6) se representa en la Fig.5.3.

9]

(7K T \\\\*\\
(KPR,
/A A

l ’,h lll’v”i“‘i\§§\\\\\§§\\\§\'?,~,—f‘::-'-':::::
W T
73 o) 2
L Z 77\ ‘\\

Figura 5.3: Solucion completa de la ec.(5.6).

Puede observarse que Fy = 0 genera una familia de superficies, de las cuales sélo una
esta orientada en el eje p > 0; esta caracteristica de la funcion de fluencia es incompatible
con la mayoria de algoritmos de retorno convencionales.

La funcién de estado jy evoluciona de acuerdo a
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. Opp 99 ZZJ o .

donde se recuerda que v es el angulo de dilatancia.

Si se considera una trayectoria a presion constante, la ec.(5.12), toma la forma

. Ouy 06 O0Y .
Ly = 0 9 ey © (5.12)

Las derivadas parciales de la ec.(5.12) cumplen con las condiciones

Oy
99
aw > () (514)
3¢
fe < (5.15)

Por lo tanto, el signo de /iy depende del signo de €. Pueden distinguirse dos situaciones:
i) una muestra suelta reduce su relacién de vacios, por lo que é, < 0 y por lo tanto iy > 0,
o sea el cono se expande y la muestra endurece; y ii) una muestra densa dilata, por lo que
¢o > 0y por lo tanto fiy < 0, o sea, el cono se contrae y la muestra ablanda. En la Fig.5.4

se grafica la funcion de fluencia para tres valores de piy.

71

o3

(a) pr =3 (b) py =6 (c) pr=9

Figura 5.4: Evolucion de la funciéon de fluencia dada por la ec.(5.6) respecto a pf[49].

La curvatura y pérdida de simetria de la seccion deviatorica se encuentra controlada
por Ji. v se puede cuantificar mediante la oblicuidad r. Esta caracteristica es tipica en las
funciones de fluencia para materiales granulares que tienen una fuerte dependencia respecto
al angulo de Lode. En [39] se discute sobre la influencia del tercer invariante en la curvatura

de la seccién deviatorica de las funciones de fluencia que dependen de Js. En las funciones
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que dependen de .Jy, esto dltimo no ocurre pues la oblicuidad permanece constante y por
lo tanto la seccion deviatorica presenta simetria radial. En la Fig.5.5 se grafica a la seccion
deviatorica de la superficie 'y = 0 para tres valores de la oblicuidad; se observa que a medida

que la oblicuidad crece la variacién de curvatura se hace cada vez mas pronunciada.

Figura 5.5: Secciones deviatoricas de la ec.(5.6) para distintos valores de r.

5.4. Estructura matematica del modelo

La estructura matemaética béasica de un modelo para un material elastoplastico local, ya
fue descripta para el caso plasticidad asociada en el Capitulo 4. En este apartado se enumeran

los componentes fundamentales del modelo.

5.4.1. Cinemética

Se asume que véalida la cinemética de las deformaciones infinitesimales, donde es vélida
la descomposicion aditiva del tensor de deformaciones en una componente elastica y otra

componente plastica como

£E=¢ + ¢ (5.16)

en la que € es el tensor de deformaciones totales, €. es el tensor de deformacion eléstica y

g, es el tensor de deformacion pléstica.
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5.4.2. Variables de estado

El estado del material se caracteriza mediante el tensor de tensiones efectivas o y la
relacion de vacios para presion nula eyg. Para el caso de plasticidad perfecta sélo habra

evolucion de o pues eg es una variable pléstica.

5.4.3. Relacion tension deformacion
Se adopta por simplicidad que el comportamiento elastico del material es lineal, y estéa

dado por la siguiente ecuaciéon constitutiva

o.=C,: ¢ (5.17)

donde C, viene dado por la ec.(3.3).

5.4.4. Funcion de fluencia

La funcién de fluencia ya fue descripta en la Secciéon 5.3, la misma se puede escribir en

forma genérica de la siguiente manera

Fy (0, e0) =0 (5.18)

5.4.5. Regla de flujo.

La Desigualdad de Clausius-Duhem conduce, junto con la condicion de mdxima disipacion
pldstica a reglas de flujo asociadas (ver Anexo C.1). Durante el flujo pléastico, los materiales
friccionales exhiben un comportamiento dilatante cuando el empaquetamiento es denso; la
prediccion de la dilatancia mediante una regla de flujo asociada se ve sobreestimada, es por
esta razon que es necesario utilizar una regla de flujo no asociada la cual, matematicamente,

se escribe de la siguiente manera

£, = Am (5.19)

donde m # n es el tensor de direccion del flujo plastico.
Para tener en cuenta el comportamiento dilatante del material, se adopta asociatividad
deviatorica y no asociatividad volumétrica. El tensor de direcciéon de flujo plastico m se

calcula mediante

m=m’+ 31 (5.20)
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donde 3 es un parametro de dilatancia, y

m® = (5.21)
||
es un tensor unitario deviatorico,
n? =1% . n (5.22)
donde
OF}
=7 5.23
n=—- (5.23)
En el Anexo D.1 se hallan las expresiones para n y n? dadas por
1 2
nz}—){[r + (pp+9) Ja] 1+ (up +6)r — (uyp +9)r.1} (5.24)
a 1 r?
nt=- (r +9) 51+ (py +6)r = (s +9)r-x (5.25)

Se observa que la regla de flujo adoptada mantiene la direccién de la componente deviato-
rica de la normal saliente n y se adopta una componente volumétrica mediante el pardmetro
de dilatancia 8. En el Anexo D.3 se realiza el anélisis termodinamico de la regla de flujo

adoptada.

5.4.6. Variable interna plastica

Se adopta, como variable interna plastica, a la relacion de vacios a presiéon nula ey, cuya

ecuacion de evolucion se escribe de la siguiente manera [49]

donde

AB (5.27)

™
SIS
I
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5.4.7. Condiciones de carga y descarga.

Se adoptan las condiciones complementarais de Khun-Tucker

(5.28)
)\Ff(()') =0

Ademés de estas condiciones, se requiere que se cumpla con la condicion de persistencia dada

por

AFr(o)=0 (5.29)

5.5. Formulacién para plasticidad perfecta

En el caso de plasticidad perfecta se cumple que ¢ = A £ = 0, como en estado pléstico
A > 0, se debe cumplir que 5 = 0. A su vez, si observamos la ec.(D.74), para el caso de

plasticidad perfecta se debe cumplir que

ép =0 < ey = cte (5.30)

Al mantener a la relacion de vacios a presion nula constante, se fija a la funcién de fluencia

pues la funcion de estado pr = g5 (eg, p). De la ec.(5.20) se obtiene que

m = m? (5.31)

Es decir, se tiene asociatividad deviatorica solamente sin evolucion de la deformacion volu-

métrica plastica.

5.5.1. Multiplicador plastico consistente

Teniendo en cuenta la condicion de persistencia dada por la ec.(5.29) y que en flujo
plastico se debe cumplir que A > 0, se obtiene la condicion de consistencia F' '+ = 0. Teniendo
en cuenta la regla de la cadena para la derivacion, la condicién de consistencia se puede

escribir como

_OF
- Jo

. . OFy .
F : i E— —2% SAm = .32
i C.:¢ 9o C.:2m=0 (5.32)
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donde % =n # m (regla de flujo no asociada), es la normal saliente a Fy.

De la ec.(5.32) se despeja el multiplicador plastico consistente A,

. n:C,:¢
A= — "7 5.33
n:C,:m ( )
5.5.2. Operador elastoplastico tangente
La relacion constitutiva tangente viene dada por
c6=C,:¢ (5.34)

donde C,, es el operador elastoplastico tangente.

El C,, para un material perfectamente plastico viene dado por (ver Secciéon 4.3.5)

_Ce:m®n:Ce
n:C,:m

C., = C, (5.35)

Se observa que la ec.(5.35) tiene la misma estructura matematica que la ec.(4.116) hallada
para plasticidad asociada. Sin embargo, estas son diferentes pues en este caso m # n y; por

lo tanto, el operador en sblo conserva las siguientes simetrias

Cepin = Cepe = Cop (5.36)

€Pijkl €Pijlk

Es decir, que la simetria mayor no se conserva (Cep,,,, # Cepy,y;) Para un modelo elastoplas-

tico no asociado; dado que los términos disipativos son nulos, C,, es definido positivo.

5.5.3. Formulaciéon numeérica

En el instante ™t las variables de estado son

{"o, "e,} (5.37)

Se supone que ¢, E y v son conocidos y son constantes del material. Al adoptar ¢ como un
parametro externo se fija la superficie de fluencia y al no haber evoluciéon de la misma el
comportamiento es perfectamente plastico.

Entonces, el problema consiste en hallar {"*'o, "*'¢,} dados {Ag, "0, "¢, }.

El estado de prueba se encuentra definido por
e = e, + Ae (5.38)
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£ (5.39)
s = C,: "ME, (5.40)

La formulacion continua de elastoplasticidad se resume en el siguiente problema de valores

iniciales

£,= Am (5.41)

Aplicando el Método de Euler implicito, se obtiene

"o =C,: ("e+ Ae — Ag,) (5.42)

sujeta a la restriccion

n-‘rlFf — Ff (TL+1O..’ n+1,uf) =0 (543)

donde para el caso de plasticidad perfecta

Mg ="y (5.44)

es decir, se fija la funcién de fluencia en toda la integracion. Las ecs.(5.46) y (5.44) estas

expresadas en términos del tensor de deformacion pléstica incremental

Ag, =Am ("'o) (5.45)

que tiene una tnica variable independiente A, por lo que en un paso elastoplastico, la ec.(5.46)

se reduce a

"o =0 (\) (5.46)

sujeto a la restriccion
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Fr(\) =0 (5.47)

Existen dos tipos de algoritmos diferentes para resolver este operador: el algoritmo directo o
de nivel simple y el algoritmo indirecto o multinivel. En el primero el multiplicador plastico
A se resuelve en forma directa en un sélo bucle iterativo que involucra una actualizacion
simultanea del estado de tension y de las variables internas. El multiplicador pléastico se
obtiene de la condicién de consistencia incremental no lineal "*'F; = F ()\) mediante el
Método de Newton-Raphson. En cambio, en el algoritmo indirecto se realiza una iteracion
de dos niveles para actualizar las variables de estado. En [1] [6] [7] [8] [9] [27] [46], se describen
una familia de métodos de integracion multinivel, diferente a la mayoria de los algoritmos de
actualizacion de tensiones convencionales, en los que se itera sobre un conjunto de variables
simultaneas. En [17] se discute sobre los algoritmos de nivel simple y multiple, haciendo
especial énfasis en los algoritmos de integracion de dos niveles.

En este trabajo se adopta una estrategia de integraciéon directa para las variables de
estado en la que se plantea un bucle de iteracién que proyecta el estado de prueba sobre la
superficie de fluencia para obtener "*!'o. Debido a que la superficie adoptada no es cuadrica,

se plantea un método multipaso para hallar el multiplicador plastico [41].

5.5.4. Problemas numéricos asociados a la funciéon de Matsuoka-
Nakai

La superficie de fluencia de Matsuoka-Nakai, por su definicion matematica, presenta una
serie de inconvenientes los cuales se pueden resumir en: i) existencia de ramas que no son
compatibles con el sentido fisico del problema; y ii) grandes variaciones de curvatura en su

Seccién deviatorica.

Rama no Admisible

Superficie Objetivo

Figura 5.6: Problema numérico debido a la apariciéon de més de una rama en la funciéon de
fluencia.
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En la Fig.5.6 se puede observar un esquema de la primera situacion; para un incremento
del tensor de deformaciones infinitesimales arbitrario Ag, es posible que el tensor de tensiones
de prueba "o se encuentre sobre una rama no admisible, en ese caso el tensor m? no se
encuentra bien definido y no apunta a la superficie objetivo.

4 en una seccién deviatorica

Este problema se puede solucionar, si se evalta al tensor m
homotética a la seccion correspondiente a la superficie objetivo. La homotecia® se logra al

encontrar el incremento de presion Ap, tal que

Fy(0%) =0 (5.48)

donde

" =s+pl (5.49)

y p* = p+ Ap es una presion ficticia.
Al reemplazar la ec.(5.49) en la ec.(5.3) se obtiene un polinomio cuya variable indepen-
diente es p*. En la Fig.5.7 se grafica el polinomio resultante en la que se observa que la tnica

presion ficticia fisicamente admisible es la que corresponde a la mayor raiz del mismo.

Ff
Lo
—
K
[
[
[
|
| _
[
[
[
[
[
[

-8
-10000

Figura 5.7: Presion ficticia.

La homotecia expande la seccién deviatorica de la superficie de fluencia mediante un
incremento de presion hasta un cierto estado de tension conservando su curvatura, luego se
evaliia allf una estimacion del tensor m?.

La presion ficticia p* corresponde a otra traza de la funcién de fluencia, a medida que el

método converge hacia la superficie objetivo, se debe cumplir que p* — "*ip.

2Homotecia: es una transformacién afin que, a partir de un punto fijo, multiplica todas las distancias por
un mismo factor.
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Si bien, con este artificio se logra definir el sentido correcto de el tensor m?, no se

controlan las fuertes variaciones en su direcciéon debido a los cambios bruscos de curvatura
que presenta la seccion deviatoérica. En la Fig.5.8% se observa que, al aplicar la homotecia

de F}, la direccion de m? varia fuertemente debido a los cambios de curvatura que presenta
d

en la seccidon deviatérica y por lo tanto, se propaga un error de inclinaciéon en el tensor m

d(i+1 ;
n+1mc((w ) y n+1md(z+1)>‘

(comparar al tensor correcto

Superficie Homotética

n+l =(0)
F

Figura 5.8: Inestabilidad en la técnica de retorno debido a las variaciones de curvatura de la
superficie de fluencia.

En la Fig.5.9 se muestra la influencia que tienen las variaciones de curvatura en el plano
deviatorico junto con la magnitud del multiplicador pléstico A en los cambios de direccion
del tensor m?. Se observa que si la presion ficticia es demasiado elevada como para que la
seccién homotética esté demasiado alejada de la objetivo, la influencia de los cambios de
curvatura se amplifica y se combina con la magnitud del multiplicador plastico provocando
grandes variaciones en la direccién de m?, generando oscilaciones en el algoritmo de retorno.

Para solucionar este problema, se propone una correccién para m¢ que consiste en inter-
polar a m?(+1) siempre que el angulo entre m® y m*! sea mayor que el angulo de Lode

méaximo (60°). La interpolacion que se propone es

w ‘A)\(i+1)| md+D) L A+ 1d()

m =
[[ANGD | md(+D) 4 \G+H) d()|

(5.50)

donde AXD es el incremento del multiplicador plastico y A1 es el multiplicador plastico
actualizado, los cuales se definen més adelante; se coloca |e| en el incremento del multiplicador

plastico porque este podria ser negativo en ciertos casos. En la ec.(5.50), por claridad se omite

3Ff, es la funcion de fluencia homotética
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el superindice " (o).

(i+1)

|Superficie Objetiv0|

o, O,

|Superficie Homotética |

Figura 5.9: Efectos de los cambios de curvatura y del multiplicador plastico en los cambios
de direccion de m¢.

Por otro lado, en la Fig.5.10, se grafica a Fy y ||n|| en funcién de r para compresion
triaxial. Se puede observar que la funcion de fluencia tiene mas de un cero (el segundo cero
es el plano definido por una tensiéon principal nula) y que la norma de la normal tiene un cero

intermedio. Claramente se ve que F tiene un maximo local cuando ||n|| = 0 y un segundo
cero cuando r = v/6.

Fy |nll
Fy |nll

(c) pr=9

Figura 5.10: Funciéon de fluencia y norma de la normal saliente en funciéon de r para tres
valores de puy [49].

Sfriso propone en [49] una linealizacion de la ec.(5.3) para salvar el problema del segundo
cero dada por

6
T < Tl — Fy = Mf; r? — (s +9) Jor — iy =0 (5.51)
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py +6 ;

rs.
> i, — Fy = mmr—(uf+9)%<]3r—uf =0 (5.52)

donde 1y, es un valor umbral para la oblicuidad r denominado oblicuidad limite.

En este trabajo se adopta 7y, = V2 pues es el valor para el cual la seccion deviatoérica
de la superficie de fluencia cambia de triangular con sus vértices suavizados a una triangular
(ver Fig.5.5). En la Fig.5.11 se grafica la funcién de fluencia linealizada y la funcion de

fluencia original superpuestas.

Figura 5.11: Funcién de fluencia original y linealizada para el caso de compresion triaxial
[49].

5.5.5. Multiplicador plastico algoritmico

La respuesta numérica de ecuaciones constitutivas para materiales que dependen de la
presion es muy sensible a los cambios de la direcciéon de flujo pléastico. Debido a la no
asociatividad, en el retorno plastico el tensor m no es perpendicular a la superficie de fluencia
objetivo y no es colineal con el incremento de deformacion pléstica. La perpendicularidad
del tensor m y la colinealidad son caracteristicas de reglas de flujo asociadas e implican una
gran simplificacion en su formulacién numérica.

En el trabajo de Promono y Willam [41] se desarrollaron dos procedimientos distintos
para el calculo del incremento del multiplicador plastico algoritmico para incrementos finitos
de la condicién de consistencia plastica.

La idea bésica consiste en forzar en t = "*'t, la condicién de consistencia incremental
"ty = 0; debido a que esta condicion es no lineal se hace un desarrollo en serie de Taylor

centrado en "t del campo escalar "™ F

n n 1 n
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Este planteo permite plantear dos posibilidades; la primer posibilidad consiste en truncar
la ec.(5.53) en el término lineal lo cual resulta en la forma tradicional de la condicion de

consistencia linealizada

LBl g ygy 4 O

n+1F ~ F
o*;n 86 ot an o*in*

("'n+ 1Y) (5.54)

donde o* y m* son los valores del tensor de tensiones y del las variables internas plasticas
donde se centra el desarrollo en serie de Taylor, para el caso de plasticidad perfecta n* =
nlp = 0.

Este razonamiento conduce a una serie de algoritmos multipaso acumulativos denomi-
nados Cutting Plane Algorithms los cuales se pueden estudiar en [33] y [48]. El principal
inconveniente de este tipo de estrategias es que no son diferenciables y no permiten el calculo
del operador elastoplastico tangente algoritmico para poder obtener convergencia cuadratica
en el esquema iterativo de Newton-Raphson desarrollado para el Método de los Elementos
Finitos.

El segundo método consiste en resolver la ecuacion no lineal "™ F; (A) = 0 lo cual con-
duce al algoritmo denominado Closest Point Proyecction Method (CPPM) el cual se puede
estudiar en [17] [33] [46] v [48]. En el caso de funciones de fluencia cuéadricas esta alternativa
se puede implementar facilmente y se resuelve la condiciéon de consistencia incremental por
el Método de Newton-Raphson, sin embargo, en funciones que no son cuadricas la imple-
mentacion de esta alternativa no es trivial.

En este trabajo se adopta una variante de la forma linealizada de la condiciéon de con-
sistencia plastica que consiste en centrar el Desarrollo en Serie de Taylor de la ec.(5.53),
manteniendo fijas a la superficie de fluencia, en "t'o® de "t F ;Hl), entonces se obtiene la

siguiente expresion

OvHIE,

n+1F(i+1) ~ n+1F(i) : n+10_(i+1) B n+10.(i) 555
f f * otlo 1 g (0) ( ) ( )
donde
anHFf +1..(i
_n (@)
— n 5.56
an+10- 1) ( )
y
7L+10_(i+1) — 7L+16\. o )\(i+1) Ce . n+1m(i) (557)
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el = g —2\OC, : "m® (5.58)

Combinando las ecs.(5.58) y (5.57), se tiene

n+1 0.(H—l) _ n+l 0.(1) _ _A)\(H-l) Ce . n+1m(i) (559)

Reemplazando la ec.(5.59) en la ec.(5.60), se tiene

n+1F]£i+1) ~ n+1F]Ei) — ANEFD L@ o, L Ly @) (5.60)

Entonces, despejando A\ de la ec.(5.60)

n+1 (2)
AN Ff

T ontln@ . C, : v im0

(5.61)

donde para el caso de plasticidad perfecta "*lm(® = n+imd(+1),

El multiplicador pléastico algoritmico se obtiene mediante el siguiente esquema iterativo

2

Se observa que en la ec.(5.61) se escribi6 7 ~ 7 y no 7 =7, esto se debe a que se realizd
una linealizacion en una funciéon que no admite linealizaciéon exacta. Como en la iteracion
se congela la evolucion de la superficie de fluencia (en plasticidad perfecta la superficie se
mantiene fija desde un principio), la ec.(5.61) se utiliza también para el modelo que capta

dilatancia.

5.5.6. Algoritmo de retorno

En este apartado se presenta el algoritmo de integracién del modelo entre el paso n y el
paso n + 1 para el caso de plasticidad perfecta. Al combinar la homotecia con la ec.(5.62),
se obtiene por definicién un esquema iterativo de Newton-Raphson donde se resuelve el ope-
rador de integracion definido por las ec.(5.46) sujeto a la ec.(5.47). En el siguiente cuadro se

muestra la estructura general del algoritmo.
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Algoritmo de retorno para plasticidad perfecta no asociada
1. Dado {"o, "¢,, Age};

2. Calcular el estado de prueba:
e, = "e.+ Ag; "M, = "g,; "Moo =C,: "M,

n+1Ff — n+1Ff (n+10) :
3. SI"HE; < 0= {""'G, "e,} Y FIN;

4. SI™F; > 0, ENTONCES

a) Se estima una cota inferior del multiplicador \(%;

b) Se calcula la presion ficticia p* mediante F (p*) = 0;

0) — n+l

¢) Se calcula "*'m( m?® en la superficie homotética mediante

la ec.(5.21);

) Se halla ntl s;,o) = "g, + \(0) n+1m(0);

e) Se halla "¢ = C, : (”ﬂEe - ”“8;(00));
)
)

Se inicializa ”“F}SO) = "y ("He®);

MIENTRAS

n+1 (4)
Iy

> TOL,

1) Se calcula la presion ficticia p* mediante F (p*) = 0;

2) Se calcula ""'m en la superficie homotética mediante
la ec.(5.21);

3) Se calcula el incremento del multiplicador plastico mediante

la ec.(5.61);
4) Se actualiza el multiplicador A+ = X 1 AXGFD,

5) Se compara "m0~ y mFIm©@ y gj nHim =D kg, 6) >

(NN

se corrige "*'m(® mediante la ec.(5.50);
6) Se actualiza "o+t = ntlg — C, : \(F) nHlim ),
7) Se actualiza "tlg, = "g, + A\(+D nHm )

8) Se incrementa i y se itera,

5. FIN;
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5.5.7. Estimaciéon de \(¥)

En la Fig.5.3 se observa que existen varias ramas de la superficie de fluencia en el espacio
generado por {0}, en las que ""*Fy < 0. De todas las ramas existentes solo la orientada en
el eje p > 0kPa tiene sentido fisico. Esta soluciéon se encuentra circunscripta en la funcién

de fluencia de Drucker-Prager dada por la ec.(5.8), si la reescribimos de la siguiente manera

Fy=|sll = porp (5.63)

donde ppp viene dada [49] por

2¢/6 1y
pPpp =
SVt +8 = \/lif

y es el valor de diametro del cono dado por la ec.(5.63) tal que circunscribe a la funcion de

(5.64)

fluencia de Matsuoka-Nakai.
Se puede calcular la primera estimacion de A\ mediante un retorno radial. Teniendo en
cuenta lo explicado en el Capitulo 4 se calculan

n+1g

n+1,(0) _ n+ly S (0
sV =" —2G ||n+1§||)\ (5.65)

n+1p(0) — ﬂ+1ﬁ (566)

Entonces el multiplicador plastico total inicial viene dado por

n+1->

P (5.67)

" 18] — pop

RO
2G

5.5.8. Operador elastoplastico tangente algoritmico

Para completar el algoritmo presentado, se calcula el operador elastoplastico algoritmico
para poder obtener convergencia cuadratica en el esquema iterativo de Newton-Raphson en
el Método de los Elementos Finitos. En el Anexo (D.5) se deduce la expresion del operador
que viene dado por
an—i—lo_ C* - n+lm ® n+ln - O

grtle Ce - i Crontlm (5.68)

1A

n

C., =
donde
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Cr=[C;tyamtig]” (5.69)

y B es el tensor Hessiano de cuarto orden dado por

_Om_ |1
- 0o ||

(1]

d
[I—md® md} : on

o (5.70)

La derivada de la componente deviatérica de la normal saliente n? se deduce en el Anexo
D.2.2 y vale

and ! ( +9) T21®1+21® —|—< —|—9)2 ®1+( +6>Idev+

ot _ 2 r . 2

do p? H 3 rr 3 Hr
(p+9)1@r-1r— (y+9) (Sipryy + 131 8y5) € ® el @ e @ €] (5.71)

En las ecs.(5.70) y (5.71) se omite por claridad el superindice "™ (e).

5.5.9. Interpretacién grafica del algoritmo de retorno

En la Fig.5.12 se muestra como opera el algoritmo planteado. Se observa que esta estra-
tegia de retorno se basa en la correccion plastica del estado de prueba no admisible el cual se
mantiene fijo; por lo tanto, el algoritmo desarrollado es una variante del CPPM planteado en
[17] [33] [46] y [48]. Otro aspecto interesante es que sblo se utiliza la homotecia para hallar
al tensor de direcciéon de flujo plastico, y con el mismo se proyecta sobre la superficie de
fluencia objetivo el estado de prueba, incrementando al multiplicador plastico consistente
paulatinamente y corrigiendo la presion ficticia. Debido a que, para plasticidad perfecta,
¢, = 0, el tensor de direccion de flujo plastico m no posee componente volumétrica, por lo
tanto la distancia desde el estado de prueba no admisible y la superficie objetivo se ve en
verdadera magnitud en el plano deviatoérico.

Cuando el esquema iterativo llego a su fin se cumple que la seccion deviatérica homotética
coincide con la superficie de fluencia objetivo y, por lo tanto, "*!p = p*. La interpretacion
que se presenta aqui no pierde generalidad y es valida tanto para plasticidad perfecta como

para plasticidad con dilatancia.
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n+l F(~i+l) =n+l F(»H—l) n+l F(l) n+l F(O)
Ju f fu Su

Figura 5.12: Interpretacion grafica del algoritmo de retorno planteado.

5.5.10. Respuesta del algoritmo

Para evaluar la respuesta del algoritmo se realiz6 un ensayo convencional de compresion

triaxial drenado a presion de confinamiento constante y para un punto de integracion. En

o1

o ¥ la deformaciéon volumétrica €” en funciéon de €. Se

la Fig.5.13 se grafican el cociente
adoptan los siguientes pardmetros materiales: £ = 2 x 1035%27 v =203y ¢ = 30°. Se observa
que €Y se mantiene constante en el rango plastico pues se congeld la evolucion de ey. La

respuesta que se obtiene para el cociente g—; responde a un material perfectamente plastico.

107



30

25/

ol
o3

20/

151

0012}
0.010

0.008

(2%

0.006
0.004

0.002 |

0.000 -

Figura 5.13: Respuesta del algoritmo de retorno para el caso de plasticidad perfecta.

5.5.11. Precision del algoritmo. Mapas de isoerror

En esta Seccion se analiza la precision del algoritmo planteado. Para ello, es usual que se
construyan mapas de isoerror basados en un problema homogéneo de deformacion controlada.
Esta técnica es 1til para evaluar la precision promedio del algoritmo y estudiar como influye
el tamafo y direcciéon del incremento del tensor de deformacion Ae en el retorno plastico.

Para construir los mapas de isoerror se toman tres puntos sobre la superficie de fluencia.
El punto A corresponde al caso estado de tension de compresion triaxial (07 > 09 = 03), el
punto C corresponde al estado de tension de extension triaxial (o7 = 09 > 03) y el punto
B corresponde a un estado de tension intermedio (o7 > 09 > 03) para un angulo de Lode
de 30°. En cada punto sobre la superficie fluencia se toma una secuencia de incrementos de
deformacion normalizados cuyas direcciones varian desde normal hasta tangencial a la misma.
Luego, aplicando el algoritmo se calcula el tensor de tensiones efectivas actualizado para cada
incremento de deformacion normalizado. El error de cada estado de tension actualizado se

calcula como

108



(o — o]

5:
lo*]]

(5.72)

donde o se calcula aplicando el algoritmo, mientras que o* es la solucién exacta corres-
pondiente al incremento de deformacién especifico, que se obtiene aplicando el algoritmo
reiterativamente con un namero creciente de subincrementos hasta que la respuesta numé-
rica permanezca constante; para este caso se aplicaron 250 subincrementos. En la Fig.5.14
se muestran los puntos para los cuales se hallan los mapas de isoerror con los respectivos

incrementos en la direccion tangencial y normal.

Figura 5.14: Construccion de los mapas de isoerror.

En las Figs.5.15-5.17 se muestran los mapas de isoerror correspondientes a los puntos A,
B y C respectivamente, se observa que a medida que estado de tensién se va acercando a la
zona de compresion triaxial la respuesta del algoritmo se vuelve mas sensible al tamano del
incremento de deformacion y entonces aumenta el valor del error, sin embargo los valores de
error obtenidos son bajos y se concluye que el algoritmo posee poca sensibilidad respecto al

tamano del incremento de deformacion.
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Figura 5.15: Mapa de isoerror para compresion triaxial. Plasticidad perfecta. (Punto A).

AGT

€T

Figura 5.16: Mapa de isoerror para un caso intermedio. Plasticidad perfecta. (Punto B).
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p =200 kPa
1 2 3 4 5 6 7

Figura 5.17: Mapa de isoerror para extension triaxial. Plasticidad perfecta. (Punto C).

5.6. Formulacién para plasticidad con dilatancia

En este apartado se extiende el modelo constitutivo elastopléstico local planteado en la
Seccion 5.5 mediante la incorporacion de la evolucion de la relacion de vacios a presion nula,
que es la variable interna plastica del modelo y el parametro de dilatancia f3.

Como €y # 0, la funcién de fluencia no se mantiene fija y el cono se expande o se contrae
segtn lo explicado en la Secciéon 5.3. El tensor de direccion de flujo plastico viene dado por
la ec.(5.20).

El parametro de dilatancia S que se adopta para este trabajo se calcula mediante

S = —sin (¢)) (5.73)

donde 9 es el angulo de dilatancia dado por

¥ =-3°D, In (p%) — (5.74)

y puit esta dada por la ec.(2.17). La ec.(5.74) es la expresion dada por Bolton [4] [5] modificada
por Sfriso en [49].

La forma funcional adoptada para [ si bien, es una simplificacion, se considera que para
los alcances de este trabajo es suficiente (ver [49]). En el Anexo D.3 se justifica termodina-

micamente a la regla de flujo no asociada adoptada.
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5.6.1. Multiplicador plastico consistente

Teniendo en cuenta la condicién de consistencia F ' = 0 y aplicando la regla de la cadena

para la derivacion se obtiene

Fr=—2 .64+ ZLp= (5.75)
Ig

La ec.(5.75) se puede expresar de la siguiente manera

Ff:%:O'—l—)\(er—Jgr—l)H:O (5.76)

donde H es el mddulo intrinseco de endurecimiento/ablandamiento dado por (ver Anexo
D.4)

H = 16sec’ (¢) tan (¢) 3 [(2,5 D, i— - % In (X)) (1+e)+ SKDT% (5.77)
0 max — Emin
Desarrollando la ec.(5.78) se tiene
: OF L -
Fy = a_of Co (= 8)) + A (Joy — Jor — 1) H
OFy . OFy L
= a—o_ZCeie—a—O_:Ce:8p+/\(J2r—J3r—1)H
OF; o . 39 . ' _
= 8—0_.CE.E—)\G—O_.Ce.m+)\<J2r—J3r—1)H—O (578)

donde 8_; =n # m (regla de flujo no asociada) y su valor viene dado por la ec.(5.24).
Despejando A de la ec.(5.78) el multiplicador plastico consistente viene dado por

n:C,: ¢

A:
HZCeIm—(JQr—Jgr—l)H

(5.79)

5.6.2. Operador elastoplastico tangente

Teniendo en cuenta la relacion constitutiva tangente dada por la ec.(5.34) y la expresion
hallada para el multiplicador plastico consistente, se puede hallar el operador elastoplastico

tangente C,, de manera analoga a los casos ya vistos; para este caso viene dado por

C.. m®@n:C,
HICeIm—(JQr—J3r—1)H

Cep - Ce - (580)
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El operador C,, posee las simetrias dadas por la ec.(5.36), en la que se observa que no se
conserva la simetria mayor. En este caso se incluye un término disipativo, entonces, ya no

se puede asegurar que el operador elastoplastico tangente sea definido positivo.

5.6.3. Formulaciéon numeérica

En el instante ™t la variables de estado son

{"o, "ep, "eo} (5.81)

Se supone que E y v son conocidos y son constantes del material. Entonces, el problema

consiste en hallar {""'o, ", "Tey} dados {Ag, "o ", "en}.

El estado de prueba viene por las ecs.(5.38), (5.39) y (5.40); a las que se le agrega la

relacion de vacios a presion nula de prueba dada por

n+1/6\0 = n@() (582)

La formulacion continua de elastoplasticidad se resume en el siguiente problema de valores
iniciales

(
6=C.: (& &)

€ = Am
(5.83)
é(): —(1+€0)éz
ka =0
Aplicando el Método de Euler implicito, se discretiza el sistema y se obtiene
"o =C,: ("e+ Ae — Ag,) (5.84)
Sfriso en [49] dedujo una expresion para la integracion de ég, que viene dada por
"leg = (14 "ep)exp (—Ael) — 1 (5.85)

donde Ae?P es la deformacion volumétrica pléastica del paso.

Las ecs.(5.84) y (5.85) se encuentra sujetas a la restriccion
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" =Fy ("o, ") =0 (5.86)

Para este caso "™y # "uy. Las ecs.(5.84)-(5.86) estan expresadas en términos del tensor

de deformacién pléstica

Ag, =X [my ("o, "e) + "B ("o, "lep) 1] (5.87)

que tiene una tnica variable independiente A, por lo que, en un paso elastoplastico, el con-
junto de ecs.(5.88)-(5.90) se reduce a

"o =0 () (5.88)
ey =€ () (5.89)

con lo que la ec.(5.90) se reduce a
Fr(\) =0 (5.90)

En la Secciéon 5.5.3, se explican diferentes alternativas de soluciéon. En el caso de plasti-
cidad con incorporaciéon de dilatancia lo tinico que se agrega es la evolucion de la superficie
de fluencia, por lo que los problemas numéricos asociados a la funcion de Matsuoka-Nakai
que se definieron en la Seccién 5.5.3 y sus respectivas soluciones se mantienen para el caso
en estudio.

Debido a que la superficie de fluencia permanece fija* durante el retorno plastico, el
incremento del multiplicador pléstico se halla de la misma manera que se planted en la
Secciéon 5.5.5.

“Pues una vez hallado "™'¢ se calcula "1y
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5.6.4. Algoritmo de retorno

Se presenta el algoritmo de integracion del modelo entre el paso n y el paso n + 1. En el

siguiente cuadro se muestra la estructura del mismo.

Algoritmo de retorno para plasticidad con endurecimiento/ablandamiento no

asociada
1. Dado {"o, "g,, ey, Ae};

2. Calcular estado de prueba:
e, = "e.+ Ag; "Tey = "ep; ", = "g,; "Moo =C,: "t
n+18. — Ce . n+1€e; n+1Ff — n+1Ff (n+18.) :

3. Calculo el dngulo de friccion interna y el angulo de dilatancia:

2,5
n+1 Emaz — ”60 n+1 ne() np n+1 on+l n+1
D, = ————; "Iy = —— " = "D In("y) -

3 =

€maz — Cmin Dr Dref ’
2% "o =g+ "y

n+1uf — 8tan2 (n+1¢) : n+16 = —gin (nJrlw) :
4. SI™F, < 0= {""'G, "g,, "¢y} Y FIN;
5. SI™1F; > 0, ENTONCES

a) Se estima una cota inferior del multiplicador A(©);

(=)

Se calcula la presion ficticia p* mediante Fy (p*) = 0;

d(

Se calcula ""'m®® en la superficie homotética mediante la ec.(5.21);

o

IS

Se halla ”“sg)) = "g, + A©) nt147 (0).

M)

~

Se halla "*1o©® = C, : <n+1/€8 - "+18§)0)>;

Se inicializa ”“F}O) = "HEy (”*10'(0); "“,uf);

S

)
)
)
) Se halla ""'m©® = +imd© 4 n+l37.
)
)
)
h) MIENTRAS > TOL,

n+1 FJE'L)

1) Se calcula la presion ficticia p* mediante Fy (p*) = 0;

)
2) Se calcula "*'m%® en la superficie homotética mediante la ec.(5.21);
3) Se Calcula "*'m() = n+lmd® 4 n+l37.

)

4) Se calcula el incremento del multiplicador plastico mediante la ec.(5.61);
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5) Se actualiza el multiplicador A1) = \(®) 1 AX(+D).
6) Se compara "T'm(~D y "Hm@ y g ntlm =D o gy O >
"+1m @ mediante la ec.(5.50);
7) Se actualiza "t1g(t) = ntlg — C, : A1) n+lp ().
8
9
10

se corrige

DN | —

Se actualiza "tle, = "g, + A0+D mHim ().

)
)
) Se actualiza ”+1eg+1) = (1+ "eg) exp (_)\(i+1) n+15) 1
) Se incrementa i y se itera;

6. FIN;

5.6.5. Operador elastoplastico tangente algoritmico

Para completar el algoritmo presentado, se calcula el operador elastoplastico algoritmico
para poder obtener convergencia cuadratica en el esquema iterativo de Newton-Raphson
aplicado implementado en el Método de los Elementos Finitos. En el Anexo (D.5) se deduce
la expresion del operador que viene dado por

8n+10. C* . n+1m ® n+1n . C*
* e : €

A
T Ontlg © rHn Criontlm — (Joy — Js, — 1) H o9

donde H es el modulo de endurecimiento/ablandamiento dado por la ec.(D.77) y
C:=[Ct+AmE] (5.92)

donde el tensor Hessiano de cuarto orden viene dado por

om 1 on4 Duit
9o = T [I-m’®m’| 5o~ 008 (¥) 3 3 ® (5.93)

(1

La derivada de la componente deviatérica de la normal saliente n? se deduce en el Anexo
D.2.2 y vale

on’ L 49 C1@1421 @+ (i +9) 2r @1+ (ug +6) T4
- = — |- - r =T
9o 7 K 3 Ky 3 Ky
(up+9) 111 — (g +9) (S 1y +1is 8y)) & © & @ e* @ €] (5.94)
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En las ecs.(5.93) y (5.94) se omite por claridad el superindice " (o).

5.6.6. Estimacion de \(©

Teniendo en cuenta lo planteado en el caso de plasticidad perfecta, la solucion fisicamente
admisible se encuentra circunscripta en la funcion de fluencia de Drucker-Prager dada por
la ec.(5.63).

Se puede calcular la primera estimacién de A\ mediante un retorno radial. Teniendo en
cuenta lo explicado en el Capitulo 4, se calculan el tensor deviatorico de tensiones efectivas
n+15(0) dado por la ec.(5.65) y la presion "*'p(® | que para este caso se modifica para incluir

la influencia de la dilatancia mediante

ntly(0) — ntlp 3 grntlg A(©) (5.95)

Entonces el multiplicador plastico total inicial viene dado por

)\(0) B Hn+1§H — ppp n—Hﬁ

T 2G 3K pppiA

(5.96)

5.6.7. Respuesta del algoritmo

Para evaluar la respuesta del algoritmo se realizd6 un ensayo convencional de compresion
triaxial drenado a presion de confinamiento constante y para un punto de integracién y un
ensayo de compresion plana. Se adoptaron los siguientes parametros materiales: e,,;, = 0,63,
€maz = 1,03, p, =50, £ =2 X 1050%2, v=0,3y ¢.=33° En las Figs.5.18-5.21 se presentan
las curvas g—; —¢&1y €”—¢q para un ensayo de compresion triaxial con densidades relativas de
0%, 25%, 50 %,70 % y 80 %, y cuatro presiones de confinamiento distintas. En la Fig.5.22 se
presentan las curvas g—; — €1y €Y — ¢ para un ensayo de compresion plana. Se observa que
las caracteristicas que se reproducen correctamente son: i) el valor méaximo de g—; depende
de la presion y de la densidad relativa; ii) todas las simulaciones tienden a un mismo valor
final; y iii) la tendencia dilatar crece con la densidad relativa y disminuye con el aumento
de la presion media. Puede observarse que las curvas (% aun no alcanzan el estado critico

teorico dado por

03

(ﬂ) = tan® <45° + %) = 3,12 (5.97)

Esto se debe a que la funcion de estado ¢ (p, eg) tiende asintoticamente al estado critico,

entonces, tedéricamente, la deformacion necesaria para alcanzarlo es infinita. Las simulaciones
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se realizaron hasta una deformacion €; = 200 % para mostrar que los resultados obtenidos

se corresponden con la teoria

45 T 20 \ ]
L |
40F ‘
357
30F
— on r
b | S [
25¢
20¢
15+
10+
T T T T T
20 [ [ [ g
L I I |
r | | |
50 T T T T [
; | | . 0,=150 kPa
]O - - - - = |- - - - - - - = |- - - - - - - [ - - - - 7
r | | |
< [ I I I
= S5 Il Dr=0% ittty
O L | A T
0 L Dr=25% ‘
f Dr = 50% | ]
5k - - - - - Dr=70% — - T —————
i ‘ | ]
i | ]
“0F - - oo Dreg% o - — ]
0 50 100 150 200
€1[%]
Figura 5.18: Curvas g—; — €1 v €Y — g para cinco densidades relativas y una presion de

confinamiento de o3 = 150 kPa. Ensayo triaxial.
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Figura 5.19: Curvas g—; — &1 y €Y — g1 para cinco densidades relativas y una presion de
confinamiento de o3 = 500 kPa. Ensayo triaxial.
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Figura 5.20: Curvas g—; — &1y €Y — & para cinco densidades relativas y una presion de

confinamiento de o3 = 700 kPa. Ensayo triaxial.
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Figura 5.21: Curvas g—; — &1 y €Y — g1 para cinco densidades relativas y una presion de
confinamiento de o3 = 1000 kPa. Ensayo triaxial.
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Figura 5.22: Curvas z—; — €1 v €Y — g para cinco densidades relativas y una presion de

confinamiento de o3 = 200 kPa. Ensayo de Compresién Plana.

En las Figs.5.23 y 5.24 se muestra el efecto que tiene la presion de confinamiento en la
respuesta del modelo sobre un ensayo de compresion triaxial para dos densidades relativas; se
observa que la relacion z—; y la deformacion volumétrica €¥ disminuye a medida que aumen-
ta la presion de confinamiento para una densidad relativa constante, este comportamiento
reproduce la caracteristica sensibilidad a la presion que poseen los materiales friccionales en

general.
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Figura 5.23: Sensibilidad del modelo a la presiéon de confinamiento. Ensayo triaxial D, =

80 %.
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Figura 5.24: Sensibilidad a la presion de confinamiento. Ensayo triaxial D, = 50 %.

Como las simulaciones se efectuaron en un punto de integracion, la respuesta de la rama

descendente de las curvas g—; — €1 no se puede comparar con los resultados experimentales.

5.6.8. Precisiéon del algoritmo. Mapas de isoerror

En la Seccion 5.5.11 se explicd como se construyen los mapas de isoerror; para este caso
se toman los mismos puntos sobre la superficie de fluencia que se tomaron para el caso de
plasticidad perfecta (ver Fig.5.14), es decir, el punto A correspondiente a un estado de tension
de compresion triaxial (o7 > 09 = 03), el punto B correspondiente a un estado de tension
intermedio (07 > 03 > 03) donde el dngulo de Lode vale 30° y el punto C correspondiente a
un estado de tension de extension triaxial (07 = 09 > 03). Se aplicaron 250 subincrementos
de deformacion, al igual que en el caso de plasticidad perfecta, para obtener la solucion exacta
y se adoptaron los siguientes pardmetros materiales: €,,;, = 0,63, €4 = 1,03, p, = 50 y
oo = 31°.

En las Figs.5.25-5.27 se muestran los mapas de isoerror correspondientes a los puntos A,
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B y C respectivamente para valores de eq de 0,63, 0,83 y 1,03. Se observa que los mapas de
error son sensibles a los cambios de la relacion de vacios y que al incorporar el parametro
de dilatancia (8, aumenta la sensibilidad del algoritmo respecto al tamano del incremento
de deformacion a medida que los estados de tension son cercanos al estado de compresion
triaxial, en donde se producen fuertes cambios de curvatura en la seccion deviatérica. Sin
embargo, se observa que los error maximo obtenido es del 2% por lo tanto, se tiene una

buena precision en el retorno plastico para incrementos de deformaciéon moderados.

Aey

2 4 6 8 10

€T

(c) eg = 1,03

Figura 5.25: Mapas de isoerror para compresion triaxial. Plasticidad con endurecimien-
to/ablandamiento. (Punto A).

125



(c) ep = 1,03

Figura 5.26: Mapas de isoerror para un caso intermedio. Plasticidad con endurecimien-
to/ablandamiento. (Punto B).
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Aey

Aer
€T

(c) e = 1,03

Figura 5.27: Mapas de isoerror para extension triaxial. Plasticidad con endurecimien-
to/ablandamiento. (Punto C).
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Capitulo 6

Estudio de localizacién de deformaciones

6.1. Introducciéon

El colapso de muchos materiales se produce frecuentemente como consecuencia de la for-
maciéon de bandas de localizacion de deformaciones de ancho muy pequeno en comparacion
con las dimensiones estructurales del problema. Desde el punto de vista fenomenoldgico, la
formacion de dichas bandas puede interpretarse como la concentracion de defectos micro-
estructurales, tales como descohesion, interconexiéon de microfisuras o microporos, desliza-
miento de granos, etc., dependiendo del tipo de material. En los materiales granulares como
las arenas y otros tipos de suelos, las deformaciones se concentran en bandas de corte (shear
bands) cuyo ancho puede variar de 10 a 20 veces la dimension del grano [51]. En la Fig.6.1
se muestra un ensayo de compresion triaxial realizado en el Laboratorio de Mecanica de
Suelos del LAME (Laboratorio de Materiales y Estructuras) de la Facultad de Ingenieria
(Universidad de Buenos Aires) sobre una muestra de arena densa, en la misma se observa el
aspecto de la banda de corte. En la Fig.6.2 se muestran ensayos triaxiales realizados por [14]
sobre una muestra densa, medianamente densa y suelta y su respectivo anélisis tomografico
computarizado, se observa que para una muestra densa la manifestacion de la banda de cor-
te es inmediata, mientras que para las muestras suelta y medianamente densas, el analisis

tomografico no muestra evidencia de la misma.
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Figura 6.1: Ensayo de compresion triaxial para una arena densa. Laboratorio de Mecénica
de Suelos (LAME FiUBA).

La teoria clasica de la mecanica del continuo asocia el fenémeno de localizaciéon a la
concentracion de deformaciones plasticas en bandas delimitadas por dos superficies paralelas
a lo largo de las cuales se produce una discontinuidad en el campo de deformaciones; a
estas superficies se las denomina superficies de discontinuidad débil, y su formacion se debe
a la pérdida de elipticidad local de las ecuaciones de equilibrio incrementales (bifurcacion
discontinua), caracterizada por la singularidad del tensor de localizacion. En el ambito de la
elastoplasticidad clasica, local e independiente de la velocidad, la singularidad del tensor de
localizacion se puede producir al considerar régimen de ablandamiento y/o reglas de flujo no
asociadas [21] [45] [37].

En este Capitulo se estudia brevemente la cinemética de la discontinuidad débil y se
realiza el analisis de bifurcacién discontinua, del cual se deduce la condicion de localizacion.
Luego se aplican los conceptos desarrollados para realizar el anélisis numérico del indicador

de localizacion para el modelo de Matsuoka-Nakai

129



(a) Ensayos de compresion triaxial sobre la arena Hostun RF cargada hasta la falla.

Essai triaxial dense : déformation axiale 14 % [Essai triaxial moyen : déformation ariale 26 %

72D 70 2

% N\ \N JL.JL o
000060

(b) Para las tres muestras de arriba, se toman cuatro secciones mediante tomografia computarizada.

Figura 6.2: Ensayos de compresion triaxial y estudio de localizaciéon mediante tomografia
computarizada|14].

6.2. Cinematica de medios discontinuos. Discontinuidad
débil

Se considera, por simplicidad, un dominio bidimensional Q € R? formado por los puntos
materiales x, y una linea § € €, con normal N denominada linea de discontinuidad. Sea un
sistema de coordenadas curvilineo £ y 7 en €, tal que S corresponda a la lineal coordenada 7
(S ={x(&,n) €Q; £=0}) y u base asociada es 8, v 8, Considérse también las leas St
y 8~ coincidentes con las lineas coordenadas £ = £T y £ = £ respectivamente, delimitado
la banda de discontinuidad Q" = {x (£, n); € € [€7; £F]}. El ancho representativo de la
banda se denota por h = h(n) = r(0,1) (§7 — &), donde r¢ (€, 1) es el factor de escala
correspondiente a la linea coordenada &.

Por tiltimo, se definen los dominios Q2 y Q= como las regiones de 2/Q" a las que apuntan
los vectores N y -IN, respectivamente de manera que Q = QT UQ~UQ"; el vector M L. N se

denomina vector de polarizacion y determina la direccion de la discontinuidad. En la Fig.6.3
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se presenta un esquema representativo de todo lo establecido.

Figura 6.3: Dominio bidimensional discontinuo.

Considérese la descripcion del campo tasa de desplazamientos en €2 de la forma

(x, t) = u(x, 1)+ Hon (& 1) [[]] (1, 1) (6.1)

donde U (x, t) y [|u[] (n, t) son campos de continuidad C° en €, y [|o[] = " — ™.
La funcion Hqn (€, t) es la funcion rampa, también continua en 2 y se la define de la

siguiente forma

0 xeO (<&
Hon = 1 xeENT(E>ET) (6.2)

ff_i_ X € (6 <€ <)

y cumple con la siguiente propiedad

([Hanl] = Hor (£7,m) — Har (E,n) =1 Vi (6.3)

La tasa de deformacion € (x, t) se define mediante

E(x, t) = Vi = VU + Hon VI [J1]] + VHon @ [Jia] (6.4)

El gradiente de la funciéon rampa VHqr vale
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e OHa 1

VHon = “oc BT Ty, BT HYm T B (6.5)
donde pgr es la funcion de colocacion puntual dada por
1 VxeOh
0 Vxe/Oh
Se puede descomponer a la base g ¢ como
gg =Te gg (6-7)

donde gg es la base unitaria y es paralela al vector normal N a la discontinuidad.

Teniendo en cuenta la ec.(6.7), se puede reescribir la ec.(6.5) de la siguiente manera

I

Entonces, la tasa de deformacion € (x, t) se puede expresar como

. - . Hoh .
E(x, t) = VU + Hon V5 [Ju]] + h?n) ([la)] ® N)® (6.9)
donde
€= VU + Hon V7 [|a] (6.10)

es la parte continua, y

€] = 55 (hal @ N)° (6.11)

es la parte discontinua de la tasa de deformaciones.
La cinematica expuesta corresponde a la representativa de la discontinuidad débil en

medios discontinuos, y se la puede resumir en el siguiente conjunto de ecuaciones
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a(x, ) = u(x, t)+Ho (€ ) [[af] (n, 1)
(6.12)
E(x,t) = €+[¢

El concepto de discontinuidad fuerte, se deduce facilmente cuando se hace tender el
ancho de la banda a cero, como resultado las tasas de deformaciones adoptan un carécter

distribucional y la cinemaética representativa de la discontinuidad fuerte se describe mediante

u(x t) = U(x, t)+Ha (& 1) [[l] (n, 1)
(6.13)
E(x, 1) = &+ 0g ([lu]] ®N)®

donde dgr es la distribucion de Dirac.
Debido a que en los geomateriales la banda de corte tiene un espesor finito, al menos en
los inicios de la formacion de la misma, en este trabajo se considera como representativa la

cinemética de la discontinuidad débil.

6.3. Analisis de bifurcacion discontinua. Condicion de lo-
calizacion

El fenémeno de localizacion se asocia con la pérdida de estabilidad material de medios
cuya deformacion plastica se describe a través de relaciones constitutivas macroscopicas [37]
[21] [44] [45] [47].

La bifurcacion discontinua o discontinuidad débil se caracteriza por presentar disconti-
nuidad en el gradiente de la tasa de desplazamientos V u, mientras que la tasa del campo
de desplazamientos u permanece continua.

Sea el dominio homogéneo () deformado de manera uniforme; lo que se busca es conocer
bajo que condiciones la tasa de deformaciones ¢ = V 1 puede ser no uniforme, variando la
posiciéon de la banda plana Q" € Q. En la Fig.6.4 se presenta un esquema representativo del

problema en estudio.
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Figura 6.4: Analisis de bifurcacién discontinua en un medio bidimensional.

El campo gradiente de desplazamiento debe cumplir la siguiente restricciéon cinemética

(ver Seccion 6.2)

]

[u] eN=""MoN="MeN (6.14)

SRS

[Vl =BoN=

donde B es el modo bifurcado, ¥ = % es la amplitud escalar del salto y M es el vector de

polarizacion que determina la direccion del salto [22]. N y M son vectores unitarios.

Por lo tanto, el salto en la tasa de deformacion [|€|] se puede expresar como

€] =% Mo N)* (6.15)

donde el superindice S denota parte simétrica del tensor de segundo orden.
La restriccion impuesta por la ec.(6.15) se la conoce como condicion de compatibilidad de
Mazxwell. Por otro lado, la condicién de equilibrio en el momento de la bifurcaciéon establece

que la tasa del vector traccion t a ambos lados de la discontinuidad sea continuo, es decir

[E)] =" -t =0 (6.16)

Aplicando la definicion del tensor de tensiones en la ec.(6.16), se obtiene

[t] =[lell - N=0 (6.17)

El salto del tensor de tensiones viene dado por la siguiente ecuacion constitutiva

(6] =C: [ =9C: (MeN)* (6.18)
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Por lo tanto, la ec.(6.17), se puede expresar como

[t =(N-C-N)M=Q-M=0 (6.19)

donde @ es un tensor de segundo orden denominado tensor acistico o tensor de localizacion
y se define como
Q(N)=N-C-N

(6.20)

Para que exista una solucion no trivial de sistema de ecuaciones planteado por la ec.(6.19),
se debe cumplir que det (Q) = 0, que corresponde a que el minimo autovalor de Q sea
nulo. A esta condiciéon de la conoce como condicion de localizacion o condicion de pérdida
de elipticidad del sistema de ecuaciones de equilibrio incrementales [44].

El nombre de condiciéon de pérdida de elipticidad se debe a que la condicion fuerte de

elipticidad del sistema de ecuaciones de equilibrio incrementales viene dada por

e:C:e>0 (6.21)

Esta condicién determina que la forma cuadrética de cuarto orden debe ser definida positiva
para que el sistema de ecuaciones de equilibrio incrementales sea eliptico. Teniendo en cuenta
el analisis de bifurcacién discontinua la condicién fuerte de elipticidad se puede escribir en

funcion del salto de la tasa de deformaciones [|€|] como

1€)]: C: [|&]] > 0 (6.22)

debido a que [|£]] = 4 (M ® N)® es una diada, posee déficit de rango [19] entonces, la forma

cuadratica que antes era de cuarto orden se transforma en una de segundo orden dada por

M-O-M>0 (6.23)

que también determina la condicion fuerte de elipticidad del sistema de ecuaciones de equi-
librio. Cuando esta forma cuadratica es nula el sistema de ecuaciones se transforma en pa-
rabolico y se cumple que det (Q) = 0; es por esta razon que a esta condicion se la denomina
pérdida de elipticidad.

Al tensor @ se lo denomina tensor acustico pues su definicion es analoga al que resulta

de la teoria infinitesimal de propagacion de ondas en solidos [22], en donde N es la direccion
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de propagacion y los valores propios de @ corresponden a las velocidades de propagacion de

onda; en este contexto la singularidad de @ corresponde a ondas estacionarias.

6.4. Analisis de bifurcacion discontinua en medios elas-
toplasticos

En este apartado se estudia el indicador de bifurcacion discontinua para el modelo elas-
toplastico local basado en el criterio de falla de Matsuoka-Nakai. Se comienza por introducir
un resumen de las ecuaciones constitutivas necesarias para establecer para establecer los
modos de falla localizada para el criterio de falla de Matsuoka-Nakai, los que se encuentran
relacionados con bifurcaciones discontinuas del equilibrio. Luego se desarrolla la condicién
de localizacién suponiendo carga plastica en la banda de discontinuidad y descarga elastico

o carga neutra fuera de ella.

6.4.1. Resumen de ecuaciones constitutivas

1. Relacion constitutiva incremental:

(y:ce:(e—ep):ce:(e—xm) (6.24)

dondem=m%+ 51y
m? = ng“ (6.25)
f = —sin (¢) (6.26)

donde 3 es un parametro de dilatancia.

2. Condiciones de carga y descarga:

Las condiciones de Khun-Tucker se pueden reescribir de la siguiente manera

n:c>0 — ;= 0; A > 0 (carga plastica)
Ff={n:0=0 = [} = 0; A =0 (carga neutra) (6.27)

n:o<0 = Fy=0; A < 0 (descarga clastica)

donde 0 = C : &.
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3. Condiciéon de consistencia plastica:

Ff:0:>n:6'+}\(J2r—J3r—1)H:0

4. Operador elastoplastico tangente continuo:

C..m®n:C, )
C.,=C.— last
oo ep G AP — — (carga plastica)
C.,, =C. (descarga elastica)
si se define
C,=C.-C,

donde la degradacion plastica C, viene dada por

C..m®n:C,
n:Ce:m—(Jgr—Jgr—l)H

C, =

Se puede reescribir a la ec.(6.29) como

Co C,=C.-C, (carga plastica)
C., =C. (descarga elastica)

6.4.2. Condiciéon de localizacion

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

El operador elastoplastico tangente admite dos valores dependiendo del estado de carga

o descarga del material. Suponiendo que la bifurcaciéon ocurre con carga plastica dentro

de la banda (C™ = C,,) y descarga elastica (C*** = C.), entonces el salto en el tensor de

tensiones se puede expresar como

o)) = ¢t . (’é + [|é|]> _CetE

(6.33)

donde € es el campo tasa de deformacion homogéneo de la parte exterior a la banda de

discontinuidad.

Como se puede expresar al salto en el campo tasa de deformaciones como [|€]] = (8 ® N) °

o[|€]] =% M ®N)® | se puede expresar a la ec.(6.33) de la siguiente manera

6] = Cit [E—i- (§®H)S] _ et . g
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De la condicion de equilibrio dada por la ec.(6.17) se infiere

6] N=(N-C™ N) -8+ (C™"-C“):e-N=0 (6.35)

Por lo tanto,

Q".8=—[C[]:E-N (6.36)

donde [|C[] = C™ — Ce*t,
Como C™ = C,, y C** = C,, entonces el salto en el operador elastoplastico tangente

vale

Icl=c, (6.37)

y la ec.(6.36) se puede escribir como

Q., B=-C,: &N (6.38)

En el caso de carga neutra C,, : € = 0, entonces la condicion de localizacion se escribe como

Q, B=0 (6.39)

es decir, la carga neutra puede interpretarse como la frontera entre carga pléstica y descarga
elastica. Por consiguiente, el analisis de bifurcacion puede efectuarse de manera generalizada
considerando comportamientos diferentes dentro y fuera de la banda. Las condiciones que
llevan a soluciones no triviales en la ec.(6.39), es decir det (Q,,) = 0, son las mismas que se
obtienen de la ec.(6.38), considerando carga neutra fuera de la banda.

Si se considera que la bifurcaciéon ocurre con carga pléstica en el interior de la ban-
da ()\ #+ O) y descarga elastica o carga neutra <)\ = 0> en el exterior, de acuerdo con las
ecs.(6.24) y ec.(6.15), las tasas de tensiones en el interior y en el exterior de la banda se

escriben como

" — C, - [g +[|€]] = ép} (elastoplastico)

(6.40)
" =C,: ¢ (elastico)

teniendo en cuenta que [|€]] = (ﬁ@ﬁ)s = 4 (M®@N)® y la regla de flujo ¢, = Am, la

ec.(6.40); se puede reescribir como
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¢ =C.: [¢+ (BoN)" — Am] (6.41)

De acuerdo con las ecs.(6.27), (6.40) y (6.48), la condicion de descarga eléstica o carga neutra

en el exterior de la banda implica

n:C.:e=n:6"" <0 (6.42)

donde la igualdad corresponde a la condiciéon de carga neutra y la desigualdad corresponde
a la condiciéon de descarga elastica.

Mediante la ec.(6.40), el salto en la tasa del tensor de tensiones se expresa de la forma

HO_H — O.'int_(:)_ext

- [f+ (BoN) - Am| -k

= ¢ [(BeN)"— Am] (6.43)

La condicién de equilibrio [| t H = 0, implica que

o] N=(N-C°N)-B-Am:C°*-N=0 (6.44)

Llamando tensor actstico elastico a Q. = N - C,-N !, la ec.(6.44) se reescribe como

Q. -B—Am:C°-N=0 (6.45)

De la ec.(6.45) se puede despejar el modo bifurcado 8 dado por

é:;\(ge)il'm: Ce'm (646)
Por lo tanto, se puede reescribir la ec.(6.43) como
¢ =™ —C*: [(BeN)" ~ Am| (6.47)

De la ec.(6.28) se infiere que

1Q, es definido positivo YN, pues C. es definido positivo.
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"= —(Jy—Jx—1)H (6.48)

Teniendo en cuenta la condicion de descarga elastica dada por la ec.(6.42) y la ec.(6.48), la

ec.(6.47) se puede expresar de la siguiente manera

_(JQY_J3Y—1)H—CE;[(g®m)5—xm}:ngo (6.49)

reemplazando el valor de 8 dado por la ec.(6.46), suponiendo carga neutra en la parte exterior
de la banda de discontinuidad, la condicion de localizacién se puede reescribir de la siguiente

manera

[a-(Q.)"''b—m:C,:n] (6.50)

Esta tltima es la expresion analitica que conduce a la singularidad del tensor actustico

Q.p para una determinada direccion de N.

6.4.3. Modulo critico de endurecimiento/ablandamiento

Sea Hj,. el valor del médulo de endurecimiento/ablandamiento H que conduce a la sin-
gularidad de Q,,. El problema consiste en encontrar el valor critico H* definido como
el méximo valor de H,,. con respecto a la variacion de N para un determinado estado de
tensiones. De esta manera, se puede asegurar que para valores de H > H{" el material
permanece estable.

La localizacion puede ocurrir en el instante de la historia de deformaciones de un punto
en el que H = H™. Entonces se debe resolver el siguiente problema de maximizacion

loc

Hipe" = MAX [Hioe (N)] (6.51)

loc

sujeta a

NeQ={neR""||n| =1} (6.52)

los valores de las orientaciones compatibles con H{"" vienen dadas por

N“" € {n € Q| He. (N) = H22'} (6.53)
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este problema de maximizacion se resuelve analiticamente en [37| para problemas tridimen-
sionales mediante el empleo de multiplicadores de Lagrange. En este trabajo este problema

de extremos se resuelve numéricamente para un estado de compresion plana.

6.5. Analisis numérico del indicador de falla localizada

El indicador de falla localizada viene dado por det [Q,, (IN)] = 0. Para hallar las direccién
de localizacion N se barren los angulos de posibles inclinaciones de la banda de discon-
tinuidad desde 0° a 360°; los angulos tales que det [Q,, (N)] = 0 se denominan angulos de

localizacién.

gep
Qe

indicador de falla localizada se modifica mediante en indicador de normalizado

det <%) =0 (6.54)

A continuacion se analizan las propiedades de localizacién del modelo de Matsuoka-Nakai

En este trabajo se decide analizar las caracteristicas espectrales de , por lo tanto el

para el estado de compresion plana; los pardmetros materiales adoptados son: e,,;, = 0,63,
emar = 1,03, p, =50, E =2 x 10°28 v =03y ¢, = 33°.

Se analizan las siguientes situaciones:

1. Sensibilidad de las propiedades de la localizaciéon del modelo respecto de la densidad

relativa.
2. Sensibilidad de las propiedades de la localizacion del modelo respecto de la presion.

., : crit
3. Comparacion entre las respuestas correspondientes a Hj,. y Ho*".

6.5.1. Sensibilidad de las propiedades de la localizacién del modelo

respecto de la densidad relativa

En las Figs.6.5-6.7 se grafica el indicador de localizacion en funcién del angulo 6 normal
al plano de anélisis, angulo medido respecto al eje correspondiente al estado principal de
tensiones, para tres densidades relativas distintas y para un valor oy constante; ademas
para cada espectro de localizacion se grafica la variacion polar del indicador de localizacion.
Se observan diferentes resultados para cada estado de las arenas: para una arena densa
y medianamente densa se observa que el modelo de Matsuoka-Nakai localiza para cuatro
angulos potenciales cercanos a 55°, 145°, 235° y 325° que son las cuatro direcciones posibles
de la normal al plano de localizaciéon de la muestra; para una arena suelta, el modelo no
presenta localizaciéon para ningtn valor de o9 lo cual se corresponde con las evidencias
experimentales (una arena suelta no presenta falla localizada, sélo se densifica llegando al

estado critico).
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Los valores mas negativos del indicador de localizaciéon se deben a que experimental-
mente la misma comienza en el régimen de endurecimiento prepico [52]; debido a que el
modelo presentado posee un comportamiento lineal hasta el pico, no es capaz de representar
esta caracteristica, si embargo el valor minimo del indicador corresponde a las direcciones

potenciales de localizacion.

06 -
0.4 -
g8 o2 -
5(3 :
00 |
-0.2 -
-04 -

o°]

150°

165°

195°

210°

255°

(b) Grafico polar. D, = 100 %

285°

105°

150°

165° _— Y ' -
180° - LD 0

210° . BRI N P 330°

345°

255°

270° 285°

(d) Grafico polar. D, = 0%

Figura 6.5: Analisis numérico del indicador de localizacion. oo = 500 kPa.

142



o, =1000 kPa

det[Qep]
det[Qe]

(b) Grafico polar. D, = 100 % (¢) Grafico polar. D, =50 %

(d) Grafico polar. D, = 0%

Figura 6.6: Analisis numeérico del indicador de localizacion. o, = 1000 kPa.
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det[Qep]
det[Qe]

o°]
(a) Espectro de localizacion para tres densidades relativas.

ose 07 750

255° 270° 285° 255° 2700 285°

(b) Grafico polar. D, = 100 % (c) Grafico polar. D, =50 %

(d) Grafico polar. D, = 0%

Figura 6.7: Analisis numeérico del indicador de localizacion. oo = 2000 kPa.

6.5.2. Sensibilidad de las propiedades de la localizacién del modelo
respecto de 0y

En las Figs.6.8 y 6.9 se grafica la influencia de 0y en las propiedades de localizacion del

modelo de Matsuoka-Nakai para dos densidades relativas; al igual que en el apartado ante-
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rior se grafica en indicador de localizacién en funciéon del angulo € y la variaciéon polar del
indicador de localizacion. Se observa que a medida que aumenta o5 la localizaciéon disminuye
para una arena de densa; la muestra suelta no presenta cambios significativos en su com-
portamiento. No se observan cambios importantes en los &ngulos potenciales de localizacion

cuando se varia 0.

\ P
—— 0, =500 kPa 1 D, =100%
~———— 0,=1000 kPa- - - — -

det[Qep]
det[Qe]

o[°]

90°

180°

195°

255°

2700 285°

(b) Grafico polar.

Figura 6.8: Sensibilidad de las propiedades de localizaciéon respecto de 0. D, = 100 %.
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0.2

0.1
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o[°]

150°

165°

195°

210°
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(b) Grafico polar.

Figura 6.9: Sensibilidad de las propiedades de localizacion respecto de 0y. D, = 0%.

6.5.3. Comparacion entre las respuestas correspondientes a H;,. y
Hcrit

loc

En las Figs.6.10-6.12 se compara la respuesta obtenida para los diferentes valores que

adopta Hj,. y HE. Se observa que el modelo localiza siempre y cuando que Hj,, < Hf":

para una arena densa los valores de Hj,. se encuentran siempre por debajo de H{T*

loc » palra

una arena de densidad media existen valores de Hj,. que se encuentran por debajo de H"'

pero cuando se aumenta el valor de o5 se cumple que Hj,. > H y la muestra se comporta

loc

como si fuera suelta para la cual siempre se verifica Hy,. > H{"". Es decir, que el modelo
localiza en régimen de ablandamiento postpico si la muestra es densa o medianamente densa
para presiones moderadas; sin embargo, el modelo no localiza en régimen de endurecimiento
postpico para una arena medianamente densa para presiones elevadas y para arenas sueltas

en todo el rango de presiones. En el Anexo D.4 se deduce la expresion del modulo intrinseco
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de endurecimiento/ablandamiento H y se realiza un grafico que muestra la variacion del
mismo respecto a la presion para un rango amplio de densidades relativas; en este gréafico se
puede a preciar que una arena suelta posee H > 0 para un rango amplio de presiones, en
cambio para arenas densas y medianamente densas existe un rango de presiones para el cual

H < 0 y una presion critica para la cual H > 0.

det[Qep]
det[Qe]

det[Qep]
det[Qe]

100 150 200 250
loc g[o]

det[Qep]
det[Qe]

(c) D, =0%

Figura 6.10: Comparacion entre las respuestas correspondientes a Hy,. y Hf". 0y = 500 kPa.
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Capitulo 7
Conclusiones

En este trabajo se estudian las bases de la teoria de la elastoplasticidad local y su imple-
mentaciéon numérica. Se comienza por simplicidad con el estudio del comportamiento elastico
de los materiales compuestos por particulas y se realiza la integracion numérica y analisis del
modelo de hiperelastico de Molenkamp. Luego se estudia los conceptos de la elastoplastici-
dad local asociada y se desarrollan diferentes algoritmos de retorno con el fin de estudiar su
comportamiento e implementaciéon para diferentes leyes de endurecimiento. Para cada uno
se dedujo detalladamente el operador elastoplastico tangente algoritmico, que es necesario
para asegurar la convergencia cuadratica del método de Newton-Raphson global que resulta
de resolver el problema de valores de contorno mediante el Método de los Elementos Fini-
tos. Esta etapa fue necesaria pues, para integrar un modelo constitutivo complejo se debe
entender como se realiza la integracion de modelos mas simples.

Una vez establecidas las bases de la elastoplasticidad, se desarrolla un modelo elastoplés-
tico local no asociado basado en el criterio de falla propuesto por Matsuoka y Nakai [29]
[30] y adoptado por Sfriso en [49]. Primero se estudian las bases de la estrategia de retorno,
mediante el analisis de las caracteristicas matematicas de la funcién de fluencia, sin modelar
el comportamiento dilatante y contractivo del material, este analisis es analogo a un régimen
de plasticidad perfecta. Luego se introduce el comportamiento dilatante y contractivo del
material mediante una serie de variables de estado que describen las caracteristicas gene-
rales del comportamiento de los materiales granulares. Las caracteristicas del algoritmo de
retorno propuesto para este modelo, permitieron hallar el operador elastopléstico tangente
algoritmico, que es necesario por los motivos expuestos anteriormente.

Con estos elementos, se halla el moédulo intrinseco de endurecimiento/ablandamiento del
modelo, que es de utilidad para realizar el estudio de discontinuidad débil o localizacion del
mismo.

Luego, se presenta el marco tedrico general de la mecanica de medios discontinuos y se
hace especial hincapié en el estudio de la condicién de localizacion. Se introduce el indicador
material de localizacion y se realiza el estudio numérico de sus caracteristicas las cuales se

resumen en:
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1. Una muestra densa localiza para un rango amplio de presiones.

2. Una muestra medianamente densa puede localizar o no dependiendo de la presion de

confinamiento de la muestra.
3. Una muestra suelta no localiza para un rango amplio de presiones.

Los angulos potenciales de localizacion hallados son comparables con los que se obtienen
mediante la expresion teodrica

Oroe = 45° + % (7.1)

Como todas las muestras se han llevado a una deformacion del 80 % se establece que ¢ =
¢. = 33°, entonces el angulo de localizaciéon teodrico es # = 61,5°.

Debido a que este modelo presenta localizacion, todas las simulaciones que se realicen con
¢l seran dependientes de la malla y se deberéd recurrir a la regularizacion de localizaciones
que puede ser a nivel constitutivo o a nivel elemental.

La ventaja fundamental de este modelo es que los parametros de entrada son propiedades
del material y no del problema que se este analizando, es decir el angulo de fricciéon interna
es una variable de estado del modelo al igual que la relacién de vacios. Muchos modelos de la
generacion de Mohr-Coulomb definen estas variables como parametros fijos que dependen del
problema en estudio y de la experiencia del disenador, lo cual es un severo inconveniente para
el diseno geotécnico; estudios de un mismo problema pueden llevar a soluciones distintas.

Sin embargo, el modelo elastopléastico propuesto no es capas de reproducir endurecimien-
to prepico debido a que se ha adoptado un comportamiento elastico lineal hasta el pico, es
decir el comportamiento plastico del modelo se activa luego de alcanzado el pico. Este com-
portamiento se puede mejorar adoptando una ley de endurecimiento de naturaleza isotropica
como se muestra en [49].

A pesar estas limitaciones, el modelo es adecuado para el analisis de algunos problemas

de la geotécnia como estabilidad de taludes y aislacion de bases.
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Apéndice A
Definiciones y Expresiones auxiliares

En este Apéndice se presentan los elementos basicos de algebra tensorial que se emplearon
en las deducciones de algunas de las ecuaciones. La definiciones que se presentan aqui sirven

de base para el desarrollo del presente trabajo. Las referencias utilizadas son [16] [33] [49].

A.1. Tensores unitarios

Se define el tensor unitario de segundo orden como

1= 6@' Qi ® Qj 6@' = gi : Qj (Al)

El tensor unitario de cuarto orden simétrico se define como

1 . A
I=o Qudj+8udj)e' ® e ® e ® ¢ (A.2)

Este tltimo se puede descomponer en sus proyecciones esférica y deviatorica I = I¢f 4 Idev

donde

1
I/ = zl@1 I9v =1 1%/ (A.3)

A.2. Invariantes de tensores de segundo orden

Sea un tensor de segundo orden simétrico t € S, se definen los invariantes

I= 5 (6:) (A.5)
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1
Igt:§(t-t):t:det[t]

Los invariantes de la componente deviatérica del tensor t son

Jlt = tr (td) =0

1
Jgt:§tditd
J _l(tdtd)td
3t_3 .

A.3. Derivadas de invariantes

(A7)

(A.8)

(A.9)

A.3.1. Derivadas de los invariantes de un tensor de segundo orden

1. Derivada del primer invariante [;:

oL, Oty
Oty Oty k Ol Kl
Entonces,
0l
=1
ot

2. Derivada del segundo invariante Io:

Oty 2 \ Oty 7 Oty 9 Oty

Entonces,

0l
ot

3. Derivada del tercer invariante Is;:
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Oy 1 (0t Oty; Oty;
2t —(—Jtij+t j)It A =ty S 8 = tw

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)



Oy 1 0
aTkl = 58_ tim tmg) tij]
1 Ot
- g L?tkl om m] tl] +tzm ™ 8’5“}
_ 2 { + tim at””t + t; at”}
3 | Ot fmi Oty im by Ot
= % [62k 6ml tm]’ tij + t,’m 5mk 5]'1 tz‘j + tim tmj 5zk 5ﬂ]
1
= 3 [tk Tt + tai it + trm toni]
=t bt (A.14)

Entonces,

0I5,
ot

—t-t (A.15)

A.3.2. Derivadas de los invariantes de la componente deviatorica

de un tensor de segundo orden

1. Derivada del segundo invariante Jo:

aJ: 1
2t _ —i(t?-tg)
8tkl 2 8tkl 7
d d
— 1 ot td 4gd — Y
2 atkl ” Y 8tkl
1[0 1 1
= =5t — 5 tom 85 ) 0 + £, tij — 5 tim 8;
3 vy (b= gt 0) 6+ ( g )|
1 y 1
_ - atu tzd—— Zj(atﬂt;l—{—tzd 8tlj ——6” ; 8tmm
2 Otkl J 3 8‘51 J J@tkl 3 J 8th
1
= 5[5%5]5# + £ 8 81
=t (A.16)
Entonces,
aJ2t d
=t A.17
5t (A.17)

2. Derivada del tercer invariante Js;:
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0J3
Ot

Entonces,

| = W Wl Wl

—~ W

5o

[(t5m tg) 5]

0w iy g ey Ot
atkl (tzm tm]) tij + (tzm tmj) atkl

(A d d d
O (a td 44 Oty te + (5,2 ) 0t
atkl mj “ij m atkl i m 'mj 8tkl

L ot kl

1 ot 1 ot
£t — = 8 2t ot ) 4 (] th — = Oy 2t ) +
3 atkl mj ") m atkl 1] 3 J atkl m “1]

mj “ij

oty; 1_ 0Ot
te, te S L R
im t) (8tkl 37 Oty )}

1 d a1 d d d a1 d d
1

Bt 81 Uy T — 3 8ij Okt Uiy t;inj:|

Ltg a 1.4 4 dd_L1oa.d i d _L1.a .a

3 | By B — 5 b b Ot + i by — 3855 5 Okt - e By — 5 o i O
1

T 3 t?j tfj Ot (A.18)
0J. 1 2
ast_td_td_g(td:td)lztd,td_gjml (A.19)
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Apéndice B

Anexos al Capitulo 3

B.1. Caracter tensorial de los Modelos elasticos de Cauchy

Para demostrar el caracter tensorial de los Modelos elésticos de Cauchy dados por
las ecs.(3.8) y (3.9), se toman dos sistemas de coordenadas cartesianos {z',i =1, 2, 3} y
{77, j =1, 2, 3}. Para expresar a los tensores 0 y €, que se encuentra en términos del sis-
tema coordenado z’ , en el sistema 77 se aplica la ley de transformacién para tensores de

segundo orden [16]

~ ozt O’

Ok = o5 o7 O (B.1)
U J

. ox' Ox (B.2)

€l = . =< &ij
ozk ozt Y

En un Modelo elastico de Cauchy, la relacién constitutiva en términos de el tensor de defor-

maciones viene dada por

05 = Ao dij + Av €55 + A €im €y (B.3)

Utilizando la ley de transformacion dada por la ec.(B.1) en la ec.(B.4), se tiene

oz* o7 s oz* o7 So4A ozk o' o oz* o7 a2 (B.A)
Ozt 0z M 00t 9z T T Oad 0ad M T T 9t §ad T '
Por lo tanto,
Gt = Ao Okt + Ay Tt + AsEin B (B.5)
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De forma analoga, la relacién constitutiva en términos de el tensor de tensiones viene dada

por

€ij = Bo dij + B1 0 + By Oimy Oy (B.6)

Entonces, aplicando la ley de transformacion dada por la ec.(B.2) en la ec.(B.6), se tiene

ozk ozt Tk o7t ~ Tk ozt ok ozt
9 97 o0 = Do i g St By 5 O+ Be g 5 O O (B)

Por lo tanto,

&t = By 01 + By Gy + ByGin G (B.8)

Si se observan las ecs.(B.5) y (B.8) se comprueba el caracter tensorial de los Modelos elésticos
de Cauchy.

B.2. Deduccion de la expresion general para los modelos

hiperelasticos (Método de Green)

El Primer principio de la Termodinamica se puede expresar de la siguiente manera

Woas +0Q = 6T + 6U (B.9)

donde 0 (e) es variacion y; 0We,; es la variacion del trabajo hecho sobre el sistema por un
agente externo; 6(Q) es la variacion del calor aportado al sistema; 67" es la variacion de la
energia cinética y 0U es la variacion de la energia interna.

Por otro lado, el principio de conservacion de la energia cinética viene dado por

5Wea:t + 6M/int = 57: (B]'O)

donde 0Wj,; es la variacion del trabajo realizado en el interior del sistema por agentes
intrinsecos. Si se sustituye 0W,,; = 6T — 6W,, de la ec.(B.10) en la ec.(B.9) se obtiene

SWiny = 6Q + 6U (B.11)
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Si se asume que el flujo de calor sobre el sistema es nulo, es decir d¢) = 0, entonces

Se considera el caso en que un material de V' y superficie S, es sometido a un desplazamiento
infinitesimal du;, la variacion del trabajo debido al vector tension t; = 0;;1n; y a una fuerza

volumétrica f; se puede expresar como

5Wext:/Gijnj5uid5’+/fi5uidV (B13)
S

14

donde n; son las componentes del vector normal saliente a la superficie S. Aplicando el

Teorema de la Divergencia al primer término de la ec.(B.13) se obtiene

ij 0 zdS = 25z
/SGJHJ u /axj Gj u

_ / 994 5, dv+/ . 0 - (du;) AV (B.14)
v 0 ox;

Lj

Reemplazando la ec.(B.14) en la ec.(B.13), se obtiene

19) (90‘1»3-
5Wext /V |i0—zj 8:1,’] (5111) (axj + z) (511;| av ( 5)

Teniendo en cuenta el Principio de conservacion de la Cantidad de Movimiento para un caso

?9? +f; =0, la ec.(B.15) se convierte en
J

cuasiestatico

0
(SWex :/ O — (5ui dV B.16
= [ o g o) (B.16)

8:5 (0u;) es un tensor de segundo orden, como todo tensor de segundo orden puede descom-

ponerse en una parte simétrica y otra antisimétrica, se tiene

a%j (0w;) = % {a%- (6us) + a%- (6uj)} + % L% (6u;) — a% (6uy) (B.17)

En la ec.(B.17) el primer término es la parte simétrica y el segundo término es la parte
antisimétrica. Debido a que el producto de un tensor simétrico por otro antisimétrico es

nulo, al reemplazar la ec.(B.17) en la ec.(B.16) se obtiene
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1 0 0
Wear = /V 5 i {a—x] (0u;) + o (51@)} dv (B.18)

Se define al tensor de deformaciones infinitesimales como

1 (9u1- 8uj
R B.1
&ij 2 (81'] + 8951) ( 9)

Entonces',

1 (9 (9 . 1 8ui 8uj
2 a—m»w—muﬂl - 2{5(%)”(@%)}

. 1 8ui 811]-

Reemplazando la ec.(B.20) en la ec.(B.18) queda

5Wewt:/0'ij6€ijdv (le)
|4

donde d¢;; es la variacién del tensor de deformacion. Si se asume que 5@ = 0 durante el

desplazamiento infinitesimal, la ec.(B.9) se puede escribir como

5Weaxt - (5U (B22)

La energia interna por unidad de volumen (funcién de densidad de energia interna o funcion
de densidad de energia de deformacion) se denota por W, entonces la variacion de la energia

0U asociada al volumen material V' se puede expresar como

SU = / SW AV (B.23)
14

De las ecs.(B.21),(B.22) y (B.23) se obtiene

\% 1%
'En [34] se demuestra que §[f (z) + g (z)] = 6f (x) +bg(x) y 6 <g£> = % [0f (z)]
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Por lo tanto, la forma localizada de la ec.(B.24) queda

oW = Oij 581'3‘ (B25)

Como la funcién la funcion de densidad de energia interna W depende de las componentes

del tensor de deformaciones ¢;;, la variacion 0W, se puede expresar en términos de d¢;; como

ow

ow =20
88@-

Comparando las ecs.(B.25) y (B.26), el tensor de tensiones viene dado por

oW
- B.2
O-z] asz‘j ( 7)

Esta tultima es la base de los modelos hiperelasticos. De forma analoga, se obtiene la ec.(3.11)
suponiendo la existencia de una funcién de densidad de energia complementaria W, (0;;)

que cumpla con la siguiente relacion

W + Wco = 0y &5 (B28)

Derivando la ec.(B.28) con respecto a oy, se tiene

8WCO . _8W 1o 6% 4 00,-j c..
00 B 00 Y doy  Ooy v
ow 881']' 8015
— (o - B.29
(G] 881’]’) 8le + 3%1 i ( )

Usando la ec.(B.27), la ec.(B.29) se reduce a

8Wco o 80‘2-- e
0o B 00y Y
= di 5jl &ij
= &kl (B30)

Entonces la contrapartida de la ec.(B.27) es
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aVVco
00

Epl = (B31)

B.3. Materiales elasticos estables

B.3.1. Postulados de Drucker. Materiales estables

Sea un cuerpo continuo de volumen V' y superficie A. Se denominan fuerzas de superficie
y fuerzas volumétricas a t y f respectivamente. Los desplazamientos inducidos, tensiones y
deformaciones son u, o y €. Se asume que este conjunto de entes satisfacen las condiciones
de equilibrio y de compatibilidad del problema en estudio. Se considera ahora un agente
exterior, diferente al que causa los estados de tension y deformacion o y €. Este agente
exterior aplica, sobre la superficie y volumen del cuerpo material, fuerzas de superficie y de
volumen adicionales dt y df, las cuales causan incrementos en los estados de tension do,
deformacion de y de desplazamientos du.

La definicién de un material estable viene dada por los postulados de Drucker los cuales

expresan lo siguiente:

1. El trabajo realizado por un agente externo durante la accién de las fuerzas adicionales

sobre los cambios en los desplazamientos es positivo.

2. El trabajo realizado por un agente externo sobre un ciclo cerrado, que consiste en

aplicar y eliminar el conjunto de fuerzas adicionales no es negativo.

Se observa que el trabajo realizado se refiere sélo al trabajo hecho por el conjunto de fuerzas
adicionales dt y df sobre el cambio de los desplazamientos du. Matematicamente, los dos

postulados anteriores se pueden escribir como

/dﬁ-dgdAjL/df-dg >0 (B.32)
A 1%
ygdg-dgdA—i-ygdydngEO (B.33)
A 1%

Aplicando el Principio de los Trabajos Virtuales en las ecs.(B.34) y (B.33) se obtiene la

siguiente forma reducida de los postulados de Drucker

do:de >0 (B.34)

51{ do:de >0 (B.35)
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En la Fig.B.1 se grafican esquematicamente algunas relaciones o0 — & para materiales
elasticos. Para los casos (a), (b) y (c), se presenta una relacion biunivoca entre las tensiones
o y las deformaciones €, por lo tanto si do > 0 se cumple que de > 0 y entonces do : de > 0.
Esto tltimo implica el primer postulado de Drucker se cumple y se considera que el material
es estable en este sentido.

En el caso (d), la curva de deformacion tiene una rama descendiente, en la cual a me-
dida que la deformacion se incrementa la tension decrece. Sin embargo, por méas que o se
encuentre determinado por un tnico valor de €, la inversa no es valida. En la rama descen-
dente, do realiza trabajo negativo, es decir, do : de < 0. Este comportamiento se denomina
ablandamiento por deformacion y es inestable en el sentido que viola el primer postulado de
Drucker.

En el caso (e), la deformacion decrece a medida que la tension crece. Por lo tanto la tension
o no puede determinarse con un tnico valor de las deformaciones. Como do : de < 0, el

material es inestable.

9 of 9
o do % do
/:/ de % de
=

=
e € e

(a) (b) (c)

o |
do do
de de
7
-
‘8 ‘8

(d) (e)

Figura B.1: Curvas o — & para materiales eléasticos estables e inestables. (a), (b) y (c¢) Ma-
teriales estables, dode > 0. (d) y (e) Materiales inestables, dode < 0 [12].

B.3.2. Existencia de W y W,,

Todas las deformaciones que se produzcan sobre un material elastico son recuperables.
Por lo tanto, la condicién de estabilidad requiere que el trabajo realizado por el agente

externo en un ciclo cerrado sea nulo, es decir
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55 do:de =0 (B.36)
donde do = o — 0y, suponiendo que oy = 0, entonces

556 cde =0 (B.37)

la cual se cumple sin importar el camino que se siga en el ciclo de carga. Esto ultimo implica
que el integrando en la ec.(B.37) debe ser un diferencial exacto, lo que sugiere en forma
directa considerar que la funciéon densidad de energia de deformacion W es s6lo funcion de

el tensor de deformaciones €
W(e):/azdez/dW (B.38)

ow
de ?

general de la relacion constitutiva hallada para los modelos hiperelasticos. Se puede llegar a

debido a que dW = %—VZ . de, se llega directamente a que o = que es la expresion para

la relacion € = ag/—;", haciendo de = € — €¢ y suponiendo gy = 0 en la ec.(B.37).

Por lo tanto, se concluye que el segundo postulado de Drucker garantiza la existencia de

las funciones de densidad de energia de deformaciéon y energia complementaria.
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Apéndice C

Anexos al Capitulo 4

C.1. Procesos Termomecanicos irreversibles. Elastoplas-
ticidad

Sea un cuerpo continuo de volumen V' y superficie A. Se definen sobre el cuerpo, los
campos escalares 0, u, s y q que representan la temperatura, la energia interna, la entropia y la
densidad de producciéon de calor. Suponiendo que la cinemaética se corresponde con pequenas
deformaciones, se pueden escribir el primer y segundo principio de la termodinamica en su
forma local (ver [16] [28] y [33]) como

1. Primer principio de la Termodinamica:

pu=0:¢-V-f +pq (C.1)

donde V = a?gi e’ es el operador nabla |, f, es el vector de flujo de calor sobre la

superficie A y p es la densidad.

2. Segundo principio de la Termodinamica:

f
ps‘+2-(‘;§’)—%20 (C.2)

Reemplazando la ec.C.1 se llega a la Desigualdad de Clausius-Duhem, dada por

f 1 .
ps‘+z~(%’)—g(pu—ozwzgq)zo (C.3)

Se define a la energia libre de Hemholtz por unidad de masa a

UV=u—10s (C.A4)
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Teniendo en cuenta la identidad

I 1 1
v ()=t (c5)

Llamando g = V0 la ec.(C.6) se reescribe como

: Lo 1
G:&—p(‘ll—l—es)—gﬁq'gzo (C.6)
Se asume una evolucién isotérmica e isocoérica para la evolucion termodindmica del sistema,
esto lleva a una formulaciéon mecanica de la desigualdad de Clausius-Duhem la cual se escribe

Ccomo

c:é—p¥ >0 (C.7)

La desigualdad de Clausius-Duhem constituye una restriccion que deben verificar las evo-
luciones de todos los modelos constitutivos. El estado energético del sistema en equilibrio
termodinamico se encuentra caracterizado por un conjunto de variables denominadas varia-
bles de estado. La evolucion de un sistema es reversible si existe una relacion biunivoca entre
el estado inicial y el estado final, en caso contrario la evolucion del sistema es irreversible.

El Postulado de estado local estipula que en una evolucion arbitraria, el estado energético
del medio esta caracterizado por las mismas variables de estado que se fijan en el estado de
equilibrio y es independiente de su velocidad de evoluciéon. Teniendo en cuenta esto se puede

escribir a la energia libre de Hemholtz como

U ="U(g n) (C.8)

donde = {n;} es el conjunto de variables internas, en general pueden ser entidades escalares
o vectoriales, que definen el fenémeno disipativo.
La taza de variacion temporal de ¥ se escribe como
A ov

\Il—gzs—l—%*n (C.9)

donde “*” es el producto que corresponda entre los dos entes.

Se pueden presentar dos casos:

1. Procesos no disipativos:

Estos procesos son evoluciones reversibles del sistema y se los denomina procesos elds-
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ticos. Para estas evoluciones las variables internas permanecen constantes, es decir que

1) = 0. Debido a que los procesos disipativos se congelan, la ec.(C.7) se transforma en

.oV
E— — &= d
Ore—ootE 0 (C.10)

Es decir, se deriva la forma funcional de los modelos constitutivos hiperelasticos, si se

toma ¥ = W como la densidad de energia de deformacion, entonces

oW

7 e

(C.11)

. Procesos disipativos:

Estos procesos son evoluciones irreversibles del sistema y se los denomina procesos plds-
ticos. Se supone que se puede descomponer a la energia libre en una parte elastica que
se denomina funcion densidad de energia de deformacion W y en una parte plastica
que se denomina funcion densidad de energia latente V. Se considera la cinemética

impuesta por la hipotesis de pequenas deformaciones, dada por

E=¢+¢ (C.12)

Con esta relacion, se toman como variables de estado a € y €,. Entonces ¥ = U (¢, g,, ),

se descompone como

U(e, ep,a) =Wi(e—¢,)+V(n)=W((e)+V(n) (C.13)

La desigualdad de Clausius-Duhem se puede escribir como

. oW . oV
TE— Ee— —xn >0 C.14
o€ oe. € n *x1n > ( )
Teniendo en cuenta que € = €, + €,y 0 = gTWe’ se llega a
) ov .

Para procesos irreversibles la desigualdad de Clausius-Duhem se satisface para més de un

conjunto de variables de estado. Para que sea posible determinar una tnica direccién de

flujo plastico se adiciona la Condicion de Mdaxima Disipacion Pldstica la cual establece que

de todos los estados posibles de equilibrio local plasticamente admisibles, el conjunto de

variables de estado actuante es el que maximiza la disipacion plastica, para los incrementos de

las variables internas 1 y €, dados. Siendo los incrementos 7 y €, arbitrarios pero constantes.
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Se define a la funcion de disipacion pldstica como

DP(o,m; €) =0: € ——*Mm (C.16)

Matemaéticamente, la Condicion de Maxima Disipacion Plastica viene dada por

D (o, 7; &) = (M.‘;&)E( {D" (7, k; &)} (C.17)
T, K)ELs
donde
E, = {(t, k) € S x R"| F} (T, £) < 0} (C.18)

Por lo tanto, el problema consiste en maximizar D? sujeto a la restriccion 'y = 0 y a las
condiciones complementarias de Khun-Tucker. Para solucionar el problema de extremos, se

eliminan las condiciones intriduciendo el cono de multiplicadores de Lagrange dado por

K = {y e L*(B)| v >0} (C.19)

Se transforma la condiciéon de maximizacion en una de minimizacion mediante —D? (T, K; €,)
y considerando el funcional Lagrangeano £ : S x K? x S — R (S es el subespacio de tensores

de segundo orden simétricos) dado por

L(T, k,v)=~F¢(t, k) —DP (C.20)

donde v > 0 es el multiplicador de Lagrange (observar que las condiciones de Khun-Tucker
estan implicitas).
Entonces, se plantea la condicién necesaria de extremo dada por VL = 0 y se adopta

(T, k) = (0, 1), es decir

oL . OF;
oo~ T 5s =0 (C.21)
oL . 0F
7 —’H*nJrv—an =0 (C.22)
oL
2 F, = 2
g, ~fr=0 (C.23)
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donde H es el Mddulo de endurecimiento Tangente y viene dado por

0*V

L 24
on * 0n (C.24)

De las ecs.(C.21) y (C.22) e igualando el multiplicador de Lagrange al multiplicador plastico
(v = \), se obtiene:

1. Regla de flujo generalizada

£, =A== \k(o, n) (C.25)
2. Ley de endurecimiento generalizada

) ) )
i = —A%%—J — —\h (o, n) (C.26)

Se observa que la Condicién de Méaxima Disipacion Plastica, deriva en una Regla de flujo
y una Ley de endurecimiento asociadas. El caracter de flujo plastico asociado es vélido
particularmente para la plasticidad en materiales de composicion cristalina y especialmente
para los metales. Sin embargo, para materiales granulares las leyes de plasticidad asociada
no se corresponden con las evidencias experimentales. Es por eso que la condiciéon de méxima

disipacion plastica no se aplica para describir a estos materiales.

C.2. Derivadas de la funciéon de fluencia de von Mises

La funcién de fluencia de von Mises para el caso de plasticidad con endurecimiento

combinado viene dada por

2
Fy(s.0.a) = Js—al - /2 (e} + Kool (c27

C.2.1. Derivada de la funcién de fluencia respecto al tensor de ten-

siones

La derivada de Fy respecto de o viene dada por
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OF 0
90 oo (Ils —all)

= 0% (s—q):(s—q)
1 1 0
= §m% (s —a):(s—q)] (C.28)

0
Si se desarrolla — [(s — q) : (s — q)] en componentes se tiene

oo

0 9 (sij — ai;) 0 (sij — a)
Jon (55 — aiy) (55 —a;)] = le (57 — ais) + (815 — a;5) le
0 (Sij - qi')
= 2(sy — ) sz
_ s 0sij _ 94,
- i q” 0oy ale
B S doy; ’
B 5~ i) 0o 3% i
= S'L] qz] < Zkéjl Skl z]) (029)
1 4 .
donde T4 = (éik dj1 — 3 Onl 6”-) e ®e’ ®ef ® e, entonces
0
Ggls—a:(s—a)=2(s-q): 1" =2(s—q) (C.30)
Reemplazando la ec.(C.30) en la ec.(C.31) queda
OF} s—q
g0 sl (30

C.2.2. Derivada de la funcién de fluencia respecto al tensor de back

stress q

La derivada de la funcion de fluencia respecto al tensor de back stress viene dada por
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OFf 0

o %(Ils—qll)
= 2 (s—a):(s—aq)
11 0 o
= §M%[(S—Q)-(S q)] (C.32)

0
Si se desarrolla 7 [(s—q) : (s —q)] en componentes se tiene
q

e [(si5 — aiy) (515 — )] # (st — aij) + (315 — i) #
_ 0 (Sia‘ - ql-j)
= 2(sy — qy) T 0,
= =2 (s — ) S8y
= —2(Sw — dw) (C.33)
Entonces,
Dffs )i s a) = -2 q) (31
94 s—q):(s—q)] = s—q .
Reemplazando en la ec.(C.35) y (C.34) queda
OF} s—q
=5 = — C.35
oa  Ts—al " (©3)

C.2.3. Derivada de la funcién de fluencia respecto de la deformaciéon

plastica equivalente «

La derivada de la funcién de fluencia respecto a la deformaciéon pléastica equivalente «

para un modelo elastoplastico con endurecimiento combinado viene dada por

OF; \/5
=5 _EK :
Oa 3¢ (C-36)
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C.3. Operador elastoplastico tangente algoritmico. Plas-

ticidad asociada

En este Anexo se halla el operador elastoplastico algoritmico para los casos vistos en la
Seccion (4.3). Este operador es necesario para obtener convergencia cuadratica en el esquema
iterativo de Newton-Raphson planteado para resolver el sistema no lineal generado por el
Método de los Elementos Finitos. Se puede observar que el multiplicador pléastico algoritmico

n+1lg

A\ es una funcién implicita de "€, (0 "), entonces "™ o también es una funcion implicita

de "T'g,. El operador elastoplastico tangente algoritmico se define de la siguiente manera

[33]

an—‘rl 6
€p an+1€e

A
C (C.37)

donde "1 es la funcién implicita definida por el algoritmo de retorno utilizado a la cual se

la denomina funcion constitutiva incremental algoritmica.

C.3.1. Plasticidad Perfecta
C.3.1.1. Funcién constitutiva incremental algoritmica

Si se descompone al tensor de tensiones actualizado, en su componente deviatorica y

volumétrica, se tiene

g = g4ty (C.38)

donde "*'p = 1P, La deformacion elastica se puede expresar como

1 1
ntle IO -1 cntlg .~ ntl ~ ntlow (.39
e. = [C] o=55" stz (C.39)

La componente deviatoérica actual del tensor de tensiones, viene dada por

nilg = <1 _ 26 M) ntlg (C.40)

[*+15]

Reemplazando la ec.(C.40) en la ec.(C.38), se tiene

n+1

( 2G AN
o=|[1-

[+15]

) n+1/S\+ n+1p1 (041)
Como
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~ ~d
g = 2GHES

n+1]/)\ — K n-l—l/g\’é)
Por lo tanto, la ec.(C.41) se puede escribir como

n+1

(1 2G AN

_ M) 2Gn+1/€g + Kn+1/fl\: 1

@ _AGPAN,

N (Kl

Kn—‘rl’é'g 1 + 2G n+1/£\

(C.42)

(C.43)

(C.44)

~d —~ 1 ~
Como "Hg] = Idev ; nflg y [vl = 3 1® 1, entonces "FgY = 1% : "*1g,_ : tenemos que

AGPAN
[+

nt+l< _ n+l

o = o= Ce o Idev . n+13

€e

C.3.1.2. Operador elastoplastico tangente algoritmico

Segun la definicion dada por la ec.(C.37), se debe calcular gn%llge. Entonces,

ol AG2 AN AG? g OAN  AGPAN .4 0|3

dev

on+le - Ve Hn+1§H B ”nﬂgH e o1, + Hn+1§H? e ontle

Considerando la expresion para el multiplicador plastico algoritmico dada por

n+1 ﬁf

AAN=4G

se puede calcular

0AN 1 9|
ontle  2¢3 an+1§e

donde,
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oprg _ oo o e

on+lg, on+lg, =2G on+1g,
n+1€d n+1€d
= 2GTI¥ . — ¢ —9G —- (C.49)
n+1’gdH n+1/§dH
Como
nt+1g 26 n+1§d n—!—l’é\d
Mmoo = S (C.50)
P o]
Entonces, se tiene
a8 nt1
8TL+—1/€6 =2G m (C51)
Por lo tanto,
OAN
_ n+l
aTl/ée = m (CE)Q)
Entonces reemplazando las ecs.(C.52) y (C.51) en la ec.(C.46), obtenemos
otlo 4G2AN 4G? 4G2AN
_ — Ce _ — Idev o _ n—i—l/ge n+1 n+1/€e 2G n+1
o, R T I S T A
4G2AN ntlg 4G2AN "tlg
= C,— ——— I 2G——— @ ""'m — — "Hm
"8 [Kand| s [+ s )
4G2 AN 4G2 AN
= Ce _ ” +1A|| Idev o 2Gn+1m ® n+1m+ || +1A|| n+1 n+1m (053)
Por lo tanto, el operador elastoplédstico tangente algoritmico es
A 4GP AN |18
n+1Ce =C, — Idev 1l — et ntl C.54
‘ et [ (1~ goay) m e (€5

C.3.2. Plasticidad con endurecimiento combinado
C.3.2.1. Funcién constitutiva incremental algoritmica

El tensor de tensiones relativo se puede expresar como
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~

g = mHE |1 - _BA <2G + 2H> (C.55)
n+1g ’ 3

Reemplazando las definiciones de "1& , "H1& v "*lq en la ec.(C.55) y despejando "*'s se

tiene

nitg — niig (g A <2G+2H> —-"q 1—%(2G+2H> -

n+1€’ 3 n+1€ 3
2 n+1A
gt 2ANH -t (C.56)
3 ntlg ‘
El tensor de tensiones relativo de prueba ”+1€ viene dado por
g = g g (C.57)
Reemplazando la ec.(C.57) en la ec.(C.56) se obtiene
g = gl — A—AA <QG+2H) + "q A)‘A (2G+2H> +
n+1£H 3 n+1£‘ 3
n+13 n+1
LNV AL T (C.58)
3 n+lg ‘ 3 ntlg ‘
Haciendo algo de algebra, la ec.(C.58) queda
n+12
ntlg = Mg 2G AN—Tn (C.59)
n+1£H

El tensor de tensiones actualizado viene dado por la ec.(C.38), si en la misma se reemplaza
la ec.(C.59), se obtiene

n+1€
ntlg = g 2G AN + "Tlp1 (C.60)
n+1£‘

Teniendo en cuenta la ec.(C.57)
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2G A\ 2GAX
_ G n+1/s\+ n+1]’)\1 _ an— (C61)

’ n+1:t_\' ‘

Reemplazando las expresiones para "T's y "t1p dadas por las ecs.(C.42) y (C.43) en la

n+1 — 1

n+1£

ec.(C.61) se tiene que

2GAN

2G A ~
o= |1-——= | 26" + KM - nq (C.62)
n+1g ‘ n+lg ’
Entonces, la ecuacién constitutiva incremental queda
~ 4G? AN ~ 2GAN
e ="og=|C, - ——-I%| . "tlg, — "q — (C.63)
n+1EH n+1£H

C.3.2.2. Operador elastoplastico tangente algoritmico

Segun la definicion dada por la ec.(C.37), se debe calcular gn%fge. Entonces,

oo AGPAN ., AG? a4  OAN AGPAN 4 9 ”“EH
— = Ce_—,\I — — 88® — + 2” €e®—/\—
ontle, ntlg ’ ntlg ‘ ontle, n—HEH ontle,
n+lg
2G OAN 2GAN 9 5H
" =+ " = C.64
q n+1€’ ® ontle +q TL+1EH2 ® ontle ( )
Haciendo algo de algebra sobre la ec.(C.64) se tiene
an+1 4G2 A ntly OAN 2G ntly 0 "+1€”
°_J- e— - 192G E ® —+ — A\ f’ ® — (C.65)
ontle, n+1g ) nH1g ’ ontle, n+1g ‘ n+1g ‘ ontle,
Como ""'m = H::E“, entonces
n+lg
oo AGPAN oy DA 2G . O ‘
aTl/F:e = Ce — T’E\"I — 2 m & an+1€€ + n+1€H A m Q aTl/F:e (C66)

Teniendo en cuenta la ec.(4.156),
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DAN 1 o[+
o t1g, - H+ K.\ on+'e,
2 1
G( ik )

(C.67)

Dado que "t1g = "t — "q = 2G"*g, — "q, se escribe a ||"T1E

Ccomo

[

n-‘rlé” — 1/n+1€ . n—i-l/i — [4@2 n-‘rl/éz : n-‘rl’gj o 2Gn+1/€z : nq+ nq: nq] (C68)

Entonces, se calcula

0 "“5’ 1 1 2G e
e = ey (AGTE - 2G ) = o (267ME - ")
ontle, n+1aH n+1g ’
n+ly
= 2G f = 2G "' m (C.69)
n+1£ ‘
Reemplazando la ec.(C.69) en la ec.(C.67), se obtiene
02 36 iy (C.70)

o e, 3G+ H+K,

Por lo tanto el operador elastoplastico tangente algoritmico se expresa de la siguiente manera

n+lg
Idev + 1= E'H
’ 2AN(3G+ H+ K,)

3
hd o A

ep —

~

n—i—la

"M'm ® ""'m (C.71)

C.3.3. Plasticidad con endurecimiento isotrépico hiperbélico y en-

durecimiento cineméatico.
C.3.3.1. Funcién constitutiva incremental algoritmica

La funciéon constitutiva incremental algoritmica, tiene la misma forma matematica que

la hallada en Anexo C.3.2, la cual se transcribe a continuacion

2
n+10. — Ce _ 4G A)‘ Idev . n+1’€€ o nq 2GA)‘ (072)

n+1EH n+1€”
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C.3.3.2. Operador elastoplastico tangente algoritmico

Segun la definicién dada por la ec.(C.37), se debe calcular %-

En forma anéloga a lo expuesto en el Anexo C.3.2, haciendo algo de élgebra se obtiene

oo 4G2 AN OAN  2G 0|""E ’
- = Ce - T I Idev - 2 n+1 S AA n+1 -~ .73
TR, ] G T o © e, (O

Debido a que la funcién de fluencia viene dada por:

g - \/gK ("a) — (2@ + §H) AN =0 (C.74)

Entonces,
o[ 3ok ey oria 2\ 9AA
= — 1/ = — — |2G+-H | ——==0 C.75
on+lg, \/; Ontla  ontlg, < + 3 ) Ontlg, ( )
dado que
+1 0 "o
K("a) =0y + g (C.76)
E + 0y
Entonces
oK (") 1 ntly
ola 1 g [ i 2 (C.77)
E o O (E = )
como "o = "o + \/gA)\, entonces
o"tla 2 OAN
otle, 3 ontle, ( )
Reemplazando las ecs.(C.77) y (C.78) en la ec.(C.75), se obtiene
2 0K (""la) 2 OAN
920G m — |28 Y oq fy| I24 o .
G"m - 26+ 5 GriTE 0 (C.79)

despejando 82%)\26’ se tiene que
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OAN 3G " m

— = C.80)
n-+1 n+1 (
oiee [3G+—6K( a) +H]

ontly

Entonces el operador elastoplastico tangente algoritmico para este caso se escribe como

A 9 3 n+1€‘
G, — C, - 4G AAA wer | |1 — K1) @ "l
”“5‘ 2 A\ <3G+—Q+H>
oo

(C.81)
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Apéndice D

Anexos al Capitulo 5

D.1. Derivadas primeras de la funcién de fluencia de
Matsuoka-Nakai

D.1.1. Derivada de la funcién de fluencia respecto al tensor de ten-

siones efectivas

La funcion de fluencia de Matsuoka-Nakai se escribe en funciéon de pf y de r como:

Fy= (g +6)Jor — (g +9) 3 — puy

Lo que se se busca es :

OF;  OF; 0Jy  OF; 0Js,
oo OJy o OJs 0o

(D.1)

Debido que la funcion de fluencia se encuentra expresada en funcion de Jo, = Jo (r), J3 =
J3 (r), se debe desarrollar cada derivada.

La derivada de Fy respecto a J,, se expresa como

=p+6 (D.2)

Ahora se desarrolla la derivada de J,, respecto de oy, vy se obtiene

8% GGM

5’J2r (9 1 1 8 1 8rij 81'1']' 8I'ij
T — —— (y..7r..) = [ —L .. — Y .. — — Y .. D.
(2 rU rl]) 2 aO'kl (rm r”) 2 (aO'M rl] + 8akl rl] 8akl r” ( 3)

Recordando que 1;; = 873 y reemplazando en la ec.(D.3)
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8<]21r

80—1@[

Como

Entonces,

8J21‘
oy

TR = = R = | = | =

Por lo tanto,

1
<6ik O — 3

1
|:6z'k 81 (04 — p&ij) — 3% Opr (035 — p 5z‘j)}

1
<6zk 61j 0 — P dik 613’ 5ij - 3_po-ij Oij 6kl)

(

aO'kl

8%

Skl + PO —

2
T — §J2r Okl

a=]21r
0oy

— O

p

3p

b/ p
0 (Gij _ 61]) (G_ _

3

1 2
= - (rk:l — —Jodp
P

La derivada de Fy respecto de J3, vale

Por dltimo, se desarrolla la derivada de J3, respecto de oy; v se obtiene

OFy _
a']31" B

—(p+9)
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i 6kl) (035 — p&yj)

(sij +p0ij) (si5 + 0 Oij) 514
L X 2
Sk1 + PO — 3_p (Sij Sij + 3p ) O

I 1
Skt + POk — 3_psij Sij Or — P 51@1}

)

(D.4)

(D.5)

(D.6)

(D.8)



0J3; B 0 [1 (561 Sim) $
Ookl N 80'kl _3]?3 W e
o [1
= aTkl 3_195 (O'ij —p5ij) (Ujm - péjm) (Oim — P Oim)
o [1 9
- aTkl 3_p3 (Gij 0-jm - pdij 6jm - D Gjm 6ij +p 6ij 6]m) ( im pézm)
o [1
= ﬁ 3—p3((fij Ojm Oim — P Oij Ojm Oim — P Ojim 04 Oim+
p26z] 6]m Oim — D 0—1] 0—jm 62m + p Gz] 6]m 6'Lm + p G]m 61] 6zm p 51] 6]m ézm)}
3p 3p 3p 3
_ 0 0ij Ojm Oim 10_ - +16—/T+1ﬁ+1ﬁ 1/'6/\
= ao-kl 3]?3 5 Yim Yim 3p im Yim 3p mj Yim 3p mm Yim 3 [
= O—J 0—] o — — | 50im Oim (Dg)
oy 3p? o \ p?
(1) (+2)
Desarrollando (%) , se tiene
0 0ij Ojm Oim —-31 1 0
= — =90 0ij Ojm Oim + 5= 0ij Ojm Oim
ok < 3p3 ) 3pt 3 M 3p3 o (03 0 )
1 1
= 6 0ii Oimn Oim 0ij Ojm Oim D.10
(x2)
Desarrollando (%), se tiene
0 (0_ — ) a(fij o 1o a(f Lo 8Gim
ao_kl ij Vim Yim 8le jm Oim i a Ol Oim 1 Yim ao_kl

= 0ik 0101 Ojm Oimy + 045 Ok Ot O + 05 O Ot O
= Om Ogm + 04 0y + Op; Oy

= 30—lm Okm (Dll)

Entonces, el término (x;) queda

0 Oij Ojm Oim 1 1
= ———08,104 Oirmn Oim + —= Ol Okm, D.12
00 < 3p3 ) 3 A VklP i Vg p3 l k ( )

Ahora se desarrolla el término (*3)
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0 1 2 1 0
| 50mOim | = —0 Oim Oim T —5 75— (Oim Oim D.13
oy (p2 ) 3 p? 8%1( ) ( )
—_——
(*4)
Desarrollando el término (*4), se obtiene
8 aGim aGim
= (Oim Oim = —w— Oim+ 55— 0Oim
00 ( ) oy doy
= 6zk 6ml Oim + 611: 6ml Oim
Por lo tanto el termino (x3) queda
0 1 2 2
—— | =0im Oim | = ———= Ok Cirn Oim D.15
don (p2 ) 50 M + 7 Okt ( )
Reemplazando las ecs.(D.12) y (D.15) en la ec.(D.9), se obtiene
(*5) (*6) (x7) (xs)
:——6 0ii Oim Oim + —=Olm Okm, Okl Oirn Oimn—— O D.16
Dou 3 kl 0ij O +p3l k +33 ki 7 Kl ( )
Haciendo algo de algebra sobre (x5)
1
3 a4 6kl 0ij Ojm Oim = _ﬁékl (Sij +p57,]) (Sjm _I_pé]m) (Sim + pézm)
1
= 3 9.4 (S’L] Sjm + PSij 5]m + psjméz] +D 6'Lm) (Sim + p61m> 6kl
1
T (Sij Sjm Sim + PSij 8jm Sim + DSjm Oij Sim + D* 8im Sim + PSij Sjm Sim+
P Sij Ojm Oim + P Sjm Oij Oim + P’ 8im 5im) O
L L + L + L + L SiiSii +1]d
= —— Sii Sim Sim Sij Sij Sjm Sjm ij Ot
33]] 32]] SPQJJ 3pJJ Kl
1 1
= —2—9 3—293 Sij Sjm Sim + Sij Sz‘j + 1 5kl (Dl?)
Como

.2
Sz’j Sij =T
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1

5 3 Sij Sjm Sim = Sy

3p?

La ec.(D.17) se escribe como

1
3pt

Desarrollando el término (%)

Entonces,

3 Oim Okm =
p

| =) —

= — (Slm Skm + DSu + DS+ D 6kl)

— 3

= — (Tp Lo + Tk + Tk + Ogt)

— 3

= }—) (i T + 2038 + Ogt)

1

Ahora de desarrolla el término (x7)

Entonces,

2
3p?

2
== Ok Oimy Oiy, = 3—p35kl (Sim + P Oim) (Sim + P dim)
2 2
= 3_p3(skl (Sim Sim + P 51’1)
On + 2 36
= - —=SimSim =
e ki 3 ki
1 /2
= - (— 7"2 5kl + 26kl)
p\3
2 1/2
3 Okl Oimn O = ’ (g 70 + 20k

183

1
-— Skl 0ij Ojm Oim = —; («]37n + 7’2 + 1) 6kl

(Slm + p 5lm) (Skm + p 5km)

1
e Olm Okm = ’ (T Thm + 205k + Ogr)

)

(D.19)

(D.20)

(D.21)

(D.22)

(D.23)

(D.24)



El término (*g) viene dado por

2 2 2
”° (Swt 4+ p i) = o Tri — » Okl (D.25)

Ahora reemplazamos las ecs.(D.20), (D.22), (D.24) y (D.25) en la ec.(D.16), se tiene

0Js; 1 1 1/2 2 2 2
o = (Jgr +7’2 -+ 1) O + — (rlmrkm + 21 +6kl) + - (—Tzékl + _5kl> — =Ty — — O
00 P P p\3 p p p
1 r? 1 1 2 1 12 2 2 2
= = Ty O — — 8k — — Ot T Thm + — T+ = O+ = =128+ = O — — T — — Oy
P P p p p p p3 p P P
1 172 1
= ——=J3 0k — — = O + = Tim Tiem (D.26)
P p 3 P
Entonces,
0Js, 1 172 1
3 = —— J3r 6kl _ - — 5kl + - T'im Tem (D27)
00y P p 3 D

Ahora reemplazando las ecs.(D.2), (D.38), (D.8) y (D.39) en la ec.(D.1), se obtiene

oF 1 r? 1 r? 1
aTIfl = (Mf + 6) ]; <rkl - g 5kl) - (Nf + 9) {1—) (_J3r Op — 3 Ot + 51“lm rkm>:|
1 r? r?
== ]—9 (,uf+6)rkl—(,Uf—|—6>§6kl+(/vbf+9)§6kl+(Mf+9) Jgrékl—
(kg =+ 9) 11 rkm] (D.28)

Por lo tanto, la normal saliente a la superficie de fluencia n, viene dada por

n:%:%{[r2—|—(uf+9)J3r}1+(uf+6)r—(uf+9)r~r} (D.29)

D.1.2. Componente deviatérica de la normal saliente

La componente deviatorica de n viene dada por

n? =T1% :n (D.30)
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S .. N
como r = — entonces, el tensor de oblicuidad es deviatérico, entonces I : r = r. La com-

p
ponente deviatorica del tensor identidad de cuarto orden se puede escribir en componentes

de la siguiente manera

1
I%?I::}l - 62k 6]‘[ - g 6kl 61'3‘ (D31)

Si se hace I9v : 1, se obtiene

1
IZ%;’Z dp = (5ik dj — 3 O 61’]’) O

1
Ok Ojk — 3 Ok Oij
= 0y — 0y
Luego,
1
= {4 6)r (g )T ) (D.33)

Desarrollando ahora 1%V : (r - r) se obtiene

I (r-r) =

1 . )
i
TioToj — § 61’]’ TioTok | € & gj

1 ) .
= (fnk 01 Tho Lol — 3 Okt 045 Tho Toz) e'®e

= rr—-r°1 (D.34)

Entonces la componente deviatérica de la normal saliente a la superficie de fluencia n?, se

expresa como
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2

d (,uf+9)%1+(,uf+6)r—(uf+9)r-r (D.35)

n —

D=

D.2. Derivadas segundas de la funcién de fluencia de

Matsuoka-Nakai

D.2.1. Derivada de la normal saliente respecto al tensor de tensio-
nes efectivas

La normal saliente viene dada por la ec.(D.29), si se la expresa en componentes

1
ny = {1r® 4 (g +9) o] 835+ (peg +6)vij — (pig +9) Yoo T } (D.36)

Ahora se realiza la derivada de la ec.(D.36) respecto de oy,

8n,~ 1
—60_; = —3—})2 ékl { [7’2 + (/Jf + 9) J3r} 6ij + (,uf + 6) ryj — (,uf + 9) T'im rmj} +
1 ajgr 8J3r 81"1"
— 2 9) ——1 ;s 6 S _
p { [ 00y N (Mf * ) aﬁkz] it <'uf * ) 00y
0
(g +9) Do (Tim T ])} (D.37)
donde
0Joy 1 2 1 r?
aﬁil = 5 (sz - § Jor 5kl) = 1_7 (Yk:z - 3 5kl> (D-38)
0Js, 1 172 1
o T Oy — — L Okt 4+ = Tim Ik (D.39)
oy p p 3 D

La derivada del tensor de oblicuidad respecto de el tensor de tensiones efectivas viene dada

por
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1 1 Os;;
——— 81 S; ’J
3p? kL5 doy
[ 80‘17 1 1
— 0 i | — = Opy i
<30‘k1 3 Kkl ]) 3 klr_]:|

[ 1 1
<6ik dj — 3 O 5@) —3 O rz’j:|

bR < B e B

I — 3 6kl Tij} (D.40)
Ahora se desarrolla 8%“ (Tim Timj)
0 OTim, armj
ale (rim I'mj> agkl mj im 8%
1 1 1
’ K&k Omi — 3 Ol 6im) Trmj — §5kl Tim T+
1 1
Tim (6mk dji — = dm 5mj) — = Tim Okt ij] (D.41)
3 3
La ec.(D.41) se puede expresar como
0 1 1 1
aTkl (Tim Tmy) ]—9 {511{ Oy + 1k 05y — 3 SO 1y — 3 Tij Op—
1
3 % Okt Timy Tmj — 3 rlm Ly Ok (D.42)
Si se remplazan las ecs.(D.38), (D.39), (D.40) y (D.42) en la ec.(D.37), se obtiene
8nij 1 9
dou 32" {[r* + (s +9) Jsc ] 835+ (g +6) 135 — (g + 9) i Tins  +
1 2 1 r?
]; { b <rkz - = 5kl) — (pg +9) ]—9 (J3r Ot + 3 drt — Tim rmk):| o+
1/ 1 1 1
(py +6) » (Iil]kl 3 = 0w rij) — (g +9) . (5ik I + Tk 85 — 3 Qg T'jj—
1 1 1
3 Tii O — 3 Okl Tim Ty — 3 Tim Tmj 6kl) } (D.43)
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Ahora se hace algo de algebra sobre la ec.(D.43)

anij
00y

8nij
E)le

@nij
aO'kl

[7‘2 S1i 6ij + (,Uf + 9) Jar O 5ij + ([Lf + 6) Ol Ty — (,Uf + 9) Okl Tim l"mj} +

3p2
1 r? r? dew
= 2|t — 3 O ) 85 — (pp +9) | Jaw O + 3 Okt = Tim Tk | Oij + (i +6) L —

1 1
3 (pf +6) Oprij — 3 (pep 4+9) (30,115 + 31k Ojt — dpi Tij — Tij Okt — Ot Tim Timj—

Tim Iy 6kl)] <D44)
1
3—]92 [—7"2 Ok Oi5 — (pg +9) J3e Oy 8ij — (poy + 6) SpaTij + (fo +9) Sy Timy T+
TQ TQ dev
6| rm — Y Okt | i — 3 (py +9) | J3e Opt + 3 Okt = Tim Tk | Oi5 + 3 (g +6) Iy —
(o +6) Sprrij — (o +9) (304145 + 3145 Og5 — Ok Ty — Tij Okt — Okt i Trnj—
Tim Iy 6kl)] (D45)

1
3p?
6I'kl 6ij — 27"2 ékl 6ij — 3(,Uf + 9) Jgrékl 61']‘ — (,uf + 9) 7"2 6l~cl 61']' +

3 (15 +9) Tim Tk 815 + 3 (p15 + 6) I3 — (g +6) Sparsy — 3 (s +9) Sup iy —

3 (s +9) Tir djr 4 (i +9) Sraxij + (s +9) Tij Ot + (£ 9) Opt Tim Timj +

(Mf + 9) Tim Tmyj 6kl] (D46)

(=77 8k 835 — (pp +9) Jax 84y 8ij — (g + 6) Sprrij + (fp +9) Skt Tim Tyt

Finalmente, combinando términos se obtiene

3nz~ 1 1
8?:1 = 2 {— (g +12) r* + 4 (pp +9) s 3 Osi 845 + 2 (v 845 + gy 1i5) +
(py +6) Igjelgl + (e +9) (Tim Tk O + Okt T Tj) —
(ter +9) (8ir 115 + 138 815) } (D.47)
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on 1 1

9o E{—[(uﬁl?) 2+ 4 (g +9) Ja ] Slel+200@1+101)+
(up+6)I% + (up+9) (r r@l+1®r 1) —
(g +9) Bty +ridyy) e @€ e @ e (D.48)

D.2.2. Derivada de la componente deviatérica de la normal saliente
respecto del tensor de tensiones efectivas
La componente deviatérica de la normal saliente n viene dada por la ec.(D.35), en com-
ponentes se puede escribir como

1 r?
n;‘ij = 2—9 l(luf + 9) 3 61’]’ + (Mf + 6) Tij — (/Lf + 9) Tim rmj] (D'49)

Ahora se realiza la derivada de la ec.(D.49) respecto a o

2

on?.

i 1 r
_80151 = T3 Okt {(Mf +9) ey Oij + (pf +6) 135 — (pg +9) Timm rmj:| +
1 2 8J2r 81"@-3» 8
- s Zdr g o (. . D.
p |:</’(/f + 9) 3 ao—kl 61] + (luf + 6) ao—kl (/’Lf + 9) ale (rlm rm]>‘| ( 50)

Si se reemplazan las ecs.(D.38), (D.40) y (D.42) en la ec.(D.50) se obtiene

8n§lj 1 r?
aTkl = _3_}72 (Mf + 9) g 6kl éij + (/JJf + 6) 6kl Iy — (,Uf + 9) ékl Tim T'mj +
11 2 2 1 1
; {5 (s +9) 5 <rm Y 5kl> %+ (ks +6) <Iijkl — 30w rz’j) -
1 1 1 1
; (ur+9) <5z‘k 1y + Tig 80 — 3 Ok Tij — 3 Tij Ok — 3 Okl Lim Timj—
1
grim g 5kl):| (D51)

Ahora se hace algo de algebra sobre la ec.(D.51)
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6nfj 1 r2
dow 32| (g +9) 37 Ort 8ij — (g +6) Oprij + (prg +9) Skt Timn Tyt
2
(kg +9) 24835 = (1 +9) 57 80 835 +3 (11 +6) L5 — (ny +6) Sprryy —
3 (,Uf + 9) 5zk Iy — 3 (,Uf + 9) Tik 6jl + (,Uf + 9) Skl rij + (,uf + 9) Iy; 6kl +
(,uf + 9) ékl Tim Tmyj -+ (/Lf -+ 9) Tim I'myj 6kl] (D52)

Combinando los términos de la ec.(D.52)

8n§3_ 1

B~ B
3 (,Lbf + 6) Igagl +3 (/JJf + 9) Skl Tim Tmj — 3 (/Lf + 9) (6zk Iy + Tk 5”)} (D53)

(Mf + 9) 7‘2 6kl 61']' + 66kl 197 + (/Lf + 9) 2rkl 5ij+

Finalmente se obtiene

ond. 1 r2 9
. A 9) — Ok 0sj + 20145 9) = 14 84
d0yy P2 (1 +9) 3 "M i+ 28ury + (uy +9) 3 Th 5+

(p1y +6) Izc'ljelgl + (1 +9) 8k Tim Ty — (g +9) Sty + 1 8y)]  (D.54)

on’ L+ 9) P o141 iy +9) 2T @1+ (uy +6) T+
— = = |- — r -r
(,Uf +9) 1®r-r— (,uf —|—9) (67,k Iy + Ik 61]‘) gi ®§j ®§k ®§l] (D55)

D.3. Analisis termodindmico de la ley de flujo no asocia-

da adoptada

En el Anexo C.1 se muestra que la termodinamica impone que la funcién de disipacion
plastica DP debe ser positiva. Esta condiciéon también debe cumplirse para reglas de flujo
no asociadas pues de lo contrario se estaria generando energia en el proceso de disipacion
plastica y se violaria la Desigualdad de Clausius-Duhem. Si se define a la funcion de disipacion

plastica como
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D'=0:¢, (D.56)

Entonces, se debe cumplir que

0:¢,>0 (D.57)

La evolucion de la deformacion plastica viene dada por una regla de flujo con asociatividad

deviatorica y no asociatividad volumétrica definida por
g = Am=\(m’+31) (D.58)

d . L. . . .
donde m? = ﬁ es un tensor de segundo orden deviatorico unitario y 5 = —sin (¢)) es un
n

parametro de dilatancia que constituye la componente de no asociatividad volumétrica.
Reemplazando la ec.(D.58) en la ec.(D.57) se tiene
s:Am?+pA3 >0 (D.59)

Por lo tanto, se llega a la siguiente condicion

d

g2 pmd (D.60)
p
La cual se puede reescribir de la siguiente manera
¥ < arcsin (r : m?) (D.61)
Teniendo en cuenta que
r:m’ = |r|| |m?|| cos (¢) (D.62)
donde ¢ es el angulo entre r y m?.
Dado que ||r|| =7 es la oblicuidad y |[m?|| = 1, la ec.(D.63) se puede reescribir como
r:m? =7 cos(p) (D.63)
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Como el valor ¢ no puede superar al méximo valor del &ngulo de Lode § = 60° y la oblicuidad

no puede ser mayor que el el valor umbral ry;,, = v/2, entonces

1
(r: md)max = 7 (D.64)

Por lo tanto la condicion sobre el dngulo de dilatancia ¢ dada por la ec.(D.61) se reescribe

Cco1mo

Y < 45° (D.65)

Es decir, para valores del angulo de dilatancia menores que 45° la regla de flujo no asociada
dada por la ec.(D.58) no viola la Desigualdad de Clausius-Duhem.

Debido a que los dngulos de dilatancia calculados con la ec.(2.18) se encuentran muy por
debajo de la condicion impuesta por la ec.(D.65) (ver Seccion 2.4.5 Fig.2.7) la regla de flujo

adoptada es termodindmicamente consistente.

D.4. Mobdulo intrinseco de endurecimiento/ablandamiento

En este Anexo se deduce la expresion del moédulo intrinseco de endurecimiento/ablandamiento
para el modelo constitutivo elastoplastico local planteado en la Seccion (5.6).

La condicién de consistencia para este caso viene dada por

T ae O g 0 (D.66)
donde iy viene dado por
. Oup 0 (O . O .
el Bt Bt - D.
s = 52 aw(aeoe()*app (D.67)

Si se reemplaza la ec.(D.67) en la ec.(D.66), se tiene

. 8Ff . aFf auf a(;5 81/1 . 81/1 .
F = — - e — = D
'™ 9o ot Opy 0@ O \ Deg ot dp P ! (D.68)
donde
ory
8/,Lf - J2r J3r 1 (D69)
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Ong

9 = 16 sec® (¢) tan (¢) (D.70)

g—i =1 (D.71)

g—i Y Dri—: + ﬁ In () (D.72)
g—f - —Dr?’;; (D.73)
éo=—(1+ep) el =—(1L+e) \f (D.74)
p=-3Ké =-3K\p (D.75)

Reemplazando las ecs.(D.69)-(D.75) en la ec.(D.68) se obtiene

Fy = % 6+ A (Jar — Jar — 1) 16 sec? (¢) tan (¢) B [(2,5 Dr3—
3° 3°
———m (x)) (1+ep) + BKDTE} (D.76)

Por lo tanto, se define al modulo intrinseco de endurecimiento/ablandamiento H como

H = 16sec’® (¢) tan (¢) B {(2,5 D, yo_ 5 In (X)) (1+eo) + SKDT% (D.77)

€o €maz — Cmin

En la Fig.D.1 se grafican los valores posibles del médulo de endurecimiento/ablandamiento
para distintas densidades relativas en funciéon de la presion, se observa que la respuesta
de H depende fuertemente de la presion, una arena medianamente densa (H < 0) puede
comportarse como una arena suelta (H > 0) para ciertos valores de presion. Es decir una
arena densa puede presentar ablandamiento o endurecimento dependiendo de la presion a la

que este somentida.
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Figura D.1: Gréfico del moédulo de endurecimiento/ablandamiento en funcion de la presion.

D.5. Operador elastoplastico algoritmico. Funcién de fluen-
cia de Matsuoka-Nakai

En este Anexo se deduce el operador elastoplastico consistente con el algoritmo de retorno
propuesto para el caso de plasticidad con endurecimiento/ablandamiento. Luego se reduce
la expresion de este operador al caso de plasticidad perfecta.

Se parte de la ecuacién constitutiva

"o =C,.: ("e—"g,) (D.78)

Como

e, = "g, + A" 'm (D.79)

Entonces la ec.(D.78) se puede escribir como

"o =C,: "le—-C,: "g, — Ce: A" m (D.80)

Ahora se diferencia la ec.(D.80)
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"Hgg = C,: "de — C, 1 (A" m + A" dm) (D.81)

El diferencial del tensor direccion de flujo plastico se puede hallar como

om
= — D.&2
dm 5o do (D.82)

Como m = m? + 31, entonces

Oom om? 097
8_0‘_ 9o +a—0_®1 (D.83)

Para calcular la derivada del parametro de dilatancia respecto a o, se tienen en cuenta las
ecs.(2.18) y (5.73), entonces

o o
39 — O (¥) 9o
Dult ap
= -3°D, — —
cos v) |30, 2L
= —cos(¢) 3°D, % 1 (D.84)
Teniendo en cuenta que m¢ = HEZH , se deduce la derivada 88—“5 de la siguiente manera
AL TRl L . d
Om — Jdo oo — 1 On _md®aHn H (D 85)
o ||nd||2 |Ind|| | 0o Jdo '

donde

antl| o v W S SR

_ Y d.pd) — = — (n?: n? D.8&6

do ao< " “) 2Hnd\|80'(n u) (D-86)

La derivada a% (nd : nd) se calcula como
and and and
— (pnd pnd) = Y pd d ~ 7% _9pd — Y D.87
0o (n” n”) doy * Y 0oy iy 00k ( )

Entonces, la ec.(D.87) se escribe como
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dn?|  n? on? , On

= : = i D.88
g |ni| 90 9o (D-88)
Reemplazando la ec.(D.88) en la ec.(D.85) se obtiene
Om? 1 [On? d g On? 1 on?
= ; — | =—— [I—-m? . —— D.89
9o~ T |90 ™ 8™ Gy | = ey L @MY 50 (D-89)
Entonces la derivada del tensor direccion de flujo pléastico se escribe como
Om 1 on? Dult
—=——[I-m'@m’ : — - 3°D, =—1®1 D.90
9o~ oy LM @m] F o —cos() 3D 50 @ (D-90)

Se observa que la ec.(D.90) define a un tensor de cuarto orden al cual se lo denomina Tensor

Hessiano de cuarto orden y se lo denota por

an—i—lm
e = D.91
P (D.91)
Por lo tanto, la ec.(D.81) se reescribe de la siguiente manera
"do=C,: "de —C.: d\""'m + \C,: "T'E: "o (D.92)

Rearreglando la ec.(D.92), la forma diferencial de la ecuacion constitutiva esta dada por

-1

"o = [CP+AME] T (" de — dA " 'm) (D.93)

donde [C;! + )\”“E]_l = "LC? es el tensor constitutivo eldstico de cuarto orden modifica-
do.
Para hallar el diferencial del multiplicador pléstico se desarrolla el diferencial de primer

orden de la condicién de consistencia incremental "' F; = 0, dada por

n+1 _ . n+l f n+l
an+1F
— n+1 C* . n+1d . d)\n—l-l f n+1d — D94
n o € m) + R i ( )
donde % viene dada por la ec.(D.69) y
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O 9000 Oy 99 0
pf = 90 0w860d60+ 96 U 8pdp (D.95)

En la ec.(D.95) se omite por simplicidad el superindice "+ (e).
Las derivadas de la ec.(D.95) se hallaron en el Anexo D.4 y vienen dadas por las ecs.(5.13),

(5.14), (D.72) y (D.73). El diferencial de la relacién de vacios viene dado por

deg = — (1 + eg) dA B (D.96)

y el diferencial de la presion viene dado por

dp = —3K d\ B (D.97)

Entonces, la ec.(D.95) se puede escribir como

dpy = HdA (D.98)
donde H es el modulo de endurecimiento/ablandamiento dado por (ver Anexo D.4)

H = 16sec’ (¢) tan (¢) 8 {(2,5 D, A In (X)) (1+eo) + 3KDT% (D.99)

€o €maz — Cmin

Reemplazando las ecs.(D.103), (D.69) y (D.98) en la ec.(D.94) y haciendo algo de élgebra se

obtiene
"MAdFp =" CL: "lde —dN [T C "m— (Jo — J5, — 1) H] =0 (D.100)

Por lo tanto, d\ viene dado por

ln o G e

d\ =
Hn: Cr:omtim = (Jor — Ja — 1) H

(D.101)

Reemplazando la ec.(D.101) en la ec.(D.103) y sacando factor comin "*!de, se obtiene

n—i—ldo_ — C* o CZ : n+1m ® n+1n : CZ
¢ n+1l’l : CZ . "+1m — (er — J3r — 1) H

" (D.102)
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CcOomo

8n+1 o

. n+1

n+1d0. —

Se deduce que el operador elastoplastico algoritmico viene dado por

A n-+1 * . n+l n+1 . *
1 G A C:: ma "'n: C}
ep —

ortle ¢ nHln: Crintlm — (Jy — Jy — 1) H

Para el caso de plasticidad perfecta la expresion anterior se reduce a

an—i—lo. C* . n+1m® n+1n . C:

A
n+1 o _ * e
C =Cl - o
: e - m

P Pntlg

donde para este caso

C;=[C;t+amE]

' on“
" Jo

n+lep

[l
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