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1.Introduccion



1.1.Introduccioén al Trabajo de Tesis

En la actualidad los problemas de ingenieria relacionados con el disefio de
tuneles son catalogados como ~ obras de alta complejidad . La Ingenieria Civil fue
desarrollando a lo largo de la historia diferentes formas para poder encontrar las
soluciones apropiadas. Los primeros estudios fueron los realizados por Kirsch y luego
Pender, que resuelven diferentes modelos de tuneles de geometria sencilla
construidos en una unica etapa. Estos modelos pretenden materializar, para una
seccion de tunel estandar, los diferentes estados de deformaciones y tensiones que
se generan en el perfil del terreno una vez abierta la cavidad. Estos modelos
manifiestan las siguientes limitaciones:

1.1.a- Unicamente se pueden resolver geometrias sencillas de la cavidad (tuneles
circulares, ovalados, semicirculares.).

1.1.b- No es posible encontrar los diferentes estados de tensiones y deformaciones de
un tunel construido por etapas parciales.

1.1.c- Requiere un trabajo matematico muy prolongado basado en la teoria
matematica de la elasticidad.

Luego surgieron estudios que relacionaban la interaccion del suelo con la
estructura de sostenimiento simulando la rigidez del suelo con resortes colocados
alrededor de la cavidad y finalmente, gracias a la evolucion de los ordenadores,
comenzaron a tomar importancia los métodos numéricos. Entre los métodos de interés
se presentara el Método de Elementos Finitos (MEF); del cual se manifiestan las
siguientes ventajas:

1.1.d- Abordar la construccién de tuneles con cualquier geometria.
1.1.e- Resolver los problemas de la construccién de tuneles en etapas parciales.
1.1.f- Materializar de forma mas exacta el perfil geoldgico del terreno.

En esta Tesis se quiere presentar un paso mas en esta cadena por encontrar
soluciones a los problemas de ingenieria relacionados con el disefio de tuneles, esto
consiste en imponer en el contorno de la malla de Elementos Finitos (MEF) una
condicion de borde elastica que simule el simiespacio infinito del suelo, lo propuesto
se lograra mediante la utilizacion de los elementos finitos infinitos (EFI), propuestos
originalmente por Bettes. (Ver Figura. 1.1.1). La ventaja de la utilizaciéon de estos
elementos infinitos es contemplar al perfil geolégico del suelo como un simiespacio de
dominio infinito y reducir la cantidad de elementos finitos utilizados.
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Figura 1.1.1
1.1.1.Tema

El tema de la tesis es resolver algunos de los problemas de ingenieria
relacionados con el disefio de tuneles mediante simulaciones numéricas, utilizando el
método de Elementos finitos (MEF) y los Elementos finitos Infinitos (EFI).
1.1.2.0bjetivos

En funcion del tema propuesto se plantea para ésta tesis dar soluciéon a las
siguientes cuestiones Numéricas, Geotécnicas y de Aplicacion (Ver 2. Planteo) las
cuales no son abordables utilizando el Método Clasico.

Cuestiones Numéricas:

1.1.g. Resolver por el Método de Elementos Finitos (MEF) en régimen elastico lineal
los estados planos de deformacion. (Ver Anexos A1,A2,A3 y A4)

1.1.i. Utilizar el método de elementos finitos infinitos (EFI) con el fin de simular el
simiespacio infinito del suelo. (Ver 2.3)

Cuestiones Geotécnicas:

1.1.j. Resolver la interaccidn suelo-estructura para las Etapas Parciales de
Construccién (EPC) de un tunel. (Ver 2.1)

1.1.m. Contemplar el estado tridimensional del tunel en un estado plano de
deformacion mediante la Implementacion del * Método Beta ~. (Ver 2.4)

Cuestiones de Aplicacion:
1.1.k. Desarrollar un programa de computacion, llamado ~ Tuneles ~, que resuelva las

cuestiones Numéricas y geotécnicas mencionadas; y que posea una sencilla
implementacion . (Ver 2.2)



1.2.Teoria Clasica de Obras Subterraneas
1.2.1.Descripcion del proceso tenso-deformacional

Desde un punto de vista estructural, el tunel es una cavidad abierta en un
macizo, previamente tensionado sometido a un campo de tensiones, resultante en
general de condiciones geoldgicas o de acciones externas preexistentes y que debera
preverse su evolucion. El macizo es un cuerpo con ciertas ecuaciones constitutivas y
con una forma dada, dentro de un campo de fuerzas (el gravitacional), sometido a un
estado previo tenso-deformacional. EIl contorno tedrico del tunel era, antes de su
apertura, una superficie cerrada S que delimitaba un dominio D y sobre el cual
existian unas ciertas tensiones internas sigma. Al abrir el hueco del tunel se producen
los siguientes efectos: Se modifica la conexidén del espacio, eliminando el dominio D y
creando el contorno S. Se anulan las tensiones sobre S proveniente del dominio D y
el macizo deja de estar en equilibrio en el contorno S. EIl desequilibrio producido
sobre S se relaja, modificandose el estado tensional. La modificacion se propaga
hacia el interior del macizo. Las ecuaciones de equilibrio interno de tensiones y de
compatibilidad de deformaciones se verifican en todo momento. De acuerdo con las
ecuaciones constitutivas se producen unos corrimientos en correspondencia con los
cambios de tensién. La superficie S converge hacia una superficie S’ que delimita un
nuevo dominio D’.(Ver Figura 1.2.1)

Figura 1.2.1

Pueden suceder dos casos:

1.2.a. El proceso de corrimientos es estable. Se llega a una superficie de contorno
final S’.

1.2.b. El proceso de corrimientos no es estable. Los corrimientos crecen hasta anular
el dominio D’ (transformado del D).

En el primer caso el tunel es naturalmente estable. En el segundo caso se
introduce una accion que haga estable el proceso. o sea que los corrimientos siguen
aumentando al principio. La estructura E comienza a deformarse de acuerdo con los
nuevos incrementos de delta(vector corrimiento), en la interfaz S’ aparecen tensiones
que crecen con los incrementos de delta con lo cual se llega asi a un estado final en el
que el macizo, con su contorno final S’ y las tensiones sobre él, esta en equilibrio con
sus deformaciones compatibilizadas. En algunos casos, el material es tal, por su
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anisotropia, su resistencia o su deformabilidad, que pueden formarse zonas de rotura
en que dejen de verificarse las ecuaciones de compatibilidad que junto con las de
equilibrio interno rigen el fenébmeno.(Ver Figura. 1.2.2)

!

o

Figura 1.2.2

Z

1.2.2.Supuestos basicos de los modelos matematicos clasicos para obras de
tuneleria

Las consideraciones a tener en cuenta en los modelos matematicos
tradicionales, son las enumeradas en el siguiente listado:

- Se considerara al tunel lo suficientemente largo, como para que se pueda
admitir que las secciones alejadas de los extremos estan en deformacion plana
y que por lo tanto se pueden estudiar con un analisis bidimensional.

- El estado inicial de tensiones es conocido con gran incertidumbre.

- El analisis teorico del proceso de deformacién es muy complejo y para llegar a
resultados es necesario introducir simplificaciones drasticas mediante modelos
tedricos muy simples de los procesos de apertura de la excavacion. Estos
modelos simulan etapas de excavacion y la influencia de cada una de las
etapas sobre las ecuaciones constitutivas del material.

1.2.3.Descripcion del Macizo Elastico

Los estados de tensiones que se dan en el macizo son determinados mediante
las ecuaciones elasticas de la mecanica del continuo. El macizo elastico puede ser
descripto mediante la teoria de la matematica de la elasticidad o usando métodos
numeéricos. Los materiales del macizo que se tienen en cuenta son materiales
definidos en un simiespacio elastico isétropo, homogéneo o heterogéneos. Existen
soluciones que resuelven el problema de la matematica de la elasticidad para algunos
casos concretos en el disefio de tuneles, como por ejemplo los estudios realizados por
Kirsch. (Ver 1.2.4.1)
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1.2.4.Presentacion de modelos matematicos y métodos clasicos

1.2.4.1.Modelo matematico de Kirsch

Suponiendo un medio elastico isétropo y | | U |
homogéneo, y considerando un sistema plano de S SR — —
deformaciones, podemos calcular las tensiones, | |7 ] "Emu gar\m St

segun la figura de la derecha. EIl primer paso
sera definir el parametro KO (ec.1. 2.1).que
relaciona las tensiones verticales con las
tensiones horizontales.

nu

: j@uur“ht@ﬁ‘(
5|gmo.

= (ec. 1.2.1).

Finalmente las tensiones %70 quedan | L o7 ST v =
detalladas segun las (ec. 1.2.2), (ec. 1.2.3).y (ec. Fig. 4.1
1.2.4).

2 2 4
or(r.0) = S KD -2 _Oh(=K0) ,_ 4% +3.%).cos(2.0)) (ec. 1.2.2)
2 r 2 r r
2 4
o0(r.0) = (21 KO +5) LORAZKO) ), 3.50).c0s(2.6)) (ec. 1.2.3)
2 r 2 r
a4 a*
7,,(r,0) = M 1+ +2.4 3, —) sin(2.0) (ec.1.2.4)
I"

1.2.4.2.Modelo matematico de Pender

Utilizando este método podriamos calcular los desplazamientos de la cavidad si
el sistema se comportase como un solido continuo elastico is6tropo y homogéneo,
teniendo en cuenta un sistema plano de deformaciones. Las ecuaciones (ec. 1.2.5),
(ec. 1.2.6) describen los desplazamientos horizontales y verticales del modelo
propuesto.

Horidr,0) =14~ KO) (T Y, "—j) (-2 +“—j))sm(2.¢9) Oha (oc. 1.2.5)
a r r a r r
Vert(r,0) = (1— z*).((1+ K0).(_ + —) (1- K0). (— + —3 +44 ) cos(2.0)) 2 ")
a
— 1+ 2).((1+ KO). (— ——) +(1+KO0). (— ——) cos(2.0)) 214 (ec. 1.2.6)




1.2.5.Sistema terreno revestimiento
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Excavar una galeria significa eliminar un nucleo de roca o suelo que de no ser
propiamente estable (Ver 1.2.b), el equilibrio se lograra con la introduccién de una
estructura de sostenimiento. Durante esta operacion la cavidad tiende a cerrarse, las
deformaciones finales del macizo y la estructura de sostenimiento dependeran de la
posicion que tenga el portico dentro del tunel, la rigidez del mismo y el tiempo que
haya transcurrido antes de su construccion. En la figura siguiente.(Ver Figura. 1.2.3)
se muestra como la deformacién radial que se inicia por delante del frente de
excavacion va aumentando con la distancia al mismo. Las rocas o suelos, pueden
tener en parte un comportamiento reoldgico, las deformaciones de un tunel no
revestido continuan también un cierto tiempo después de la excavaciéon y el tiempo

que dura este fendmeno es muy variable.

evalucion de la deformacion radial en un fumel

Segun avanze Lo excovaclon,

_ Deformocion moteriol elostico
—_—— Defarmaclon materlal elasto-plastlica

Figura 1.2.3

Comportomieta

elostlco

—
ro elastico

[

.l
preslon de estobllzaclon  Fl
@ coracteristica elostlca

@ coracteristicas elostoplasticas estable

@ coracieristicas elastoplastica Inestakle

Figura 1.2.4

Una estructura de wuna
cavidad subterranea estara
solicitada por la presion del
macizo cuando:

1- Haya sido colocado en
la proximidad inmediata del
frente de excavacion. (Ver
Figura. 1.2.3)

2- Por efectos reoldgicos
del macizo.

Para comprender el fendmeno de interaccion es conveniente considerar las
lineas caracteristicas de la cavidad y de la estructura de sostenimiento. Los diferentes
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comportamientos de las deformaciones del macizo, elastico, elasto plastico estable o
elasto plastico inestable se pueden ver en la Figura. 1.2.4.

En la Figura. 1.2.5 se representan las deformaciones (Delta) del contorno de
un tunel en funcion de la Presion interior (Pi), segun las lineas caracteristicas de la
cavidad para diferentes materiales que poseen un incremento de las deformaciones

con el tiempo (Reologia).

delto
r 3

Comportomieto

slastico

o eloastico

preslon de establlzoaclon Pl

deformociones poro terrenos
o reologio v plosticidad

Figura 1.2.5

El punto de cruce de las dos lineas caracteristicas, tunel — revestimiento, (Ver
Figura. 1.2.6) sera el punto de equilibrio del sistema y definira la deformacion y la
presion sobre la estructura de sostenimiento.

delto
&

=41 Compor tamieto

no elastica | elastico

-

@
&

presion de estaklllzaclion Fl
revestimlento slmple

revestimiento rigidizodo posterirmente

Figura 1.2.6
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1.3.Modelos numéricos
1.3.1.Modelos para el diseiio de tuneles construidos por etapas.

A continuacion vamos a presentar dos posibles métodos numéricos de calculo
para un tunel construido en etapas; uno, desarrollando una simulacion en una unica
etapa que representaria el estado definitivo de la obra; (Ver 1.3.a.) y un segundo,
desarrollando simulaciones en etapas sucesivas cada una de ellas en coincidencia
con las etapas constructivas. (Ver 1.3.b.) Se pretende demostrar que para un tunel
construido en etapas, debe calcularse en etapas sucesivas.

1.3.a. El desarrollo en una unica etapa podria calcularse de la siguiente manera:

/>

=
-

Unica Etapa

KcUc=Fec
Kc = rigidez del sistema final
U ¢ =desplazamiento del sistema final

Los desplazamientos, segun el Desarrollo en una unica Etapa serian:

Uc=Kc ' Fc
1.3.b. El desarrollo por Etapas Sucesivas seria como sigue:

Etapa Inicial (1): En esta etapa del proyecto se simula un corte del perfil del terreno
seleccionado donde se construira el futuro tunel.

Etapa intermedia o etapas intermedias (n): Se genera una primera (luego una
segunda, etc.) cavidad o tunel en el perfil del terreno.

Etapa final (f): Para esta etapa se genera el perfil del estado definitivo de la obra.
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Etapa n Etapa f

KU, =F. K, U;=F,
K= rigidez 1 K, = rigidez etapa n Ef =rigidez etapa f
U, =vect. despl. etapa 1 U, =despl. etapa n Uf =despl. etapa f

donde se deduce que el desplazamiento total del sistema es:
Ur=U+U,+U; yque
K'#K'#K;/ (ec. 1.3.1)

A modo de mostrar la afirmacidon descripta anteriormente de que el analisis
1.3.a. es distinto al analisis 1.3.b., propondremos por el absurdo la posibilidad de que
el analisis 1.3.a. sea igual al Analisis 1.3.b. Entonces:

Del analisis 1.3.a. se deduce que: K_'.F, = U,

Del analisis 1.3.b.
se deduce que: K, .F,+K,' F,+K;' F, =U,+U,+U,

Entonces si aceptamos la igualdad podriamos escribir:

U =U+U,+U, (ec. 1.3.2)
K '\F. =K' F+K, F +K;F, (ec. 1.3.3)

La primera igualdad podria ser verdadera a priori (ec. 1.3.2). Pero la segunda
igualdad (ec. 1.3.3) es falsa, ya que para que se cumpla la igualdad tendriamos la
necesidad de que las matrices de rigidez de cada una de las etapas parciales sean

iguales, y eso daria por falsa la afirmacién de la (ec. 1.3.1) o sea: K[! # K;' = K. Por

otro lado el desplazamiento calculado en una sola etapa (Ver 1.3.a.) no es igual a la
suma de los desplazamientos previstos en el calculo en varias etapas (Ver 1.3.b.), o
sea: U, #U,+U, +U, . Esto muestra que la forma correcta de abordar el problema de

la construccion de tuneles por etapas parciales corresponde al estudio realizado
segun el desarrollo por etapas sucesivas (Ver 1.3.b.) en correspondencia con las
etapas parciales de construccion.



2.Planteo
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2.1.Calculo por Etapas Sucesivas

2.1.1 Introduccion

La finalidad de la modelacion por etapas sucesivas es la de tener en cuenta los
diferentes estados de tensidén, deformacion, desplazamientos, y diagramas de
caracteristicas que se generan en el suelo y los porticos de sostenimiento, de manera
tal de hacer un correcto dimensionamiento de las estructuras de soporte en funcion de
su etapas parciales de construccion.

2.1.2.Proceso y Desarrollo de un calculo tipo

2.1.2.1. Etapas Parciales de Construccion (EPC)

EPC 1: Apertura de béveda
EPC 2: Recubrimiento de Hormigén Proyectado
EPC 3: Apertura de Hastiales y Banco

2.1.2.2. Etapas Sucesivas de Simulacion (ESS)

ESS 0: Simulacién del perfil geologico del suelo (Figura 2.1.1.A)
ESS 1: Apertura de béveda (Figura 2.1.1.B)

ESS 2: Recubrimiento de hormigdén (Gunitado)

ESS 3: Apertura de hastiales y banco (Figura 2.1.1.C)

Ny PN Ny Ny AN
Figura B Figura C

Figura 2.1.1

N Fig;ra A
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2.1.2.3. Desarrollo de las Etapas Sucesivas de Simulacién (ESS)

ESS 0:

Descripcién de la simulacion del perfil geoldgico del suelo.

te| =]

i
t

| W\
¥
1 | y
| } /
I . Iy 4l
KD L l l ‘ s 4 ”dﬁ
f
Fs | i l ey
| | | l | i T
] |
A\ TN T
| AN } ‘ W s
! =
l l I:l Modoz pertenecientes alas lineas de barde de |a
l l ‘ futura cavidad
| & El Remutados del esfusrzo del elementa gue posse algun nada
[D Sobrecargas permanentes o temporarias perteneciertes alas lingas de horde de la futura cavidad
lIl Simulacion de peso propio del suelo Il Resutados del esfuerzo en los elem entos
Estado de Cargas del Sistema Estado de Resultados
Figura A Figura B

Figura 2.1.2

a. Armado del vector F, a partir de las cargas de peso propio del suelo y las posibles
sobrecargas permanentes y temporarias. (Ver Figura 2.1.2.A)

Armado de la matriz de rigidez del ESS 0 (K, ) a partir de las propiedades mecanicas
de los suelos y la geometria general del dominio.

b. Célculo de los desplazamientos globales mediante el Método de los Elementos
Finitos (MEF): (Ver Figura 2.1.2.B)

U, =K".F, (ec. 2.1.1)

donde:

K~y = Matriz de rigidez global del sistema de la ESS 0.
U, = Vector de desplazamiento global de los nodos del sistema para la ESS 0.

F, = Vector de esfuerzos globales en la ESS 0.
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c. Se guardaran en un vector (£, ) los resultados de los desplazamientos ,calculados

segun el Método de Elementos Finitos (MEF), correspondientes a los nodos de los
elementos que por lo menos posean algun nodo en coincidencia con las lineas de
borde de la futura cavidad (Tunel). Los cuales figuran indicados en la figura anterior.
(Ver Figura. 2.1.2.B)

El vector E, se deberia armar como:

E,= Z [UE(j)e(l..p)n(l.A)x(]..2)] (ec. 2.1.2)

0
Jj=0

donde:
E, =Vector que posee la informacion acerca de la suma de los desplazamientos de

todas las etapas anteriores y la actual de los nodos pertenecientes a los elementos
que poseen por lo menos algun lado coincidente con las lineas de borde de la futura
cavidad (Tunel).

U b iretpmi.axa.2) = DesSplazamiento nodal, siendo los subindices:

E(j)= Representa la variacion de las Etapas Sucesivas de Simulacion (ESS).

e(1..p)= Representa a los elementos que posean por lo menos algun lado en
coincidencia con las lineas de borde de la futura cavidad .

n(1..4)= Simbolizan a los nodos de cada uno de los elementos e(1..p).

X(1..2)= Representan a los grados de libertad de desplazamiento que posee cada
nodo.

Ahora bien, en forma genérica podriamos decir que los desplazamientos serian
proporcionales a los esfuerzos por estar siempre en un modelo elastico lineal. (Ver
Figura. 2.1.3).

U &

-

U, Vector de desplazamiento global para la ESS 0

Figura. 2.1.3
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ESS 1:

Descripcién de la Apertura de boveda.

t

K’] FYI i !

| &Hééé/—-

|:| Fuerzas nulas pertenecientes a los elementos que
simulan aire [ Rigidez =0 III Resultados del esfuerzo del elemento gque posee algun nodo

perenecientes alaslineas de borde de bancoy Hastiales

El Fuerzas que producen un desequilibrio en el macizo
I| Resutados del esfuerzo en los elementos en la ESS 1

araiz de la apertura de la bobeda

Estado de Cargas del Sistema Estado de Resultados
Figura A Figura B
Figura 2.1.4

a. Armado del vector F;, de la siguiente manera:

Flp = lFe(l..p);1(]..4)x(l,.2)J

donde:
F,, = Vector que posee la informacion acerca de los esfuerzos, de la ESS 1 (Etapa

Sucesiva de Simulacion 1), de los nodos pertenecientes a los elementos que poseen
por lo menos algun lado coincidente con las lineas de borde de la cavidad a excavar

en esta etapa.
F;(lu/))n(1“4)x(1“2) = Esfuerzo nodal.

Queremos recordar que los esfuerzos nodales F,; ., 4., |0S obtenemos operando

. . -l
de la siguiente manera: F,, .. 4.0 =K. -E,,-

Donde:
K.' =Es lainversa de la matriz de rigidez de un elemento. (Matriz de 8x8)

E,, =Son las componentes del vector E; (ec. 2.1.2) de los desplazamientos de los
nodos de un elemento determinado.(Vector de 8x1)
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b. Construccion del vector F, a partir del vector F,, en funcion de contemplar los

esfuerzos nodales que se hacen nulos debido a que cambian las rigideces de los
elementos que los contienen.

Este cambio de rigidez en los elementos (que antes simulaban al suelo y ahora
simulan al aire) conlleva un desequilibrio que sera absorbido por el macizo. (Ver
Figura. 2.1.4.A)

Armado de la matriz de rigidez de la ESS 1 (K).

c. Calculo de los desplazamientos globales mediante el Método de los Elementos
Finitos (MEF):

U =K.F, (ec 2.1.3)
donde:

K1 = Matriz de rigidez global del sistema de la ESS 1.
U, =Vector de desplazamiento global de los nodos del sistema para la ESS 1.

F, =Vector de esfuerzo construido a partir de la informacion del vector F, .

Segun el desarrollo anterior podriamos construir el siguiente grafico:

U &

I

I

I

|

: -
F1 Fu F

U, Vector de desplazamiento global parala ESS 0
U, Vector de desplazamiento global parala ESS 1

Figura 2.1.5

d. El vector E, se deberia armar como:
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El = [UE(j)e(l“p)n(1“4)x(1“2) ] (eC- 2.1 .4)

1
J=0

donde:

E, =Vector que posee la informacion acerca de la suma de los desplazamientos de
los nodos de todas las etapas anteriores y la actual, pertenecientes a los elementos
que poseen por lo menos algun lado coincidente con las lineas de borde de la futura
cavidad (Tunel).

ESS 2:
Descripcion del recubrimiento con hormigon proyectado.

a. El vector F, solamente poseera los esfuerzos de peso propios de la estructura de
sostenimiento. La matriz de rigidez de esta etapa se vera afectada por la introduccion
de los elementos de barra que simulan al portico. (X, ).

b. Calculo de los desplazamientos globales mediante el Método de los Elementos
Finitos (MEF):

U, =K :,.F, (ec 2.1.5)

donde:

F, =Vector de esfuerzos construido a partir del peso propio de la estructura de
sostenimiento

K™'» = Matriz de rigidez global del sistema de la ESS 2.

U, = Vector con los resultados de los desplazamientos en coordenadas globales de la
ESS 2.

Nota:
En esta ESS 2, la estructura de sostenimiento, por efecto de su peso propio, al
deformarse, deberia despegarse del terreno, siempre que el coeficiente “4” de la

ESS 1 sea igual a la unidad (Ver 2.4) y no existan efectos de reologia del terreno. Se
quiere hacer notar que este fendmeno no esta tenido en cuenta en el desarrollo de
este trabajo y que lo que efectivamente sucede es que la estructura de sostenimiento
y el suelo trabajan en forma conjunta dada la compatibilidad de deformaciones que
poseen en los nodos que se encuentran en la interfase del Suelo con la estructura.
Ahora bien, desde el punto de vista geotécnico el coeficiente “ #” en ningun proceso
constructivo de tunel es igual a la unidad, y por otro lado las deformaciones que se
introducen en el macizo por efecto de esta compatibilidad en los nodos del pértico y el
suelo son magnitudes despreciables para la ingenieria. (Ver Figura 2.1.6)



U4
Ul — — =&
|
I
- -
U1 K-1 K1 :
-1
U2 1 II‘(2 -
F2 1 Fn F

U, Vector de desplazamiento global para la ESS D
U, Vector de desplazamiento global para la ESS 1
U, Vector de desplazamiento global para la ESS 2

Figura 2.1.6

c. El vector de desplazamiento se deberia armar como:

E, = Z [UE(_/')e(l‘.p)n(ln4)x(1‘.2)] (ec. 2.1.6)

2
j=0

23
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ESS 3:

Descripcion de apertura de hastiales y banco.

| | ‘ T * o 191 I ‘
K, W

4
FE ’ . !

¥
| - |

E
~
ey

™ ¥ t
t
f
T [
by ! ¥
|_ N N ey _| 1 4 1
|:| Fuerzas nulas pertenecientes a los elementas que t LA s A h +
simulan aire { Rigidez =0 4 f : i

Fuerzas que producen un desequilibrio en el macizo
araiz de la aperura de Hastialesy Banco. (Suma de los

esfuerzos de las anteriores E55) [ +] Resultados de los desplazamientos globales ESS 2
Estado de Cargas del Sistema Estado de Resultados
Figura A Figura B
Figura 2.1.7

a. Armamos al vector F;, de la siguiente manera:
F3p = |‘Fe(1.4p)n(l4.4)x(1.42)J

donde:
F,, = Vector que posee la informacién acerca de los esfuerzos, de la ESS 3(Etapa

Sucesiva de Simulacion 3), de los nodos pertenecientes a los elementos que poseen
por lo menos algun lado coincidente con las lineas de borde de la cavidad a excavar
en esta etapa.

F

AL = esfuerzo nodal.

. _ -1
Recordando que Fe(14.p)n(ln4)x(14.2) - Ke 'E2p

Donde:
K_' =Es lainversa de la matriz de rigidez de un elemento. (Matriz de 8x8)

E,, =Son las componentes del vector £, (ec. 2.1.6) de los desplazamientos de los
nodos de un elemento determinado.(Vector de 8x1)



25

b. Construccion del vector F, a partir del vector F;, en funcién de contemplar los

esfuerzos nodales que se hacen nulos debido a que cambian las rigideces de los
elementos que los contienen. (Ver Figura. 2.1.7.A)

Armado de la matriz de rigidez K.

c. Calculo de los desplazamientos globales mediante el Método de los Elementos
Finitos (FEM):

U, =K 5.F, (ec. 2.1.7)
donde:

F, =Vector de esfuerzos construido a partir de la informacion del vector F; .

K™'s = Matriz de rigidez global del sistema de la ESS 3.
U, = Vector con los resultados de desplazamiento en los nodos de los elementos de

suelo de la ESS 3.

En la siguiente figura se aprecian los aportes en el desplazamiento de todas las ESS
asociadas a una rigidez propia de cada etapa. (Ver Figura. 2.1.8)

U 4

UD_ _ = — —
[ -1
u, LS
U3_ o ] K1 |
-1
UQ ] ] II‘(2 -
F:: F1 F3 Fu F

UIJ Vector de desplazamiento global paralaESS 0
U, VYectorde desplazamiento global parala ESS 1
U, Vectorde desplazamiento global parala ESS 2

U, Vectorde desplazamiento global parala ESS 3
Figura. 2.1.8

Nota:

Se considera que el desarrollo hasta esta instancia es suficiente como para
mostrar el procedimiento matematico utilizado en este trabajo. Ahora bien, a modo de
conocer el potencial del programa desarrollado en esta Tesis en un problema
completo y complejo, del calculo de un tunel construido en etapas se recomienda ver
3.2,
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2.1.2.4. Desarrollo de las Etapas Parciales de Construccion (EPC)

EPC 1: Apertura de la Boveda:

Los resultados de los desplazamientos en los nodos de los elementos que
representan al suelo debido a la apertura de la bobeda son los del vector U,
(ec.2.1.3)segun la ESS 1.

Los resultados de los estados de tensiones de los elementos que representan al suelo
seran los siguientes:

o, =C.B.U,, +C,.B.U,

Donde:
o,, =Vector con los estados de tensiones del suelo del elemento “ i “ para la

EPC 1.
C,.B, =Matrices que surgen del calculo por utilizar el Método de Elementos

Finitos que contemplan las propiedades del suelo (Isotropia), y la relacion lineal

de las tensiones con las deformaciones del elemento “ i”.
U,; =Vector que posee los desplazamientos de los nodos de la ESS 0 del

elemento “i “.
U,, =Vector que posee los desplazamientos de los nodos de la ESS 1 del

elemento “i “.

EPC 2: Recubrimiento de Hormigon:

Los resultados de los desplazamientos estaran representados por la suma de los
vectores U, (ec 2.1.3)enlaESS 1y U,(Ver 2.1.5) ESS 2.

Las tensiones en los elementos seran:

o, =C.B.U, +C.B.U  +C, B.U,,

Se quiere hacer notar en esta EPC, y gracias a conocer los desplazamientos de los
nodos de los elementos de barra que simulan a la estructura de sostenimiento, se
obtienen de forma inmediata los diagramas de caracteristicas del mismo.

EPC 3: Apertura de Hastiales y Banco:
Los resultados de los desplazamientos seran la suma de los vectores U, (ec 2.1.3) en

la ESS 1, U,(Ver 2.1.5) ESS 2y U, (Ver 2.1.7) ESS 3.

Las tensiones en los elementos que representan al suelo seran ahora:
o, =C,.B.U,,+C.B.U,+C.B.U,, +C,.B.Uj,,

Finalmente los diagramas de caracteristicas de la estructura de sostenimiento los
obtenemos a partir de la suma de los resultados de desplazamientos en los nodos de
los elementos de barra (Estructura de Sostenimiento), que se produjeron en las ESS 2
y la ESS 3.
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2.2. Implementacién del programa ~ Tuneles ~
2.2.1.Introduccién

Se pretende mostrar el potencial del programa de computacion desarrollado en
esta Tesis. Que empleando una modelacion con el Método de Elementos Finitos
(MEF) y el uso de los Elementos Finitos Infinito (EFI), permite obtener los resultados
de los respectivos estados de tension, deformaciéon y desplazamientos, del macizo; y
los diagramas de caracteristicas de las estructuras de sostenimiento.

Consistentes con la teoria clasica (Ver 3.1) y el programa comercial Plaxis
V.8.0 (Ver 3.2).

2.2.2.Entrada

Los datos de entrada necesarios para la ejecucion del programa se enumeran a
continuacion:

1- Matriz de conectividad de los elementos.
2- Coordenadas globales de los nodos.

3- Matriz de conectividad de los elementos que cambien sus rigideces para cada uno
de los estados.

4- Coordenadas de los nodos de los elementos que cambien sus rigideces para cada
uno de los estados.

2.2.3.Ejecucion del programa ~ Tuneles ~
Una vez abierto el archivo “principal.exe” aparecera la pantalla siguiente:

DISEND DE TUMELES

| TESIS DE GRADO (2004-2005)

| FACULTAD DE NGEMERLS, UNIVERSIDAD DE BUENCS AIRES

DATOS ” RESULTADOS ||

DIRECTOR DE TESIS: Juan . Calg
TESISTA; Juan . Fantara (PADRON: 76852) SALR |

CODIRECTOR DIRECTOR OE TESIS: Alejn 03, Striza

donde:

DATOS: guiara al usuario a incorporar los datos necesarios para resolver el problema
matematico.

SOLUCION: una vez que los datos han sido incorporados se debera comandar esta
instruccion con el fin de ejecutar el programa.
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RESULTADOS: en esta instruccion se veran algunos resultados propios del sistema
numeérico y diferentes errores de aproximacion del modelo armado.

Una vez que se comando la instruccion DATOS, aparece la siguiente pantalla:

DISEND DE TUNELES I
| PARAMETROS MECANICOS DE LOS SUELDS | DATOS RECIBIDOS DEL INPUT
!3&5 E1 [kafcm2) modulo de efasticidad del suglo tipo 1 | 1092 MUMERD DE MODOS

[0000° ET (kavom2) module de elasticidad del suslo tin 1
[75e6 | ET [l 2 il e elesticicend et sk tiao] I
[0 Ef Ikotom@) modul de elssticidad del susko tina 1 [ 33 MODOS DE BORDE
[0 Ef ikfom2) modula de elssticidad del sus tin 1 [
IW Mul [0-0:5) modulo de poisson del susla tipa 1

W Mul [h'—D.E] modulo de poizson del suslo tipo 1

W Mul [0-0.5] modulo de poisgon del suela tipa 1

iﬁ_ i iD-ELE] modulo de poizzon del sueko tipo 1

ID_ Myl [0-0:5]) modulo de poisson del suelo tipo 1

[o7 CANTIDAD DE PUNTOS DE GAUSS [242. 343 444,545 B4B)

[ MUMERO DE ESTADOS GENERZR |
1 VOLVER |

1070 MUMERD DE ELEMEMTOS

a0 ELEMEMTOS DE BORDE

COMFIGURACION DE ESTADOS

El campo "PARAMETROS MECANICOS DE LOS SUELOS", debera
completarse con los parametros de elasticidad y mddulos de Poisson, se pueden
incorporar hasta 5 clases de suelos con diferentes caracteristicas mecanicas. El item
que hace referencia a la cantidad de puntos de Gauss esta en directa relacion con la
cantidad de puntos (2x2 hasta 6x6) de integracién que se estableceran para realizar la
integracion numeérica. Por ultimo en el item que hace referencia al numero de
estados, se introducira la cantidad de estados en que es dividido el problema fisico al
que se desea dar solucion. El campo, " DATOS RECIBIDOS DEL INPUT ~ brinda la
informacion proveniente de la lectura de la entrada (Ver 2.2.2.), haciendo referencia a
los numeros de nodos, elementos, nodos de borde y elementos de borde.

La siguiente instruccién es la de ;" CONFIGURACION DE ESTADOS *, luego
de su ejecucion se vera la siguiente pantalla:

DISENO DE TUMELES

I COMFIGURACION DE ESTADOS

EETAGETS Esmnuzi ESTADOR I

estapos | EsTADOS| Estapos|

estapo7 | Estapos| estapos |

YOLVER |




ESTADO1, por ejemplo, se vera la siguiente pantalla.
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En esta etapa se dispondra la forma de introducir la informacion para cada uno
de los estados que son parte del proceso constructivo. Ejecutando la instruccion:

DISEND DE TUNELES [

| Cargas en nodos | Cargas distibuidas

10_45 Muewva seccion de portico [m2)

10_00?593?5 tomento de inercia de portico (md)

ID MNodo ﬁ— -Elemento desde [numera] |ESTTIF'EAF|GAI
!D Carga  [ka) | 1070 Elemento hasta [numeri] —

EST TIP AGLUERD |
ID Carga v (ka) iD Carga = [ka/m3]
lu Mada !.1 430 Carga y [ka/m3) ,

|1 MUMERD DE ESTADO
iu Carga + (ko] i‘l Material [num de material. 5]
ID Carga v [ka) iu Elemento desde [numera) |'I Estado (1:cargs, 2agujera)
I—D Nods !70 et e merd |-| Cohtarhe:[1:fija, Zinfinita)
ID Carga » (k) iD Caiga x (ka/m3] ln Particas achvas (=4, en, 1,2.3.4]
ID Carga y (ka) !D Carga x [ka/m3] |U Peso prop, & partir de mod.de part.
iu Hodo Iu Material [rum de material:1..5) I'.I_ [0k estadn, Zuline estada)
ID Coan ko) |D Tipo mat-agujero [hum :1..5]
ID Eaine § (o] 100 Beta del material %]
I Incorparacion de mas cantidad de elementos I Cambios de rigidez en modulos de porticos
MODLULD & MODULO C
IEI El ta desde (numera
Sz E ) iD Modula de portica |D Maodula de partica
| Elemerto kb eI .
L SR el ; Mueva seccion de portica (m2) ||3.45 Mugva seccion de portico (m2)
| ‘Hun de material 1.5 : : T | . e
10 HIC/EHG et ) 10_00?593?5 Momento de instcia de portico [md) 10.00?593?5 Momenta de inercia de portica [mé)
MODULD B
!D Modulo de portica

Genern estado

Cancel I

En cada uno de

los diferentes estados podemos

incorporar

cargas

concentradas en los nodos. Campo: "CARGAS EN NODOS", cargas volumétricas de
los elementos. Campo: "CARGAS DISTRIBUIDAS", indicar si queremos trabajar con
semiespacios infinitos del terreno item.: Contorno; indicar el parametro 4 (beta)
caracteristico del porcentaje de carga asociado, Item.: Beta del Material; indicar los
elementos de revestimiento (pérticos, cerchas, etc.) activos en cada estado item.:
Porticos activos; y modificar las rigideces de los elementos de revestimiento en los
diferentes estados . Campo: “CAMBIOS DE RIGIDEZ EN MODULOS DE PORTICOS.

2.2.4.Salida

Los resultados del programa se desarrollan a continuacion:

1-

Genera para cada estado y para cada nodo perteneciente a los posibles portico de
sostenimiento los momentos flexores y esfuerzos normales asociados.

Presenta como resultado los desplazamientos en coordenadas globales, (x,y), con
respecto a los nodos de la malla de elementos finitos.

Presenta como resultado los estados de tensiones en coordenadas globales, (x,y),
con respecto a los nodos de la malla de elementos finitos.
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2.3. Elementos Finitos Infinitos

2.3.1.Introduccién

En muchos problemas de ingenieria y de fisica se presentan dominios infinitos
o semi-infinitos. Un tipico ejemplo es el que corresponde a este trabajo de tesis, el
disefio de los tuneles, donde se describen cambios de rigidez (apertura de una
cavidad) en ciertas zonas del perfil geoldgico, interesa por lo tanto conocer los
estados de desplazamiento, tensiones y deformaciones cercanos a la apertura de la
cavidad. La primera respuesta intuitiva consistira en postular un contorno que
contenga un dominio finito, colocado a una distancia lo suficientemente grande de las
zonas de perturbacion como para que el resultado del modelo sea lo suficientemente
preciso. Esta seria de todos modos, una solucién aproximada.

Ahora bien, la respuesta intuitiva descripta, de llevar este contorno lo
suficientemente lejos, hace necesaria la introduccién de un gran numero de elementos
para modelar regiones de relativamente poco peso en el resultado del analisis. Por
otra parte un contorno de dominio infinito es, sencillamente, imposible de modelar.

Se han propuesto muchos métodos para evitar tales dificultades. En algunos
casos se usan una sucesion de mallas anilladas y se deriva una relacién de
recurrencia, en otros, una solucion analitica de tipo contorno se usa acoplada al
dominio de elementos finitos. Sin embargo el tratamiento mas efectivo es el uso de los
elementos finitos infinitos, (Ver Figura. 2.3.1).desarrollados originalmente por Bettes.
Estos elementos infinitos se acoplan a un dominio de elementos finitos, pero con la
particularidad de poseer dos de sus nodos en el infinito con una condicion de borde
que restringe los grados de libertad de desplazamiento.

Es esencial que la secuencia de funciones de forma introducidas en el dominio
transformado sea completa y capaz de modelar el comportamiento real a medida que
la distancia radial, con respecto a la perturbacion, aumenta. Resulta ventajoso que las
funciones de forma puedan aproximarse a una secuencia de la forma decreciente

- ¢, ¢, C . , .
siguiente: —+—-+—-+.. Donde C;son constantes, y rla distancia Radial desde el
r r r

foco de la perturbacion.

tratamiento =olucion usanco
convencional elementos infiritos

impuesto enun
contome arkitrario

elemento en el infinito
con dos nodos en el infinito

u=0 en s=infinfto S
Figura 2.3.1
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2.3.2.Modelacion de semiespacios infinitos

El programa cuenta con la posibilidad de simular un simiespacio infinito, el
mismo significa que los nodos de borde del dominio (suelo) poseen una condicién de
desplazamiento nulo en el infinito. La incorporaciéon de elementos finitos infinitos
permite utilizar una menor cantidad de elementos, que de lo contrario hubiesen tenido
que usarse para simular un contorno lo suficientemente alejado como para asegurar
que los desplazamientos producidos por la perturbacion no alteren el resultado del
modelo. (Ver Figura. 2.3.2)

DIFEREMTES METODOS DE MODELACION

—]

M

— /i\ ‘. /A /i\. MODEMiNiN%

COMDICION DE BORDE ELASTICA

TTET

TANANAN

s | MODELACION COMN COMDICION DE BORDE FIJAS

Figura 2.3.2
El uso de elementos finitos infinitos tiene dos ventajas:
1- Reduce la cantidad de elementos necesarios para el calculo.

2- Reduce el tiempo de compilacion y ejecucion.

2.3.3.Detalle de Elementos Finitos Infinitos

Para dar una primera aproximacién del funcionamiento numeérico de estos Elementos
Finitos Infinitos (EFI), desarrollaremos un elemento unidireccional representado en la
Figura. 2.3.3.
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elemento i po unidi reccional infinito
x
1 ]
= 1
Hz
LA
X0 r
- - -
: | ! :
o 1 2z noda 3
) . en el indnito
I : : I
= bl =1
1 2 3
L » »
r=-1 =0 =1
Figura 2.3.3

Podemos escribir: X = NO(&).x, + N2(£).x, siendo x;: las coordenadas de los
nodos en el sistema global. Entonces las funciones de forma quedan definidas

como: NO(¢&) = 1_5 Y N2(§):1+1ég cumpliéndose: E=1,X=0,{=0, X =x,

&=-1, X =x,. Ahora bien, si proponemos una funcién de forma polinémica para el
elemento seleccionado de la forma: P=a, +a,.& +a,.£ +a,.&° y usamos una funcidn

., 2.a . -
transformacion  como: x:x0+(§) cuya inversa se puede escribir

como:(le—( 2a donde r=(x-x,) con lo que podemos escribir que: 5:1—2i
X=X, r
Entonces, reemplazando la funcidén de forma NO Y N2 del elemento por otra de forma

B B B

polinomica llegamos a una expresion de la forma: P= g, + —+~—-+-—+... donde
r r

p.son constantes, y r es la distancia que se desarrolla desde el polo hasta el punto
que se desee evaluar. Con el criterio anteriormente nombrado para el armado de las

funciones de transformacién de los elementos infinitos, se observa que solamente se
modifica la matriz jacobiana.

2.3.4.Funciones de forma del elemento infinito bidimensional

Se adoptdé un elemento bidimensional plano de cuatro nodos, dos en
coincidencia con los nodos de la malla de elementos finitos y dos nodos en el infinito.
Ver detalle del elemento: (Ver Figura. 2.3.5)
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Elemento tipo unidirec cional infinito
C 2 ] M1 en elinfinito
& _____ I S _J&
5 ;
¢ !
!
!
5 - — — — - — o B — — — — — — -ﬁl
1 M3 01 M4 en elinfinito
Figura 2.3.5

Podemos escribir las funciones de transformacion como:

X(r,s)=M2r,s).x, + M3(r,s).x,
Y(r,s)=M2r,s).y, + M3(r,s).y,

Donde x,,e y,son las coordenadas de los nodos en el sistema global. Y las funciones
de forma M3(r,s)yM?2(r,s) quedan definidas como:

M3(r,s) = S_F; , M2(r,s) =% , ho escribimos las funciones de forma M1(r,s) y
) )

M4(r,s) ya que no son de interés para el desarrollo del problema.
2.4. Implementacién del método beta

Este método cumple la funcion de contemplar el estado tridimensional del tunel
en un modelo bidimensional.(Ver 1.2.5) Si introducimos una estructura de
sostenimiento lo suficientemente cerca del frente del tunel no registraremos en ese
instante todas las deformaciones del terreno previstas; la estructura puesta en primera
etapa no se encontrara frente a la totalidad de la carga que sera aportada por la
deformacion del terreno porque un porcentaje de ella aparecera en las siguientes
etapas constructivas. Ese porcentaje de carga es el que se cuantifica mediante un
coeficiente llamado beta. Desarrollando el concepto anterior, segun la Figura. 2.3.6.
Una forma posible de sistematizarlo seria:

a) Enla Etapal, solo surgen las cargas propias del suelo.

b) En la siguiente etapa IlI, se genera la primera apertura de forma circular, el
suelo experimenta un 25% de la deformacion total (g = 0.25).
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c) Se introduce la estructura de revestimiento, la cual comenzara a trabajar
resistiendo la deformacion remanente, que no pudo experimentar el suelo en su
etapa anterior. ( = 1-0.25).

DIFEREMTES METODOS DE MODELACION
= <[ <l
I <l I @ <
= <l <

ETAPAL: CARGADE SUELO, BETA1=1 ETAPA I EXCAVACION SUELD, BETAZ=0.25

P> <l

&> @ <l

> <l

ETAPA NI INTROD UCCION DE PORTICO DE CONTENCION, BETAZ=1
¢
Figura 2.3.6

Podriamos expresar matematicamente el concepto anteriormente desarrollado
de la siguiente manera:
Etapa l: K™'/.8.F, =U,,
Donde K;': Matriz de rigidez de la primera etapa.
A1 Coeficiente de desbalanceo de la carga debido a la perturbacién introducida.
F1 % Vector de fuerza generado como condicion de borde de la etapa .

Etapa Il: K'u.((1- B)F, + p,.F,)=U,,,
-1,
Donde X * Matriz de rigidez de la segunda etapa.

P Coeficiente de desbalanceo de la carga debido a la perturbacion introducida.
F,, : Vector de fuerza generado como condicién de borde de la etapa 2.

Etapai: K '.((1-B._)F_ +B.F)=U,,
-1

Donde Xi * Matriz de rigidez de la etapa i.
B “Coeficiente de desbalanceo de la carga debido a la perturbacién introducida.

U Vector de fuerza generado como condicion de borde de la etapa i.



3.Analisis de Resultados
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3.1.Comparacion de resultados con la teoria Clasica

3.1.1.Introduccioén

Con el objeto de avalar los resultados del programa “ Tuneles “, se compararan
con los resultados de modelos matematicos ya conocidos, como los desarrollados por
Kirsch (Ver 1.2.4.1) en el afio 1978 para los estados de tensiones de una cavidad
circular en un medio elastico, y los desarrollados por Pender (Ver 1.2.4.2) el ano
1980, para tener conocimiento de los desplazamientos del terreno una vez abierta la
cavidad.

3.1.2.0bjetivo

Se pretende calcular los errores relativos de los resultados del programa
“Tuneles” con respecto a la teoria Clasica. (Ver tabla 3.1.2, tabla 3.1.4, tabla 3.1.6)

3.1.3.Analisis de Resultados
3.1.3.1.Datos del problema en analisis

Se pretende analizar un problema sencillo abordable y con solucion exacta en
la teoria Clasica, para lo que se adopta una cavidad circular de 4 metros de diametro
con una profundidad desde la superficie hasta el eje del tunel de 10 metros en un
medio elastico isotropo y homogéneo de parametro elasticos (E=300 kg/cm2 y 1 =0.2)

con un peso especifico del suelo de y=1,43 Kg/cm3.



3.1.3.2.Modelos propuestos para el analisis

Modelo 1

Diametro =4m

Profundidad al eje: 10m
E=300kg/cm2 (Modulo de Elasticidad)
4 =0.2 (Modulo de Poisson)

y =1,43kg/cm3 (Peso Unitario del suelo)

Dimensiones del terreno modelado: 8x18m
Numero de elementos:500

Puntos de integracion de gauss:2

h=10m

Modelo 2

Diametro =4m

Profundidad al eje: 10m
E=300kg/cm2

1=0.2

y=1,43kg/cm3

Dimensiones: 20x20m

Numero de elementos:1000
Puntos de integracion de gauss:2
h=10m

Modelo 3

Diametro =4m

Profundidad al eje: 10m
E=300kg/cm2

1=0.2

y =1,43kg/cm3

Dimensiones: 80x80m

Numero de elementos:1500
Puntos de integracion de gauss:2
h=10m

o0

[T JTTIT

[T T TTT

7

20

TN I S 2 T N I |
T TrrrrerT.

B N Y O I

T T TTT 1717

L



38

A modo de poder evaluar y realizar una comparacion entre los modelos se
consideran tres puntos caracteristicos pertenecientes al perfil del terreno de manera
tal de evaluar sus corrimientos y sus estados de tension para cada uno de los
modelos propuestos con condiciones de contorno fijo y con condiciones de contorno
en el infinito. (Ver Figura. 3.1.1)

CONTORNOFIJG CONTORMO INFINITO

Figura 3.1.1
3.1.3.3.Resultados

Los resultados obtenidos del Modelo 1 (Ver 3.1.3.2.) se calcularon para dos
situaciones distintas: una primera con condicion de contorno fija (Ver Figura 3.1.2 y
Figura 3.1.4) y otra con condicion de contorno en el infinito (Ver Figura 3.1.3 y Figura
3.1.5). Los valores numéricos de la primera situacion estan presentados en la tabla
3.1.1 y son los siguientes:

X programa = —2.4cm
y
B orograma = 1.11cm
Siendo:
%o ama = DESPIAZaMiento del punto a sobre el eje global "y” para el modelo 1 segun

el MEF con contorno fijo.

los calculados segun la Teoria Clasica son:
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a =-094cm

pender

y

ﬁpend@r = 25 lcm

Siendo:
o =Desplazamiento del punto « sobre el eje global “y" para el modelo 1 segun la

Teoria Clasica.

pender

Dadas las expresiones anteriores, podemos calcular el error relativo de los resultados
del programa “Tuneles” en relacion a los resultados de la Teoria Clasica, valorizados
en:

Er, =157%

y

Ery =56% (Ver Tabla 3.1.2)
Donde:

Er, = Error Relativo en « para dominios de contorno fijo.

Ahora bien, los resultados del modelo 1, calculados con una condicidon de contorno en
el infinito, (Ver Figura 3.1.1) presentadas en la tabla 3.1.1 son:
=-1,32cm

programa inf inito

y

=1.75¢cm

ﬂ programainf inito

y el Error Relativo calculado en funcion de los resultados segun la Teoria Clasica
valen lo siguiente:

Erl, = 40%

y

Erl , =30% (Ver Tabla 3.1.2)
Donde:

Erl, = Error Relativo en « para dominios de contorno en el infinito.

Haciendo un desarrollo semejante al anterior, ahora en el modelo 2 (Ver 3.1.3.2) los
errores relativos del programa tuneles en relacion a la Teoria Clasica son:



Calculo con contorno fijo (Fig.3.1.6 y Fig. 3.1.8):
Er, =73%
y

Ery =37% (Ver Tabla 3.1.4)
y Calculo con el contorno en el infinito: (Fig.3.1.7 y Fig. 3.1.9)
Erl, =8%

y

Erl; =T7% (Ver Tabla 3.1.4)

y finalmente para el modelo 3 (Ver 3.1.3.2) son:
Calculo con contorno fijo (Fig.3.1.10 y Fig. 3.1.12):
Er, =16%

y

Er, =10% (Ver Tabla 3.1.6)
y Calculo con el contorno en el infinito (Fig.3.1.11 y Fig. 3.1.13):
Erl, =5%

y

Erl , = 4% (Ver Tabla 3.1.6)
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Fig. 3.1.2

Desplazamientos verticales

Contorno Fijo

Fig. 3.1.3

Desplazamientos verticales
Contorno en el Infinito

Fig. 3.1.4

Desplazamientos horizontales

Contorno Fijo

Pos. Desp. y| o, (Kg/m2) Pos. Desp. Y| o, (Kg/m2)
(cm) (cm)
o -2,433 a -1,3213
Yij 1,1227 p 1,751
v -3.34 4 -3.34
Kirsch -3.03 Kirsch -3.03
Pender -0,94 Pender -0,94
(04 a
Pender 2,515 Pender 2,515
p B
Tabla 3.1.1

Fig. 3.1.5

Desplazamientos horizontales
Contorno en el Infinito

Errores relativos segun el Modelo 1

Condicion | posicion |Desp. vertical |Figura |Posicion o, (%) a, (%)
de borde (%)
Fija a 157% 312 y|7 20% 1%
s 56% 3.1.4
Infinita a 40% 313 y|7 2.5% 2.5%
B 30% 3.1.5

Tabla 3.1.2
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Resultados del modelo 2

Fig. 3.1.6

Desplazamientos Verticales
Contorno Fijo

Fig. 3.1.7

Desplazamientos Verticales
Contorno en el Infinito

Pos. Desp. y| o, (Kg/m2) Pos. Desp. y| o, (Kg/m2)
(cm) (cm)
o -1,64 a -1,0238
p 1,58 p 2,3301
v -3.2892 v -3.28
Kirsch -3.03 Kirsch -3.03
Pender -0,94 Pender -0,94
(94 (94
Pender 2,515 Pender 2,515
B B
Tabla 3.1.3

f

Fig. 3.1.8

Desplazamientos horizontales
Contorno Fijo

Fig. 3.1.9

Desplazamientos horizontales
Contorno en el Infinito

Errores relativos segun el Modelo 2

Condicion | posicion |Desp. vertical |Figura |Posicion | o (%) o, (%)

de borde (%)

Fija a 73% 316 y|7” 3.3% 9%
Yo 37% 3.1.8

Infinita a 8% 317 yl|7 0.7% 217%
y/j 7% 3.1.9

Tabla 3.1.4
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Resultados del modelo 3:

Fig. 3.1.10

Desplazamientos Verticales
Contorno Fijo

Fig. 3.1.11

Desplazamientos Verticales
Contorno en el Infinito

Pos. Desp. y| o, (Kg/im2) Pos. Desp. y| o, (Kg/im2)
(cm) (cm)
o -1,0953 a -0,895
p 2,258 p 2,4155
v -3.07345 v -3.1092
Kirsch -3.03 Kirsch -3.03
Pender -0,94 Pender -0,94
(04 (04
Pender 2,515 Pender 2,515
P B
Tabla 3.1.5

Fig. 3.1.12

Desplazamientos horizontales
Contorno Fijo

Fig. 3.1.13

Desplazamientos horizontales
Contorno en el Infinito

Errores relativos segun el Modelo 3

Condicién | posicion |Desp. vertical |Figura |Posicion | o (%) |o,(%)

de borde (%)

Fija a 16% 3.1.10 |7 0.7% 2.74%
y/j 10% y3.1.12

Infinita o 5% 3.1.11 |7 0.73% 1.5%
y/j 4% y3.1.13

Tabla 3.1.6




3.1.4. Conclusiones
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En funcion de los objetivos planteados en 3.1.2, se puede apreciar, segun los tres
modelos calculados (Ver 3.1.3.2), 2 particularidades:

3.1.4.1. Los errores Relativos del modelo 1 (Dominio 8x18m) van disminuyendo
en relacion con el aumento de la dimensién del dominio, Modelos 2y 3

de dimensiones

20x20m y 80x80m

respectivamente; siempre

considerando una misma densidad de elementos finitos.(Ver Tabla

3.1.7)

Errores Relativos en el punto « (Ver Figura 3.1.1)

Contorno fijo

Contorno en el infinito

Modelo 1 157% 40%
Modelo 2 73% 8%
Modelo 3 16% 5%

Ver Tabla 3.1.7

3.1.4.2. Con el fin de comparar los resultados al utilizar dominios de contorno
fijos y dominios de contorno en el infinito, podemos decir que aceptando al modelo
2 con contorno infinito y al modelo 3 con contorno fijjo como resultados
satisfactorios, debido a sus bajos errores relativos, apreciamos que el esfuerzo
Computacional del modelo 2 es menor que el del modelo 3 y se basa en lo

siguiente:

Menor cantidad de elementos finitos.

Reduccion del tiempo de ejecucion del programa.

Reduccion de errores de redondeo, errores de discretizacion, y errores de

condicionamiento de la matriz.
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3.2.Comparacion de resultados con el programa Plaxis

3.2.1.Introduccioén

Con la intencion de analizar el comportamiento del programa “tuneles”, en el
disefio de un tunel construido en etapas parciales, y frente a la imposibilidad de utilizar
el método Clasico (Kirsch Ver 1.2.4.1 y Pender Ver 1.2.4.2) para calcularlo; se opto
por la comparacion de los resultados con un programa comercial capaz de resolver
tuneles planteados en etapas sucesivas llamado Plaxis V8.0.

3.2.2. Objetivo

Se pretende como objetivo calcular los errores relativos de los resultados del
programa “ Tuneles ” con respecto al programa comercial Plaxis. (Ver Tabla 3.2.4 y
Tabla 3.2.5)

3.2.3. Analisis de Resultados
3.2.3.1. Modelo Fisico

La geometria de la seccion analizada se presenta en el plano, en el siguiente
esquema.(Ver Figura 3.2.1)

5.845
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e
Maxima seccién de bocina
(corte D-D)
[@N]
>
(v @]
[@N]
5 Lo
- «©
N
M
M~ ~—
i'i N O N
S M

14.44

Figura 3.2.1



3.2.3.2. Modelo Numérico
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Se ejecutd un modelo numérico bidimensional de la seccion transversal, con la
malla de elementos finitos que se muestra en las siguientes figuras. (Ver Figuras

3.2.2 y Figura 3.2.3)

Malla de elementos finitos en el inicio del analisis utilizando el programa

“Taneles”

Figura 3.2.2

Malla de elementos finitos en el inicio del anadlisis utilizando el programa Plaxis

V 8.0.

NIV

VY VYV YV

YUYV

Figura 3.2.3

3.2.3.3. Etapas Parciales de Construccion (EPC)

EPC 1(Etapa Parcial de Construccion 1): Estado Inicial.

EPC 2: Apertura de boveda.
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EPC 3: Se realiza en la boveda una estructura de sostenimiento en primera etapa
mediante un Gunitado de 20cm de espesor.

EPC 4: Se complementa el Gunitado anterior hasta llegar a 45cm de espesor.
EPC 5: Apertura de banco.

EPC 6: Apertura de Hastial y construccion de la estructura de fundacion izquierda.
EPC 7: Apertura de Hastial y construccion de la estructura de fundacion derecha.
3.2.3.4. Etapas Sucesivas de Simulacion (ESS)

ESS 1 (Etapa Sucesiva de Simulacién 1): Se simula las cargas de peso propio del
suelo y una sobrecarga superficial de 11,6Kpa, con un factor g =1(Ver 2.4) (Figura
3.2.3).

ESS 2: Se simula la apertura de la boveda con 3,=0.25 (Figura 3.2.4).

ESS 3: Simulacién de la estructura de sostenimiento en primera etapa, Hormigén
proyectado de 20cm de espesor., con f,=1. (Figura 3.2.5).

ESS 4: Se modela la construccion del pértico en segunda etapa, completando su
espesor hasta 45cm. con g,=1. (Figura 3.2.6).

ESS 5: Simulacion de la Apertura del Banco, con g,=1. (Figura 3.2.7).

ESS 6: Simulacion de la apertura del Hastial y estructura de fundacion izquierda, con
ps=1. (Figura 3.2.8).

ESS 7: Simulacién de la apertura del Hastial y estructura de fundacion derecha con
p,=1. (Figura 3.2.9).

VANV

Figura 3.2.4. ESS 2: Apertura de béveda Se aplico
el 25% de la carga del paso ( S =0.25)



Figura 3.2.5. ESS 3:Hormigén
proyectado de espesor 20 cm.

D

Figura 3.2.7. ESS 5: Apertura
de banco
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Figura 3.2.6. ESS 4: Incremento
De gunitado hasta 45cm

B

Figura 3.2.8. ESS 6:Apertura de
hastial y estructura de fundacion
izquierda

Figura 3.2.9. ESS 7:Apertura de hastial
y estructura de fundacién derecha



3.2.3.5. Parametros de entrada

Los parametros utilizados como entrada para

(Ver Tabla 3.2.1):
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ambos programas son los siguientes

Parametros mecanicos de los Suelos
Nomenclatura Observaciones
Cota 0-80m{B.0-25m
Y KN/m® [19 20 Peso unitario
Y sat KN/m?® [19 20 Peso unitario saturado
K m/sec |1.00E-06 [1.00E-06 Permeabilidad global
c' KPa [35 55 Cohesioén efectiva
¢ grados|28 30 Friccién efectiva
Modulo de Elasticidad de referencia
Eso ref MPa [30 75 al 50%
Modulo de Elasticidad de referencia
Eur ref MPa [100 250 en descarga
H - 0.20 0.20 Maodulo de Poisson
R¢ - 0.90 0.95 Relacién de falla

3.2.3.6.Resultados informados

Tabla 3.2.1

3.2.3.6.1. Resultados de las ESS (Etapas Sucesivas de Simulacion) segun
“Tuneles "y Plaxis.

ESS 1 (Etapa Sucesiva de Simulacién 1): Se simula las cargas de peso propio del
suelo y una sobrecarga superficial de 11,6Kpa, con un factor f,=1. Los resultados
de los desplazamientos del macizo se muestran en la Figura 3.2.10.

Figura 3.2.10.
Desplazamiento vertical
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ESS 2: Se simula la apertura de la boveda con £,=0.25. Siendo los resultados de
los desplazamientos del programa Tuneles, los de la Figura 3.2.11.

Figura 3.2.11. Despl. vertical
Punto S: -8mm

ESS 3: Simulacion de estructura de sostenimiento en primera etapa, Hormigon
proyectado de 20cm de espesor, con f,=1. . Siendo los resultados de los
desplazamientos del programa Tuneles, los de la Figura 3.2.12. y los resultados de

los esfuerzos sobre la estructura de sostenimiento presentados en la Figura 3.2.13. y
los resultados segun el Plaxis en la Figura 3.2.14.

Figura 3.2.12. Despl. vertical
Punto S: -15mm
Acumulado S: -23mm

Diagrama de esfuerzo Normal Diagrama de Momento Flexor
Punto A: 980Kn Punto A: +29Knm
Punto S: -11Knm

Figura 3.2.13.
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Diagrama de esfuerzo Normal Diagrama de Momento Flexor
Punto A: 864Kn Punto A: 23Knm
Punto S: -8Knm
Figura 3.2.14.

ESS 4: Se modela la construccion del pértico en segunda etapa, completando su
espesor hasta 45cm. con f,=1. Siendo los resultados de los desplazamientos del
programa Tuneles, los de la Figura 3.2.15. , los esfuerzos sobre la estructura de
sostenimiento presentados en la Figura 3.2.16 y los resultados segun el Plaxis en la
Figura 3.2.17.

Figura 3.2.15. Despl. vertical
—  Punto S: -0.01mm
Acumulado S: -23mm

N Y

Diagrama de esfuerzo Normal Diagrama de Momento Flexor

Punto A: 69Kn Punto A: +14Knm

Acumulado en A: 1049Kn Acumulado en A: 43Knm
Figura 3.2.16.

Diagrama de Mometo Flexor
Acumulado en A: 896Kn Acumulado en A: 46Knm
Figura 3.2.17.
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Nota: En esta ESS, la estructura de sostenimiento, por efecto de su peso propio, al
deformarse, deberia despegarse del terreno, el cual ya antes de la colocacién de esta
estructura, estaba en un estado de equilibrio. Se quiere hacer notar que este
fendbmeno no esta tenido en cuenta en el desarrollo de este trabajo y que lo que
efectivamente sucede es que la estructura de sostenimiento y el suelo trabajan en
forma conjunta dada la compatibilidad de deformaciones que poseen los nodos que se
encuentran en la interface del Suelo con la estructura.

ESS 5: Simulacién de la Apertura del Banco, con f;=1. Siendo los resultados de los

desplazamientos del programa Tuneles, los de la Figura 3.2.18. , y los esfuerzos
sobre la estructura de sostenimiento presentados en la Figura 3.2.19.

Figura 3.2.18. Despl. vertical
Punto S: -1mm
Acumulado S: -24mm

"

Diagrama de esfuerzo Normal Diagrama de Momento Flexor

Punto A: -25Kn Punto A: -12Knm

Acumulado en A: 1024Kn Acumulado en A: 31Knm
Figura 3.2.19.

ESS 6 y ESS 7: Simulacion de la apertura de ambos Hastiales (Primero el Izquierdo y
luego el derecho) con la modelacion de su estructura de fundaciony g,=1. Siendo los
resultados de los desplazamientos del programa Tuneles, los de la Figura 3.2.20., los
esfuerzos sobre la estructura de sostenimiento presentados en la Figura 3.2.21. y los
resultados segun el Plaxis en la Figura 3.2.22.
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ot
Figura 3.2.20. Despl. vertical

Punto S: -0.1mm
Acumulado S: -24mm

En

Diagrama de esfuerzo Normal Diagrama de Momento Flexor
— Punto B: +571Kn Punto B: +241Knm
L Punto A: -80Kn Punto A:+78Knm
Acumulado en A: 944Kn Acumulado en A: 109Knm
Figura 3.2.21.

~-n||ﬁ&§‘§

Diagrama de esfuerzo Normal Digrama de Momento Flexor
Punto B: 568Kn Punto B: 253Knm
Acumulado en A: 842Kn Acumulado en A: 115Knm

Figura 3.2.22.
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3.2.3.6.2.Resultados de la EPC (Etapa Parcial de Construccion) obtenidos segun ™

Tuneles "y el Plaxis.

La tabla 3.2.2 y tabla 3.2.3 muestran las solicitaciones relevantes del calculo
en las diferentes EPC mas significativas (Ver 3.2.3.3), segun ~ Tuneles " y el Plaxis
respectivamente. En la tabla 3.2.4 se aprecian los errores relativos de los resultados
de “Tuneles” con respecto al Plaxis. (Ver 3.2.2)

Solicitaciones estructurales del

Acumulados)

revestimiento segun

Tuneles “(Valores

Maximo Esfuerzo Maximo Esfuerzo
Momento Normal Momento Normal
Béveda Bdveda Hastiales Hastiales
(Fig. 3.2.23) |(Fig. 3.2.23) |(Fig. 3.2.23) (Fig. 3.2.23)
EPC. Relevantes KNm/m KN/m KNm/m KN/m
EPC 3:Gunitado de
boveda con espesor -29 980 - -
de 20 cm
EPC 4: Incremento
del espesor de -43 1049 - -
béveda hasta 45cm
EPC 6 y 7: Apertura
de Hastiales y
construccion de -109 944 241 571
estructura de
fundacion
Tabla 3.2.2
Solicitaciones estructurales del revestimiento segun Plaxis. “(Valores
Acumulados)
Maximo Esfuerzo Maximo Esfuerzo
Momento Normal Momento Normal
Bdéveda Béveda Hastiales Hastiales
EPC. Relevantes KNm/m KN/m KNm/m KN/m
EPC 3:Gunitado de
boveda con espesor de -23 864 - -
20 cm
EPC 4: Incremento del
espesor de bdveda -46 896 - -
hasta 45cm
EPC 6 y 7: Apertura de
Hastiales y construccion 115 842 253 568
de estructura de
fundacion

Tabla 3.2.3




Errores relativos de " Tuneles " con respecto al Plaxis
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Maximo Esfuerzo Maximo Esfuerzo
Momento Normal Momento Normal
Béveda Béveda Hastiales Hastiales
EPC 3:Gunitado de
boéveda con espesor de 26% 13% - -
20 cm
EPC 4: Incremento del
espesor de boveda 6.5% 18% - -
hasta 45cm
EPC 6 y 7: Apertura de
dHastlales y construccién 529, 129% 4.7% 599,
e estructura de
fundacion
Tabla 3.2.4

Maximo
Momento
RaAveda

Maximo
Momento
Hagtialeg

Esfuerzo
Normal
Hagtiales

Esfuerzo
Normal
RAveda

La tabla 3.2.5 muestra los resultados del desplazamiento vertical del punto “S™ (punto
superior sobre el eje de la bdéveda, Ver Figura 3.2.18), calculado mediante el
programa ~ Tuneles " y los compara con el programa Plaxis con el fin de evaluar su

error relativo.

Evolucién de los asentamiento segun ~ Tuneles " y Plaxis "(Valores Acumulados)

Etapas parciales de

construccion relevantes.

Tesis

Plaxis

Error relativo

EPC 2: Apertura boveda

0.8cm

0.6cm

33%

EPC 3:Gunitado de

cm

boveda con espesor de 20

2.3cm

2.1cm

9.5%

EPC 4: Incremento del

45¢cm

espesor de béveda hasta

2.4cm

2.3cm

4.3%

EPC 6y 7: Apertura de
Hastiales y construccion
de estructura de fundacion

2.5cm

2.45cm

2%

Tabla 3.2.5
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3.2.4. Conclusiones

En funcion de los objetivos (Ver 3.2.2) planteados, se puede apreciar segun el modelo
fisico calculado (Ver 3.2.3.1) mediante el programa ~ Tuneles " y el Plaxis la siguiente
particularidad:

Se aprecia segun la Tabla 3.2.4 y Tabla 3.2.5 que los errores relativos son bajos entre
ambos programas con lo que se podria concluir que el programa = Tuneles ~ posee
resultados acorde con el Plaxis pero con una ventaja desde el punto de vista
Numeérico por haber implementado en el desarrollo a los Elementos Finitos Infinitos.



4.Palabras Finales
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4.1. Conclusiones Generales

En relacién a los objetivos propuestos en 1.1.2. (Objetivos) y resueltos en los item. 2.
Planteo y 3.Analisis de Resultados; podemos enumerar las siguientes conclusiones:

a-

Segun el Item 1.1.g. ; se desarrollo un programa en el lenguaje de Fortran, que
resuelve modelos numéricos utilizando el Método de Elementos Finitos (MEF)
para solidos representados por materiales is6tropos heterogéneos en régimen
Elastico Lineal.

Los elementos utilizados son:

1- Elementos Bidimensionales Isoparamétricos: Constan de 4 nodos, con dos
grados de libertad de desplazamiento en cada uno de ellos y con la
posibilidad de utilizar hasta 36 puntos de integracion.

2- Elementos Unidireccionales Isoparamétricos: Constan de dos nodos, con
tres grados de libertad, dos de desplazamiento y uno de giro en cada uno de
ellos.

3- Elementos Bidimensionales Infinitos: Constan de 4 nodos, con dos grados
de libertad de desplazamiento en cada uno de ellos pero con la
particularidad de que dos de sus nodos se encuentran en el infinito.

Segun el Item 1.1.i : Los Elementos Finitos Infinitos (EFI) permiten simular el
suelo como si fuese un simiespacio infinito. Esto posibilita llevar al contorno del
dominio cerca de la perturbacion. (Apertura del Tunel evitando modelar
regiones de poco peso en el resultado y obteniendo algunas ventajas
numeéricas (Ver 3.1.4.2).

Segun el Item 1.1.j : El proceso de modelacion en etapas sucesivas planteado
en 2.1 y aplicado en un ejemplo en 3.2, llevo a la posibilidad de abordar los
problemas de la construccion de tuneles en etapas, algo imposible segun la
teoria Clasica. (Ver 1.2.4).

Segun el Item 1.1k : Se desarrolld6 una interface accesible para la
Implementacion de este trabajo, con el fin de evaluar otros proyectos de tuneles
construidos en etapas parciales. (Ver 2.2)

Segun el Item 1.1.m : Se desarrollo el * Método Beta ~ con el fin de contemplar
el estado tridimensional del frente del tunel en un modelo bidimensional. (Ver
24).



59

4.2. Ventajas Computacionales y Geotécnicas del programa ™ Tuneles ~

En funcion de comparar la potencialidad del programa “ Tuneles ™ con los
meétodos Clasicos y el programa Plaxis ; se pretende puntualizar las siguientes
conclusiones:

4.2.1.Ventajas de " Tuneles ~ con respecto al Plaxis

1- Posee los beneficios que brinda los EFI (Elementos Finitos Infinitos). (Ver 3.2.4)

4.2.2.Ventajas de " Tuneles " con respecto a la Teoria Clasica
1- Implementacion de método Beta.
2- Permite la modelizacion de tuneles construidos en etapas.

3- Permite considerar condiciones geotécnicas mas realistas que las de la Teoria
Clasica, que solo permite la consideracion de un material uniforme.



Anexo, Teoria de Elementos Finitos
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A.1. Introduccion al Método de Elementos Finitos

La finalidad del método de FEM (Finite Element Method) toma su importancia
en el potencial que posee para resolver problemas altamente complejos con un grado
de exactitud util para el ingeniero.

El planteo mas general lo podemos hacer del siguiente modo:

Problema Real:
Problema que se le presenta a la ingenieria.

problema Fisico:
consta en desarrollar y explicar el fenomeno real mediante las leyes fisicas que lo
gobiernan.

Problema matematico:
Data de poder armar un modelo matematico tal que se pueda dar solucion numeérica
(modelo de elementos finitos), a las leyes fisicas nombradas anteriormente.

Problema real

Segun el caso que nos compete para nuestro estudio de tesis se basa en el
problema del comportamiento del suelo frente a alterar y/o modificar su conformacion
u geometria. Como caso particular se busca dar solucién a los problemas geotecnicos
de construcciones de tuneles.

Problema fisico

Existe un conjunto de ecuaciones diferenciales que responden a la fisica que
gobiernan el problema citado, para nuestro caso particular son las ecuaciones que
brinda la matematica de la elasticidad de los solidos continuos.

Seis ecuaciones que relacionan las deformaciones con los desplazamientos:
e = f(U), seis ecuaciones que relacionan las tensiones con las deformaciones,

o = f(¢) y seis ecuaciones que establecen el equilibrio.

Entonces si en todo caso siempre se verifican las ecuaciones de
compatibilidad, podemos escribir que nuestro problema estaria resuelto si damos
solucion a un sistema de 18 ecuaciones diferenciales con 18 incégnitas.

Problema matematico

Para resolver el problema anterior se deduce el principio de los Trabajos
Virtuales (ec. A.1.1) como una forma débil (Ver Anexo I), de la ecuacion general de
cantidad de movimiento.

[6e' c.dv— [6U" bav~ [6U" 1dr-5U" fi =0 (ec. A1.1)
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Con este principio adoptado se va a presentar el método de los elementos
finitos. El problema matematico esta representado por un dominio Q y un contorno I
(Ver Fig. A.1.1), los cuales cumplen todas las condiciones de integrabilidad y las
propiedades de los sdlidos continuos.

subdominio (elemento) o Subdominio=Elemento
contomo del subdominio No discretizado discretizado

contomo del dominio P g
nodos

contorno natural |?1

contomo escencial |_|e

YLBK |?1+|_‘e:|_‘ Y E?EO

Figura. A.1.1

El método propone dividir el dominio en un gran conjunto de subdominios, y
proponer una solucion aproximada en el interior de cada subdominio, las que
llamamos Funciones de forma.

Para obtener la aproximacion de dichas formas integrales usamos el método de los
residuos ponderados (método de Galerkin)

Todo calculo de elementos finitos, siendo un método aproximado, busca una
expresion aproximada a la solucion.

Discretizacion del Principio de los Trabajos Virtuales.

Vamos a llamar a los subdominios, Elementos y a los contornos los vamos a
subdividir en puntos que los llamaremos, Nodos, (Ver Fig. A.1.1).
La Discretizacion de la solucion propuesta para el subdominios j, de los
desplazamientos la podemos escribir segun la ecuacion (ec. A.1.2).

u; ~u, "= ZH,--”; =Hu (ec. A1.2)

Hi son las funciones de forma del elemento.
Ui: desplazamientos de los nodos contenidos en el contorno del elemento.

Discretizado el sistema segun las funciones desplazamiento propuestas,
teniendo en cuenta las relaciones lineales de (tension — deformacion) y de
(deformacion — desplazamiento); podemos escribir nuestro sistema resultante como
un problema de ecuaciones lineales (ec. A.1.3).

KU=F (ec. A.1.3)
K : Matriz de rigidez global.
U : Vector de desplazamiento en los nodos segun coordenadas globales.
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F: Vector de fuerzas en los nodos.

Habiendo discretizado el problema de un subdominio, se procede a ensamblar
todos los subdominios, compatibilizando los desplazamientos e imponiendo las
condiciones de borde globales esenciales y naturales del problema.

Criterios de convergencia

Las funciones de forma supuestas reducen los infinitos grados de libertad del
sistema y es posible que nunca se obtenga el verdadero valor minimo de la energia,
independiente de lo tupida que sea la subdivision del dominio, Para asegurar la
convergencia hacia el resultado correcto han de cumplirse tres criterios
(O.C.Zienkiewicz):

Criterio 1:

La funcion de desplazamiento debe elegirse de tal forma que no permita
deformaciones en un elemento cuando los desplazamientos nodales se deban a un
desplazamiento del conjunto como cuerpo rigido.

Zﬁi =1 verifica el desplazamiento como cuerpo rigido

Criterio 2:

La funcion desplazamiento tiene que ser tal que si los desplazamientos nodales
son compatibles con un estado de deformacion constante, se obtenga realmente dicho
estado de deformacion.

Para este criterio debera satisfacerse el Test de la parcela.

Criterio 3:

Las funciones de desplazamientos deben elegirse de manera que las
deformaciones que se producen en los limites de separacidon entre elementos sean
finitas (aunque puedan ser indeterminadas (Ver Fig. A.1.2).

Este criterio implica una cierta continuidad de desplazamientos entre los elementos.

Lyel=1lye2
Uxel1=Uxe2

no

nG

i n4
las deformaciones son digtintas dufdx

pwﬂe deben ser finitas

sy

//]nﬁ

na

ne /
£

n4d

Figura A.1.2
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Error de Discretizacion

Puesto que la solucién exacta puede siempre desarrollarse en serie polinomica
en las proximidades de cualquier punto (nodo i) (ec. A.1.3).

=i+ (9, (=) + (j—;)xy—y,») (ec. A1.3).

Si en el interior de un elemento de tamafo h se emplea un desarrollo polinomio
de grado p, este podra ajustarse localmente al desarrollo de Taylor hasta dicho grado

y, como X e y son del orden de magnitud de h, el error en u sera del orden Error(h*").
Asi, en el problema de elasticidad plana hemos empleado un desarrollo lineal y p=1,
entonces el error por la Discretizacion sera de (4°) lo cual implica que el error en los

desplazamientos se reduciria a V4 si el tamafio de los elementos de la malla se reduce
a la mitad.(Ver Tabla. A.1.1).

Grado de |Espesor de los|Error de |Error de Discretizacion
aproximacion | elementos (k)  |Discretizacion  (h”*) | (h""™) para
(P) para desplazamientos | deformaciones
1 1 1 0
1 1/2 1/4 1/2
1 1/3 1/9 1/3

Tabla. A.1.1

Siendo p: grado de aproximacion del polinomio, h espesor del elemento. Y m:
derivadas m esimas de los desplazamientos.
Lo que significa que si vamos disminuyendo el espesor de los elementos el error en
los desplazamientos disminuye en forma cuadratica y el de las deformaciones en
forma lineal.

Errores de redondeo
Problemas de condicionamiento de la matriz
Elementos Adoptados

Planteadas las condiciones para abordar un problema de FEM de forma
correcta, podemos utilizar los elementos llamados ISOPARAMETRICOS, los cuales
ya se comprobaron su buen funcionamiento ante todas las comprobaciones
anteriormente mencionadas. Los mismos seran Bidimensionales de cuatro nodos con
2 grados de asociados a los desplazamientos. (Ver A.4), También se utilizaran
elementos unidireccionales de dos nodos y tres grados de libertad en coincidencia con
los desplazamientos y el giro. (Ver A.5).
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A.2- El principio de los trabajos virtuales como forma débil, de las ecuaciones
de equilibrio en el analisis de los sélidos

En el continuo tridimensional cualquiera, las ecuaciones de equilibrio de un
volumen elemental pueden escribirse en funcion de las componentes del tensor de
tensiones, simétrico y cartesiano.

_do-vx dey dTvz |
& dy | d
X
b
dr, do, dr, *
S —2 4+ =+ by |=0
dx dy dz b
dr'cz dT}’Z dazz -
- +
| dx dy dz |

Donde b=(bx,by,bz) representa las fuerzas que actuan por unidad de volumen
(pudiendo muy bien incluir efectos inerciales) en la mecanica de los sodlidos las
componentes de la tensién seran generalmente funciones de las componentes del

desplazamiento. U’ :[u,v,w] para obtener una forma débil procederemos
introduciendo un vector de funciones de ponderacion arbitrario du definido como:
8U = [éu, 6v,5w] podemos escribir ahora la expresién integral como:

dr
[suT.aw)yav | s (3% O ATy | s Vi sw(.)|dV donde el volumen V es
b b dx dy dz

el dominio del problema. Integrando por partes cada termino podemos escribir la
ecuacion anterior, como sigue:

J.{ax.M +7,, (M + M) +...— oubx — ov.by — &v.bz}dV
b dx dx dy

+ j(au.(ax.nx + T, T ) V() + Sw(..))dl =0

xz*z
r

Donde la superficie I" representa el area de la superficie del sélido.
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Recordando de la matematica de la elasticidad para soélidos continuos, las
deformaciones las podemos introducir de esta forma:

d(ou)

Se=|dOow) | =S.6u

Disponiendo de las seis componentes de tensidn y de las seis componentes de
deformacion virtual podemos escribir la ecuaciéon sencillamente asi:

@T.E.dv - @T.E.dv - WT}.dr —ETji =0

Que es la expresion de los trabajos virtuales que precisamente es una forma
débil de las ecuaciones de equilibrio y es valido tanto si las relaciones entre tensiones
y deformaciones son lineales o no lineales.
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A.3. Elementos Isoparametricos Bidimensionales

Descripcidon: se utilizaran elementos de cuatro nodos Isoparametricos, Los
cuales no presentan problemas de convergencia. Los ejes coordenados de los
elementos globales se disponen segun la siguiente figura. (Ver Fig. A.4.1)

Coordenadas globales
N43 N32
Y
N56
N44
X
Figura A.4.1

Por consiguiente las coordenadas locales se muestran en la siguiente figura.
(Ver Fig. A.4.2)

Coordenadas localaes

s N1
N2 o Ao N2

r

N4
N3 | N4

Elemento isoparametrico plano
cuatro nodos

Figura A.4.2

Las funciones de forma adoptadas quedan descriptas de la siguiente manera:

Hi(L1) =1+ r)1+5)/4
Hi(1,2) = (1-r)(1+5)/4
Hi(1,3)=(1-r)(1-s5)/4
Hi(1,4) = (1+r)(1—s)/ 4
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Los grados de libertad los podriamos identificar en los elementos bidimensionales en
la siguiente figura: (Ver Fig A.4.3)

grados de libertad

4y

24y
N1,

N2

N3,

t.

)

N4/,

g

L

-J.II?

Figura A.4.3

Grados de libertad en los nodos: desplazamiento en ejes x e y

1

f— l S
Detalle de armado de la matriz de rigidez: Kf = .[ JBTC.B.|J|.dr.ds
-1 -1
Siendo: X(r,s)=>_ Hi(r,s)xi Y(r,s)= > Hi(r,s)yi entonces armamos al Jacobiano

o or
T_|or or
como: J = an al
os Os

La matriz del material teniendo en cuenta un estado de deformaciones planos:

C-

E(1- Nu) Nu
(1+ Nu)(1 - 2Nu) | (1- Nu)
0

Nu
(1- Nu)

0
1-2Nu

2(1- Nu

)

y la matriz de deformacién queda determinada por:
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gy o
T or Os
= OHi oHi
B= J3) +J,, ——
. o ar . "~ as. .
Jz,ll OHi +J£12 OHi +Jf,11 OHi +Jf,§ 8aHz
r s |

Detalle de cargas volumétricas:

Go=| [0 Fvdv=| [50F i Frav=307 [ [ Folildrds

-1 -1 -1 -1 -1 -1

siendo Fv la matriz de fuerza por unidad de superficie (fuerza/superficie)

0

Fv{QOx 0 } siendo Qx: carga distribuida en fuerza por unidad de superficie en la
a4

direccién del eje de coordenada globales x.

siendo Qy: carga distribuida en fuerza por unidad de superficie en la direccion del eje

de coordenada globales y.



A.4.- Elementos Isoparametricos Unidireccionales

Elementos unidireccionales tipo viga. (Ver Fig. A.5.1)

Coordenodos locoloes

Coordenadas globoles =-1 =1
N @ £ ML
b

= 4

b

detalle de grados de llbertod locol
Elemento isoparometrico unidireccional

Figura A.5.1
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Grados de libertad en los nodos: desplazamiento en ejes x e y y los giros de las

barras en los nodos, ver figura anterior.
Detalle de armado de la matriz de rigidez:

Aqui consideraremos estructuras planas con miembros conectados rigidamente. Ess
miembros seran similares a las vigas excepto que se tendran presentes cargas axiales
y deformaciones axiales. Los elementos tendran diferentes oriencaciones. En la figura
siguiente, muestra el elemento de marco que se utilizara en el programa, en el cual en

cada nodo tiene los desplazamientos y una deformacion rotacional.
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El vector desplazamiento esta dado por: g =[q1 ¢2 ¢3 ¢4 ¢5 q¢6](Ver Fig. A.5.2)

Elem erta de viga o
coordenadas locales

Figura A.5.2

También definimos un sistema de coordenadas local x& e y& tal que x& este orientada
a lo largo de 1-2, con lo cual usando la matriz de rotacién correspondiente podemos
escribir:

g&=[gl& ¢2& ¢3& q4& ¢5& q6&]
obtenemos la transformacion local-global con: g & = L.g siendo —L:

[ cos(@) sen(@) 0 0 0
—sen(d) cos(@) 0 0 0
0 0 1 0 0

=~
I

0 0 0 cos(d) sen(@)
0 0 0 —sen(d) cos(0)
0 0 0 0 0

- o O O O O
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la matriz de rigidez que contempla el elemento recién descripto es:

EI;A 0 o &4 0 0
12.E.1 6.E.1 12.E.1 6.E.1
0 3 2 IS 2
[ [~ I [
0 6.E1 4.E.1 —-6F.1 2.E.1
kp& — lze Z e lze l e
le le
—-12.E.1 6.L.] 12.E.1 6.£.1
0 3 T2 3 T2
[ [*. I [
6.E.1 2.E1 6.E.1 4.E.1
0 2 0 D)
L l e Z e Z e le a

la cual la podemos escribir en coordenadas globales haciendo la correspondiente
— =T =
L kp&L

transformacion de coordenadas la matriz de rigidez del elemento como: K =
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