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Abstract

Este trabajo presenta un marco analitico riguroso para el estudio de la
propagacién de ondas periddicas (en régimen permanente) en el terreno, y la
modelacién de acciones que las generan, como el salto coordinado de perso-
nas o el paso del trafico vehicular y de trenes. En primera instancia, Se encara
de manera detallada el problema de la propagacion de ondas superficiales en
un medio semi-infinito, isétropo y homogéneo (problema de Lamb), obte-
niéndose una expresion analitica para considerar las ondas de Rayleigh. Se in-
corpora la disipacién de energfa interna en el material, mediante un modelo
constitutivo viscoelastico, y se analiza su influencia en la propagacién de on-
das, mostrandose la flexibilidad y sencillez del modelo para contemplar distin-
tos comportamientos mecanicos. La modelacion de las cargas es encarada con
un fuerte sustento en la teorfa de procesos aleatorios, y se centra fundamen-
talmente en la representacion espectral de las cargas. Se obtienen los espectros
de excitacion sobre el suelo del salto de personas en recitales, del trafico vehi-
cular, y del paso de trenes, estos dltimos modelados como procesos aleatorios
estacionarios. Se analizan, ademas, distintas mediciones hechas en campo, de
los fenémenos representados en los modelos, para poder comparar y analizar
los alcances del modelo teérico planteado. Los resultados muestran cémo se
puede representar la propagacion de ondas en el suelo, utilizando un modelo

viscoelastico simple.
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Introduccion 1

INTRODUCCION

La consideracion de las vibraciones en el suelo debido a la actividad humana, ha ido ganando relevan-
cia en los ultimos afios, producto de diversos factores: una decreciente tolerancia de la gente a la vibracién, la
introduccién de legislaciones medioambientales cada vez mas rigurosas en esta materia, el uso de equipamien-
tos muy sensibles al nivel de vibracién, deterioro de construcciones afiejas, entre otros. Siendo las principales
actividades humanas que las producen: [a] operacién de maquinarias, [b] Trafico vehicular de carreteras y ferro-
carril, [c] Actividades de construccién, [d] Movimiento coordinado de personas, entre algunas otras. Es por
esto, que la necesidad de un entendimiento del comportamiento de dichas vibraciones es de gran interés hoy en
dfa, y puede ser abarcado desde 3 enfoques distintos y complementarios: modelo analitico, mediciones experi-
mentales y modelo numérico. Es objetivo del presente trabajo, un analisis detallado de los dos primeros enfo-
ques.

Ahora bien, la naturaleza de las vibraciones esta en relacion directa con la naturaleza de las cargas que
las generan, y las propiedades temporales de las mismas tendran una gran influencia en la respuesta del medio a
las excitaciones. En este trabajo se centra la atencién en la propagaciéon de ondas de caracter periddico, es decir,
que presentan caracteristicas repetitivas en el tiempo, y son también denominadas “vibraciones en régimen
permanente”. Esto es en contrapartida a las acciones impulsivas, que se desatrollan en un periodo muy corto de
tiempo, desapareciendo, luego, la acciéon. Las caracteristicas de propagacién, y las herramientas de analisis son
sustancialmente distintas en ambos casos.

En primer lugar, para poder caracterizar este fenémeno, deben abarcarse dos aspectos indispensables
en la representacion, que son, la fuente de excitaciéon que produce las vibraciones, y el medio que las propaga.
Ambas partes deben ser analizadas en profundidad y con el mismo nivel de detalle, para una adecuada repre-
sentacioén del fendmeno, siendo una deficiencia comun, el darle prioridad a s6lo una de ellas. De hecho, las dos
partes del problema no son hechos independientes, y los analisis de ambos suelen ser complementarios. Es
decir, que en la mayoria de los casos, las propiedades dindmicas del suelo (en este caso, el medio de propaga-
cion) influyen en la excitacion que una carga externa transmite al mismo. El enfoque analitico del presente tra-
bajo esta en linea con lo dicho en este parrafo, y en los tres primeros capitulos se encara el tema de la modeli-
zacion del medio de propagacion (el suelo), y en el cuarto, la modelizacién de las excitaciones sobre el mismo.
Por su parte, el enfoque experimental se centra inicamente en el medio de propagacion, es decir, el de cuantifi-
car las vibraciones en el suelo. Por cuestiones practicas, no se realizaron mediciones de la magnitud de las exci-
taciones sobre el terreno.

Para representar el comportamiento dinamico del terreno, el modelo analitico a utilizar debe poder re-
presentar el comportamiento mecanico del suelo de manera razonable, y dentro de un marco fisico-matematico
riguroso, y sin embargo, debe ser lo suficientemente “simple” como para poder ser manejable analiticamente
(es decir, sin recurrir a métodos numéricos). En una primera aproximacion, la teorfa dinamica de la elasticidad
lineal serd el marco de referencia a la hora de encarar el modelo para la propagacion de vibraciones en el suelo.
Se plantea el analisis dinamico de un sélido semi-infinito continuo, eldstico, homogéneo e isétropo. Este mode-
lo tiene sus inicios a finales del Siglo XIX (Lord Rayleigh, Poisson, Cauchy), y principios del Siglo XX (Horace
Lamb), y los problemas de la propagacion de ondas en el suelo han sido analizados y documentados por nume-
rosos autores en el tltimo siglo. En el primer capitulo se presenta una revision rigurosa del problema planteado
por el matematico inglés Horace Lamb en 1904 (Lamb, 1904), utilizando técnicas mas elegantes desde el punto
de vista matematico.

Se plantea luego, un modelo viscoelastico como modelo constitutivo, extendiendo asi el comporta-

miento dindmico del suelo para contemplar la disipacién de energia interna, como ocurre en todos los materia-
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les. Si bien la teorfa de la viscoelasticidad dio sus primeros pasos a fines del siglo XIX gracias a Boltzmann, esta
no tuvo practicamente desarrollo hasta mediados del siguiente siglo, gracias a los aportes de Volterra, Fung,
Gurtin and Sternberg, entre otros. En el segundo capitulo, se encuentra un andlisis del problema de Lamb con-
siderando este modelo mecanico, siguiendo los lineamientos basicos de la teorfa de la viscoelasticidad lineal.

Por su parte, el comportamiento real del suelo ante acciones dinamicas no es para nada trivial y es un
tema que hoy en dia sigue bajo profunda investigacién. Es por eso que en el tercer capitulo del trabajo se hace
una breve referencia acerca del comportamiento dindmico del suelo, y su modelizacién como sélido que sigue
los lineamientos de las teorfas simplificativas mencionadas en este y el anterior parrafo.

En el cuarto capitulo, se analizan y cuantifican de manera detallada los mecanismos que producen exci-
taciones en el terreno. Se estudian algunos de los casos descriptos en el primer parrafo, que son las principales
fuentes de ondas periddicas en el terreno. Se hace especial hincapié en el analisis espectral de los procesos, que

pueden ser modelados como deterministicos o como procesos aleatorios.

La generacion de vibraciones debidas al trafico vehicular en carreteras ha sido objeto de estudio desde
mediados de la década del 80, donde se destacan trabajos realizados por investigadores como, H. E. M. Hunt,
T. C. Ang, H. Hao, entre otros. La problematica de los trenes en la generaciéon de vibraciones es un tema que
también ha sido muy estudiado en las tltimas décadas, aunque ha recobrado impulso en esta tltima, debido a la
aparicién masiva de los trenes de alta velocidad. La modelizacién de los trenes es un tema analiticamente muy
complicado, y donde no abundan soluciones analiticas explicitas (la mayoria de los trabajos son numéricos y/o
experimentales). Este sigue siendo un tema de profundo debate y estudios que requieren modelos mucho mas
complejos. Sin embargo, con los modelos propuestos en este trabajo pueden obtenerse conclusiones de rele-
vancia, y en linea con trabajos mas sofisticados (Sheng, Jones, & Thompson, A theoretical model for ground
vibration from trains generated by vertical track irregularities, 2003), (Lombaert & Degrande, 2007), (Salvador,
Real, Zamorano, & Villanueva, 2010). En un caso muy diferente al de los trenes, el salto coordinado de perso-
nas (producto de especticulos musicales en general), es un tema que requiere modelos menos sofisticados y
cuyos lineamientos tedricos estan mucho mas definidos. En el caso del salto de personas, el estudio en la mate-
ria es muy reciente (Parkhouse & Ewins, 2000), (Bertero, 2010), (Sim, Blakeborough, Williams, & Parkhouse,
2008), y ha entregado resultados mas que satisfactorios. Por ultimo, las vibraciones producidas por maquinas
también poseen un marco tedrico robusto que puede verse resumido en (Gazetas, 1983), y que no ha sufrido
sustanciales modificaciones desde entonces.

El trabajo, como se dijo antes, involucra una parte experimental donde se realizaron mediciones de las
vibraciones en el suelo producidas por algunas de las fuentes caracterizadas en el tercer capitulo, con el objetivo
de poder comparar con los modelos analiticos y obtener conclusiones de sus alcances. Dichas conclusiones se
resumen en el ultimo capitulo del trabajo. Todos los equipos fueron provistos por el Laboratorio de Dindmica
de Estructuras, y con asistencia técnica por parte de sus integrantes, y los modelos tedricos fueron programa-
dos en Mathcad® y Matlab® para obtener tesultados numéricos.
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1 EL PROBLEMA DE LAMB

El problema del estudio de la propagacion de ondas superficiales, bajo el amparo de la teorfa matema-
tica de la elasticidad, se remonta a los estudios realizados a principios del siglo XX, por el matematico inglés
Horace Lamb (1904), sobre la propagacién de ondas en la superficie libre de un sélido homogéneo, isétropo,
elastico semi-infinito. Sus trabajos se basaron en estudios anteriores, de la propagaciéon de ondas en soélidos
infinitos, realizados por Green, Stokes, Cauchy, Poisson, entre otros; y principalmente en el estudio presentado
por Lord Rayleigh (1885), acerca de ondas supetficiales que aparecian al considerar una superficie libre como
contorno de un solido. Estos fueron los puntos de partida para el analisis riguroso de la propagaciéon de ondas
en la superficie de los sélidos.

En el trabajo presentado por H. Lamb, se investiga el problema de las vibraciones superficiales en un
espacio elastico semi-infinito debido a distintos tipos de carga. Considera con mayor detenimiento el caso de
una carga lineal, normal a la superficie libre, y el caso de una carga puntual; ambos con una variacién armoénica
en el tiempo. Estas soluciones son obtenidas a partir de una superposicién espacial de cargas armonicas, basan-
dose en el Teorema de Fourier-Bessel. Las soluciones fueron obtenidas en forma de integrales definidas, y se
dieron expresiones aproximadas para los desplazamientos a grandes distancia del origen (compuestas s6lo por
un tipo de ondas predominante). También se plantea, aunque que con menor detalle, el caso para una carga
actuando a una profundidad determinada de la superficie, aunque sin obtener resultados generalizables. Fste
ultimo caso fue encarado con mas detalle y detenimiento por C.L. Pekeris (1955) para el caso de una carga
aplicada de manera sibita. Una solucién para un caso mas general de variacién en el tiempo para la carga, es
sugerida por Lamb en su paper, aunque su aplicaciéon practica es mucho mas intrincada.

Desde la mencionada presentaciéon de H. Lamb a principios del siglo XX, numerosos aportes se han
publicado donde se analizan con mayor detenimiento los problemas originales, y se consideran distintos tipos
de carga. L. Cagniard (1939) hace un considerable aporte, al introducir el uso de la transformada de Laplace del
dominio del tiempo para resolver, de manera analitica, algunos problemas de elastodinamica, y el uso de las
transformadas inversas, a través de distintos contornos en el plano complejo. Sin embargo, éste método no se
hizo popularmente conocido hasta el trabajo publicado por A.'T. De Hoop (1960). C.L. Pekeris (1955) es el
primero en dar una solucién completa y satisfactoria, al problema de la carga puntual aplicada de manera repen-
tina (variacion en el tiempo tipo funcién de Heavyside), y analiza también el problema de las fuentes en el inte-
rior del semi-espacio. Las investigaciones mas modernas, centran su foco hacia la soluciéon de problemas de
vibraciones mucho mas complejos, como el de sélidos estratificados y distintas condiciones de borde, y apelan
mucho a la utilizaciéon de algoritmos numéricos para su resoluciéon. No es éste, el objetivo del presente trabajo,
si no, el de poder obtener soluciones analiticas de modelos que seran, légicamente, mas sencillos.

El trabajo original, siendo una de las obras mas destacadas del estudio de la propagacion de ondas su-
petficiales, posee una nomenclatura y herramientas analiticas que han quedado superadas en el tiempo. Es por
eso interesante, poder obtener una revisién detallada de la solucién obtenida por H. Lamb, a la luz de las técni-
cas matematicas mas modernas y que mas se aplican en la bibliograffa actual. Una revisién similar fue hecha por
(Miller & Pursey, The field and radiation impedanceof mechanical radiators on the free surface of a semi-
infinite isotropic solid, 1954), aunque obtienendo una solucién por el método numérico del “Descenso mas
rapido” (Steepest descent), despegandose del procedimiento original de Lamb. Este procedimiento es amplia-
mente retratado en la bibliografia del tema, donde se destacan los libros de (Ewing, Jardetzky, & Press, 1957),
(Achenbach, 1973), (Graff, 1975), (Hudson, 1980). En este capitulo se hace una revisién detallada del problema
original, y se analiza una solucién mediante el uso de transformadas integrales, y la resolucién analitica de las
mismas.
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1.1 INTRODUCCION A LLAS ECUACIONES DE LA ELASTODINAMICA

Para obtener una representacién completa del movimiento de un sélido, se deben obtener los despla-
zamientos del mismo, ante cualquier accién externa o interna, en cualquier instante de tiempo. Es decir, si pue-
do determinar de manera completa los desplazamientos Uy, Uy, Uz = F (X1, X5, X3, t) segin un determinado
sistema de coordenadas, para cualquier punto del sélido (x4, X5, x3), en cualquier instante t, queda completa-
mente resuelto el problema dinamico. De esta manera, hay que relacionar las fuerzas que actuan en un punto
cualquiera del sélido, con los desplazamientos y deformaciones que sufre dicho punto. El problema general,
involucra entonces tres conjuntos de magnitudes distintas: las tensiones, representadas por un tensor de tensio-
nes 0;j; las deformaciones, representadas por un tensor de deformaciones &;j; y los desplazamientos represen-

tados por el vector (Uq, Uy, U3).

Las ecuaciones de movimiento de un sélido continuo pueden ser obtenidas considerando un elemento
infinitesimal del mismo. Utilizando coordenadas cartesianas, este elemento diferencial serd un cubo de lados
dxi, dx2 y dx; (Fig. 1-1). Entonces se debe plantear el equilibrio dinamico del cubo: la resultante de las fuerzas
que actian en el elemento diferencial y la fuerza de inercia del cubo pdV|ii|, debe ser nula (Principio de
D’Alembert). Entonces se plantea el equilibrio de fuerzas segun cada eje coordenado, suponiendo que no ac-
tuan fuerzas interiores al volumen infinitesimal (fuerzas de volumen),

oo oo oo ou

11 + 21 + 31 — 1
ox, 0x, 0x, » ot?
oo, . oo, . 00y, _ - ou, 1]
ox, 0x, Ox, ot?
8031 N 6032 N 60'33 _, 82u3
8X1 6X2 6X3 ot?

Donde p es la densidad de masa del material.

Hay que observar, que si bien se planteé el equilibrio de fuerzas, las ecuaciones quedaron en término
de tensiones, debido a la cancelacién del término diferencial de volumen a ambos lados del igual. Planteando
ademas, el equilibrio de momentos del cubo, se llega a las relaciones g;; = 0j; (Teorema de Cauchy). También,
hay que decir que se plante6 el equilibrio de las fuerzas en la posicién sin deformar del cubo (linealidad estatica)
Quedan entonces 6 incognitas, y 3 ecuaciones de equilibrio.

-

dx. ;
oo, 1
o, +—dx,
- I/l—" o,
oo
— 55 o, F—2dx,
—dx s ox,
X, 10).4
v
X,

FIG. 1-1 - TENSIONES EN UN ELEMENTO DIFERENCIAL
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El siguiente paso es plantear la cinematica del cubo. Es decir, obtener una relacion entre los desplaza-
mientos posibles de cada punto del mismo, y las deformaciones respectivas. Se plantean dichas relaciones den-
tro del ambito de la cinematica lineal (pequefias deformaciones). Despreciando término de orden superior, se
tienen las siguientes relaciones cinematicas:

1( ou, Ou,
£, =—| —+—L [1.2]
Vo2 6X/. 0x,

Donde &;; son las componentes del tensor de deformaciones del elemento. Las componentes &gy (tra-
za del tensor) son las deformaciones normales, y representan al cambio de longitud, por unidad de longitud, en
la direccion xp. Por su parte, las componentes 2€;; = ¥;; son las deformaciones angulares, y representan la
variacion total del angulo entre las direccion x; y X (Fig. 1-2). Es intuitivo ver que &;; = €j;. De esta manera, se

tienen 9 incégnitas (desplazamientos y deformaciones) y 6 ecuaciones, que sumadas a las ecuaciones de equili-
brio dinamico, suman un total de 15 incégnitas y 9 ecuaciones.

0
LXm
dx, ox, o >
e 1
X1 ....................... -
0
iXm
0x,
X, I A
11 aX
' 1(ou, ou,
£,== +—=
Bo2|ex, ox
X, v 04
X, ox, dx,

FIG. 1-2 - DEFORMACIONES DE UN ELEMENTO DIFERENCIAL

Las seis ecuaciones que faltan para poder determinar una solucién compatible y Gnica para todas las
variables estaran dadas por la relacion constitutiva entre las tensiones y las deformaciones (transformacion en-
tre dos tensores). Esta relacion sera propia del modelo mecanico elegido para el material, que en este caso se
trata de un material elastico e isétropo. Para este tipo de materiales, las leyes constitutivas son lineales (Ley de
Hooke generalizada) y dependen de solo dos parametros (ver cualquier texto basico de elasticidad). La relacién
puede ser descripta, segun una matriz de transformacién entre el tensor de deformaciones y el tensor de ten-
siones 0;; = Cjjr1€k- En general, en los problemas de elastodindmica suele representarse esta relacion des-
componiendo el tensor de deformaciones en su componente de dilatacién (o expansiéon volumétrica, €) y de
distorsion.

o, =Aed, +2us, [1.3]

Donde Ay p, son la 1ra y 2da constante elasticas de Lamé respectivamentel; @ = €11 + €5, + €33 es la varia-
cién volumétrica. &;j es la funcién Delta de Kroenecker definida segun &;; = 1(i = j) + 0(i # j). Aqui se
obtuvieron seis ecuaciones adicionales, para compatibilizar uun sistema del5 incégnitas, y la misma cantidad de

ecuaciones.

1 La relacién entre las constantes elasticas de Lamé y otras constantes, usualmente utilizadas en estatica y resistencia de
materiales puede encontrarse en cualquier libro del tema. p = G (médulo de elasticidad transversal), y de ahora mads se
utilizara G como notacioén.
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Entonces, usando [1.2] y [1.3], se puede expresar a las tensiones en funién de los desplazamientos, se-

,

gun,

ou, 0u, Ou, ou, 0u;
—+—2+—=|[+G| —+—
oX, OX, OX, OX; O

o, = 5”_1 [1.4]

Y por dltimo, se reemplazan las relaciones de [1.4] en las ecuaciones de equilibrio interno [1.1], obte-
niéndose las ecuaciones de equilibrio dinamico en términos de los desplazamientos, para un sélido elastico e

isétropo (Ecuaciones de Navier). Queda un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas.

(2+6) Ty, Oy, | O ooy, pii
ox? 0x,0x, 0Ox,0x, ! !
ou, 9w, Ou, X .
(/1+G) + + +GVix, = pl, [1.5]
0x,0x, 0x. O0x,0x,
62 82 aZ
(ﬂ,+6‘) ! e B +GV’u, = pii,

+
0x,0x, 0x,0x, 8X32

Donde se definio,

vE

A= m ler constante de Lamé

G mddulo de rigidez transversal (2da constante de Lamé)

_E
201 4+v)
p densidad de masa del sélido

Que escritas en forma vectorial toman la siguiente forma,
(A+G)VVu+GViu=pi [1.6]

Esta forma de expresar las ecuaciones de Navier es muy util, pues vale para cualquier sistema de coor-
denadas (cartesianas, cilindricas, esféricas, etc). En particular, en el problema que se analiza en este capitulo,
interesara su expresion en coordenadas cilindricas, como se vera mas adelante. De todas maneras, la deduccion

es analoga a la mostrada en los parrafos anteriores para coordenadas cartesianas.

Ahora bien, Es posible obtener un sistema mas simple de ecuaciones si descomponemos el vector so-
lucién como el gradiente de un campo escalar, y el rotor de un campo vectorial de divergencia nula. Este tipo

de resolucién se conoce como descomposicion de Helmholtz:
u=vVo+Vx¥ [1.7]

Remplazando esta expresion de la solucién en la ecuacién vectorial de equilibrio dinamico [1.5], llega-
mos a que las funciones @ y W (denominadas potencial escalar y potencial vectorial respectivamente), deben
cumplir las ecuaciones de onda en tres dimensiones:

vch—izc'b =0
P

Viy, —ifPi =0 (i=12,3)

2
S
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A+2G

Donde c3 = yc2 = % son las velocidades de propagacion! de las ondas de corte (S) y de presion (P), que

son las conocidas ondas que se propagan en el interior de un volumen sélido.

Ademis debe cumplirse que Div(J) = 0. Esta condicion suele ponerse para evitar la indeterminacion
que podria surgir de considerar las 3 variables u, v y w, como funcién de las 4 componentes potenciales. De
todas maneras, no es una condicién Gnica posible.

1.2 PLANTEO DEL PROBLEMA

Se analizara el problema encarado por Lamb en su paper de 1904 (Lamb, 1904), que consiste en una
carga puntual vertical arménica, aplicada en la superficie de un sélido semi-infinito elastico, homogéneo e is6-
tropo limitado por una superficie libre horizontal (Fig. 1-3).

Peiwt

FIG. 1-3 - SOLIDO SEMI-INFINITO, COORDENADAS
El problema, planteado de tal manera, implica una serie de simplificaciones a la ecuacién vectorial [1.6],
debido basicamente a la simetria axial del problema. Con esto en mente, usaremos coordenadas cilindricas para
. T . . L. . d . .
plantear las ecuaciones de equilibrio. Dicha simetria implica que 38 = 0y debido a que la carga es vertical, es

razonable suponer también que ug = 0.

Como se vio en el inciso 1.1, el problema consiste en resolver las ecuaciones potenciales, con las con-
diciones de borde que correspondan al problema. En coordenadas cilindricas con simetria axial, las ecuaciones
[1.7] toman la siguiente formaZ

vch—izc'l'):o
C
v 1P [1.9]
VW, -—2-=¥,=0
rcg

. , s e 92 10 92
Donde el operador laplaciano est en coordenadas cilindricas: V2 = — + -— + —
or2  ror 0z?

1 Esto puede inferirse, por analogfa del problema unidimensional de la propagacién de ondas.

2 Al haber simetria axial el potencial vectorial ¥ tiene sélo una componente no nula: ¥ = (0,%¥,0). La condicién

Div(W) es idénticamente nula, por lo que las cuatro ecuaciones potenciales se reducen a sélo dos. Ver (Achenbach, 1973,
pp. 73 - 75).
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En este problema, como vamos a considerar la solucion en régimen permanente, es decir, una vez que
paso el tiempo suficiente para que desparecieran los efectos dindmicos de la introduccién de la carga, las fun-

ciones solucién se pueden separar seginl,
F(r,z,t)=F(r,z)e""

De ahora en mas sélo se considerara la parte espacial de cada funcion, a la que se le agregara el factor
de tiempo €'®* una vez resuelto el problema. Haciendo la separacién de variables, las ecuaciones [1.9] se trans-

forman en:

VO + QD=0

¥ [1.10]
VY, —TMQ?{/Q =0

N

2
Donde 023 =w—2y.(2§ = w_z
ch cé
Los desplazamientos en cada punto, se definen a partir de la descomposicion de Helmholtz [1.7], y en

éste caso de simetria axial se reducen solo a la componente vertical y radial:

L 00 0¥
or oz [1.11]
op  10(rv)
W=—+="——=
oz r or
Y las condiciones de borde a plantear son:
o(r)
[0.] , =P g
=0 2rxr [1.12]

Que en términos de los desplazamientos pueden escribirse, para coordenadas cilindricas con simetria axial, de

la siguiente manera:

ﬁ(a“f +i+@j 226 _p o) g
or r oz),, OZ |, 2rr
- [1.13]
G (a“f +@j -0
oz or),,

1.2.1 TRANSFORMACION DE ILAS ECUACIONES Y FUNCIONES

Con el problema ya planteado, procedemos a resolver las ecuaciones [1.9]. Para eso, aplicamos la trans-
formada de Hankel de orden O y de orden 1, tanto a las ecuaciones potenciales como a las condiciones de bor-

de. Estas transformadas se definen para una funcién f(r) como:

1 A la funcién F(r, z) se la denomina, también, “funcién de respuesta compleja del sistema”. Tiene una gran importancia

en el analisis de la respuesta, en el dominio de la frecuencia.

2 Usamos W indistintamente sin el prefijo, pues no habra confusién al ser la dnica componente del vector ¥ no nula.
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Tk)a = Tf(r)r/a (kr)dr

Donde « es el “orden” de la transformada.

Aplicando las transformadas mencionadas, a las ecuaciones [1.9], se transforman en':

00 (k0o =0

1.14
82§1 2 2\ s [ ]
P —(k —QS)‘I’1=0

Se trata de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden, de la variable k que representa el
numero de onda. Su resolucién es sencilla, y puede verse en cualquier texto basico de andlisis matematico, ob-
tienendose las siguientes funciones?

A(k)e™ donde a=,k*-Q}
,=B(k)e”* donde p=,k*-Qf

Siendo A y B funciones complejas de la variable real k.

[1.15]

€| S|

En base a determinadas propiedades de la transformada de Hankel3, se transforman las funciones
[1.11] y las ecuaciones de borde [1.13]:

arl — —kao _ a\PI
@ [1.16]
Wo = 0P, k¥,
oz
Ak | gl P
oz |, 2«
~ } [1.17]

1.2.2 EVALUACION DE LLAS CONDICIONES DE BORDE

Al reemplazar las soluciones obtenidas para las funciones potenciales, las transformadas de los despla-
zamientos toman la siguiente forma:

1 Propiedad de la transformada de Hankel: Ho{V2w(r)} = —k?*H(r)

2 En este caso, se consideraron nulas los términos que incluyen exponenciales positivas, puesto que la soluciéon debe estar
acotada para valores grandes de z. Esto implicitamente supone que la parte real de o y de 8 debe ser positiva.

3 Transformadas de Hankel de algunas expresiones corrientes:

d
H, ret = (o) = —kH 1 (1)

5]
H {10 [ 1) = KH o {f))
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=—Ake ™ +Bpe”*

— —Aae™ +Bke " 18

url
w,
Reemplazamos en las ecuaciones de borde [1.17], para poder despejar las funciones A(k) y B(k) que

definen la soluciéon. Nos queda un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, y que depende de la variable
real k:

2u(K?-y2)-art  —2upk  |ra] |2 o
~127| > MA=P [1.19]
2ak —[Zkz—yﬂ B 0

Como todo sistema lineal de ecuaciones, su comportamiento dependera fuertemente del determinante
de la matriz de coeficientes. Si el determinante es distinto de 0, entonces el sistema es compatible determinado
y existe solucién unica del mismo. Si el determinante es nulo, el sistema puede no tener solucién (sistema in-
compatible), o tener infinitas soluciones (sistema compatible indeterminado). Entonces, como la matriz de
coeficientes depende de la variable k, es importante verificar para qué valores de k, el sistema se comporta de

una u otra manera.

Como se dijo recién, siempre y cuando el determinante de la matriz no sea nulo, se puede despejar:

- —

A=M"P

P -rd) L Pka
27GF(k) 7GF (k)

Donde F (k) = (2k? — Q2)? — 4k?af es la denominada “Funcién de Rayleigh”.

— —
Ahora bien, la matriz M~ s6lo existe cuando el determinante de la matriz M es distinto de 0. Para

aquellos valores de k, que hagan que se anule el determinante, el sistema MA = P sera incompatible (se prueba
facilmente que no es compatible indeterminado, pues esto implicaria que una fila es maltiplo de la otra), pero
existiran soluciones del problema homogéneo (la solucion del sistema homogéneo para sistemas compatibles,
es la trivial):

MA =0 [1.20]

Es decir, existe un comportamiento sustancialmente diferente de la solucién del sistema, cuando la va-
riable k toma uno, o mas, valor determinado. Este sistema tendra una solucion distinta de la trivial, siempre y

cuando,
Det| M |=0 - F(k)=0

Es decir, para los ceros de F(k), existira una solucién para el problema homogéneo. La solucién com-
pleta del sistema, sera la solucién particular, mas cualquiera de las infinitas soluciones homogéneas, cada una
con sus correspondientes valores de k.

Las raices de la funcién de Rayleigh son (ver Anexo 2): £Qp € R,0 < |Qg| < Qg
Entonces se reemplaza k = +Qp en el sistema homogéneo [1.20]:

Para +Qpg:
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26(Q -08)-4Q  -2GBQ,  [[A] [0
2002, -[20 -7 ] [BJ{ }

De donde se despeja,

2 2
A _c K- ; B,=C donde a, =/Q;" -QF
2Qqa,
De manera aniloga, para —Qp:
202 — Q2 SR
A =—C—EF——= ; B,=C donde o, =Q:°-Q;
200,

Donde C es una constante compleja a determinar.

Como éstos valores de A y B obtenidos sélo valen cuando k toma el valor de las rafces de la funciéon de
Rayleigh, la solucién completa para A y B, siendo funciones de la variable k, se puede escribir de la siguiente

manera:

P(2k*-0f) 20.2-0

A(K) = CER 25T5(Q.)-6(-Q

(k) 27GF (K) " 20Q.a, [5(20)-0(-%)]
Pka

B(k) = G(k)+c[5 )+8(-Q )]

[1.21]

Es sencillo probar que estas expresiones de A y B verifican el sistema [1.19] para todo k € R, y siendo
C una constante real cualquiera. Ahora reemplazamos las expresiones [1.21] en los desplazamientos [1.18] para
la supetficie del semi-espacio elastico (z = 0), y obtenemos las expresiones transformadas de los desplazamien-

tos!:

k(2k*-Q2% - 2?2 _
0 (k,0)=— p k(2k*-Q} Zaﬂ)_CQR(ZQR ok 2aRﬁR)[5
271G F (k) 2,

o (.0)= 2:G S(élfl) e ng)i 2(2)+ (-]

1.2.3 EXPRESIONES ANALITICAS DE L.OS DESPLAZAMIENTOS

Para obtener la expresion de los desplazamientos en las coordenadas originales geométricas, hay que

antitrans-formar los desplazamientos. La antitransformada de Hankel de orden a, se define como:
f(r)=[f(k),ka, (kr)dk
0

Donde v es el “orden” de la transformada.

1 Las expresiones de los desplazamientos difieren en un signo de las dadas por Lamb en su paper original. Esto resulta de
que se considera la carga en sentido contrario (Lamb, 1904, p. 33). Esto no afecta en nada el resultado, pues se trata de una
accidén armonica.
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Aplicando dicha expresion a los desplazamientos obtenidos en [1.22], queda:

p k(2k*-Qf -20p)
7G F(k)

0, (29 - Q% 20,8, )

20

[6(Qq)-58(-95) |kJ, (kr)dk

u,(r,0)=—Iz
W(r,O):]:

kJ, (kr)dk - [C
0

o T8
el k)kJO(kr)dk+.(|;C 2QSR [5(9q)+5 () kI, (kr)dk

El segundo término de cada expresion es de evaluacién inmediata, debido a las funciones Delta de
Dirac que aparecen en el integrando,

“k*(2k? -Q2 -2 05 (205 -Q5 -2
(r,0)=——" | ( - aﬁ)Jl(kr)dk—C (20501 aRﬂR)Jl(QRr)
272Gy F (k) 2, 123
P “kQla Q? '
w(r,0) P EﬁbJOWUdk+C7fJJQMj
0

Se obtiene asi una expresion analitica exacta de los desplazamientos en coordenadas geométricas. Resta

resolver las integrales impropias y determinar el valor de la constante C, que supone la postulaciéon de una con-
dici6én de borde adicional.

1.3 EVALUACION DE LLAS INTEGRALES IMPROPIAS

Se analizaran en detalle las integrales que surgieron en las expresiones [1.23] de los desplazamientos ra-
dial, y vertical del problema planteado. Dichas integrales son:

k?(2k* -QF - 208)

=
I

3, (kr)dk

Para poder analizar las integrales impropias, debemos escribir de manera explicita las funciones de Bes-

sel. Si reemplazamos las expresiones que aparecen en el Anexo 4, en las integrales, y realizando algunas opera-
ciones, quedan:

?(2k* - Q? ~2ap)

e dk |cosh sds

oI
:__j“ kO "‘Xdk}ds

Por lo tanto, el problema se reduce, en primera instancia, a evaluar las integrales de los corchetes!:

1 Estas integrales son del mismo tipo de las que se obtienen en los desplazamientos para el problema bidimensional
(Lamb, 1904, p. 10), por lo que el analisis de uno de los dos problemas, practicamente resuelve el otro.
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k? 2k2 -2af) .
U= j ) e’ dk
[1.24]
_ J‘ kQSaeikxdk
(k)
1.3.1 EVALUACION DE LA INTEGRAL U
Se tiene que resolver la siguiente integral,
?(2k* - - 208)

ikxdk

I(2k2 Q%) —4k’ap

Donde a = k2 — 0%y B = /kz—ﬂ_g

Se deben aplicar los conceptos de la integracion en el dominio de los nimeros complejos. Para ello se
debe extender la funcién del integrando, a una funcién en algun recinto del plano complejo, donde esté conti-
nua y uniformemente definida.

2°(22° - Q% - 2a(2) Bz
(222 - Q%) -47%a(z) B(

z)) i [1.25]

Ahora bien, ©(z) contiene a las funciones @ y f (definidas en [1.15]) que son funciones raiz, que son

por definicién “multiformes”, es decir, pueden tomar mas de un valor en cada punto del dominio (hacer la

analogia con el caso real V2 = +1.414 ...). Estas funciones, al ser extendidas al dominio complejo implican
discontinuidades que deben ser salvadas para poder incluir a las curvas de integracién en el plano complejo
dentro del dominio de definicién de la funciéon compleja. Las técnicas de integracion en el plano complejo, son
utiles cuando la funcién es analitica sobre toda la curva de integracion, es por esto muy importante que las fun-
ciones sean continuas y uniformes sobre dichas curvas.

Lo dicho en el parrafo anterior hace notar que la funcién ©(z) no sera continua y uniforme para cual-
quier curva del plano complejo, y ademas posee polos coincidentes con los ceros de la funcién del denomina-
dor (Funcién de Rayleigh). Sin embargo, se puede definir una “rama” continua de la funcién, realizando deter-
minados “cortes” en el plano, que definiran los limites del dominio de definicién de la rama (ver Anexo 1).
Estos “cortes” definiran el valor que tomara la funcién compleja para cualquier punto, en particular para cual-
quier valor del eje real. De esta manera, el valor de estas funciones extendidas al dominio complejo, puede no
coincidir con el valor de la misma funcién de variable real. Hay que recordar que se asumio, al resolver las

ecuaciones potenciales, que las partes reales de @ y f deben ser positivas (es andlogo a haber definido que

V2 = +1.414 ...). Resumiendo, las funciones @ y 8 de variable real toman los siguientes valores,

‘\/kz 02| k>0
o, f= [1.26]
i‘x/Qz—kz k<O

Para ser claros, los valores de las funciones dados en [1.20] corresponden a funciones rafz de variable
real, cuyos valores se definen simplemente eligiendo si la funcién tomara el valor positivo o negativo de la raiz

(piénsese en que la raiz de cualquier nimero tiene dos valotres posibles, uno negativo y otro positivo). El pro-
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blema surge al extender la funcién al dominio complejo, ya que entonces no se puede asegurar la continuidad
de la funcién en todo el plano complejo simplemente eligiendo uno de los posibles valores para la raiz, y como
se dijo antes, es preciso limitar dicho dominio de definiciéon. En la definicion de las funciones reales a y [ se
eligi6 adoptar el valor positivo de las mismas como se ve en [1.26], y esto automaticamente define ciertos “cor-
tes” en el plano complejo que limitan el dominio. Viéndolo de otra manera, se puede definir un corte (segin
algtin criterio que se ve en el Anexo 1) que sea simple analiticamente, pero esto supondra que las funciones
complejas @(z) y (2) pueden no tomar los mismos valores que las analogas funciones reales [1.26], a lo largo
del eje real (x(z) # a). En lo que respecta al trabajo, siempre que se mencionen las funciones @ y f8 sin el

término (z), se referiran a las funciones reales.

Es posible deducir inmediatamente, de lo visto en el Anexo 1, que los puntos de ramificaciéon de la
funcién [1.25] son (iﬂz ; +03 ) donde Qg > Qp. De lo visto en dicho anexo, se pueden definir los cottes
de ramificacion y los valores que toma la funcién ©(z) en cada segmento del eje real respecto de los valores de
la funcién real @ff (que aparece tanto en el numerador como en el denominador) segin [1.26], para la rama
elegida (Fig. 1-4). Se obsetva que la funcién compleja a@(z)f(z) toma valores distintos que los correspondien-

tes a considerar la funcion real aff para algunos segmentos del eje real.

Como lo que interesa es resolver la integral cuya funcion del integrando es la de variable real, debe ha-
cerse una comparacion entre los términos de esta funcién y los de la funcién compleja 0(z), a lo largo del eje
real (que se resume a comparar los valores de la funcién afS, con la misma extendida al plano complejo
a(z)B(z), puesto que los otros términos de la funcién del integrando no son funciones multiformes). Para
ello, es util desglosar la integral U segtin los distintos segmentos, poniendo en evidencia los valores de la fun-
ci6én del integrando para cualquier valor real k.

—s 2 <2k2 — 0% -2 k2 —0%/k? - Q,%)

U= ek xdk
“o (2k2 —02)2 — 4k2 |k?2 — 0&\k% — 0}
~2p |2 <2k2 — 0% —2i |0Z —k2k? - !2,%)
+ ekxdk
—0s (2k? — 02)? — 4k2i |0% — k2,[k?2 — 03
s |2 <2k2 — 0242 0% —k2/0% - k2>
+ ekxdl 4 ...
—0p (2k2 — 02)% + 4k2 |0% — k2,/0% — k2
Qg -Qq Qs Qg o
U= [+ [+ [+ [+
0 -Qp -Qp Qp Qs

Ahora se ve en la figura siguiente los valores que toma la funcién a(z)B(z) al definir una rama conti-
nua y uniforme de la misma (ver Anexo 1):
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A Im(z)

°
-R -Q -Q, O Q, 9 Q. R

Contorno de integracion para la evaluacion de la integral U. Se integra en la parte superior del plano, para que el
término exponencial del integrando esté acotado para cualquier valor positivo de x (x = 1 cosh(s)). Los valores
que toma la funcién de variable compleja a lo largo del eje real, y por sobre los cortes de ramificacion, se pueden
ver en el Anexo 1.

FIG. 1-4 - CONTORNO DE INTEGRACION U

Se ve de la figura que para el segmento (—Qg — Qp) la integral U no coincide con el valor de la rama
de la funcién definida en el recinto. En el resto del eje real si coinciden. De esta manera, se puede encontrar la
relacion entre la integral de la funcién compleja a lo largo del contorno de la Fig. 1-4, y los distintos términos
de la integral U. Integrando en el contorno se obtiene, y considerando la contribucién de los contornos semi-

circulares rodeando los polos del integrando!:

lim¢©(z)dz = lim | ©(z)dz + II — 7iRes (O ( J'I + II +II +II — miRes(©(z),Q;)

k(2K -2 +20p)
Donde I, = E[ (Zkz_Q2 )25+4k2(1ﬂ
05 s

eikxdk

Como no hay polos dentro del contorno:

q.>®(z)dz=

Y es facil ver que la integral en el semicirculo de radio R, se anula, al tender R a infinito?: le ©(z)dz=0

Entonces queda:

1 Segiin Teorema de Jordan, la contribucién de un segmento de circunferencia de radio infinitesimal alrededor de un polo

de primer orden es, (8¢ — 0;)Res(f(z), z,)

2 Basta con probar que limg_,, MgL = 0, siendo My un nimero real positivo tal que, |8(z)| < Mg para todo z € Cg y
L la longitud del arco CR. Ver (Churchill. & Brown, 1992, pag. 10).
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jl +_IP| +_£| +j| +f| = 7i[ Res(©(z),-Q, ) + Res(©(2), ) |

Sumando y restando f I » en el lado izquierdo de la ecuacién,

jl + jl + jl +j| +j| + fl —1, = 7i[ Res(©(z),~Q )+ Res(©(2), 2, ) |

-0 -Qp -0

U +_TP|; -1, =7zi[Res(®(Z),—QR)Jr Res(@(z),QR)]

-Qq
De donde se despeja,
-Qp
U =7i| Res(©(2), Q5 )+ Res(0(2),Qq ) |+ [ 1,-1;
-Qg

Escribiendo de manera explicita los residuos (ver Anexo 3) y las integrales,

% ACPQLaf (2K - QF)
U =220, Hsin(Qgx) + | ;"Eigf(k) s)e.kxdk

_QS

U =2720,Hsin(Qgx)+U,

Donde

Q, (205 -0i -2//0f -0l Ja; -7
F(Q)

f(k)=(2k? ~Q2 ) + 4k
F (k) (k)=(2k* -0Q2)" ~16k‘a?p?

71.3.1.1 EVALUACION DEL TERMINO U;

[1.27]

Se analiza ahora el término U; que aparece en la expresion de U,

__].ZP 4k Q aﬂ(Zk -Q )eikxdk __ _]-ZP 4k Q (_aﬂ)(Zk ) |kxdk
K) (k) S F (k) f (k)

Nuevamente se extiende la funcién del integrando al plano complejo

42°05 (-a(2) (2))(22° - %) ,
(2)= F(2)(2) °

Se analiza la integral en el contorno de la figura siguiente:
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A Im(z)
Y A
G e
L L @ >
- < Re(z)
«(2) p(2)=ap o(2)p(2)-ap

a(z)B(z2)=-ap

Contorno de integracién para la evaluacion de la integral Ul. Se integra en la parte superior del plano, para que el
término exponencial del integrando esté acotado para cualquier valor positivo de x (X = r cosh(s)).

FIG. 1-5 - CONTORNO DE INTEGRACION U1

La integral a lo largo del contorno queda,

qu)dz:jd)+jd>—U1:O

Tp Ts

De donde se despeja,

U= [@+[o=U,+U;

o, :T4(—QP +i¢) an_lﬁl(z(—gp +-i§) _Qé)ei(ﬂp”‘f)xidg
! F(—Qp +i&) f (- +i8)

Siendo ¢, = \/m P A=y (- + if)z -0

Que puede reescribirse como,

(-Q, +|§ al,b’l(Z(—Qp+i§)2—
b HIE) F(-Qp +iE)

2
U, =4iQe > j S)e‘f*df [1.28]
0

—i.pr

Observando el factor e , se ve que se trata de un tren de ondas de nimero p (nimero de onda),

por lo que este término serd la contribucién de las ya conocidas ondas P (ondas primarias o de presion).

Y por otro lado,

o, :j.4(—QS +ig) an-lﬂl(z(_gs +_i§) _Qé)ei(—ﬂs“f)xidg
S P rie) (-0 +ie)

Recordando que a, =4/(—€Q +i§)2 —Q% ;B =4/(— +i,§)2 -2
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Que puede reescribirse como,

4(-Qq +ig) Ol (2(-0 +ig) -2
F(-Q +i&) f (—Qq +i¢)

U =4iQ%e ™| e dé [1.29]
0

Nuevamente, puede deducirse, que este término describe la contribucién de las ondas S (ondas secundarias o
de corte). Finalmente, volviendo a la ecuacién [1.27], la integral U, puede expresarse como:

U =272Q,H sin(Qzx)+U, +Ug [1.30]

1.3.2 EVALUACION DE LA INTEGRAL W

Se tiene que resolver ahora, la integral,

Donde @ = k2 — 0%y B = /kz—ﬂ_g

Nuevamente se debe extender la funcién del integrando al dominio complejo:

2
Y(z)= Z?Sa(z) e [1.31]

(22° -Q%) —4*a(2) B(2)

Para esta integral las consideraciones en cuanto a los valores de las raices, son las mismas que para la
integral U. La principal diferencia en este caso, radica en que las funciones radicales que aparecen en el nume-
rador (a(z)) y en el denominador (a(z)B(z)) no son la misma, por lo que los cortes de ramificacién deberan
contemplar los cortes de ambas funciones (ver Anexo 1). En otras palabras, los cortes de ramificacién seran la
unién de los cortes de las funciones @(z) y @(z)[(z). Por su parte, los polos de la funcién serin los mismos

que para la del inciso anterior.

Nuevamente hay que analizar la coincidencia entre la funcién de variable real del integrando de W, con
la funcion de variable compleja Y(z) a lo largo del eje real. En la Fig. 1-6, apatece el contorno de integracion a
seguir en el plano complejo, y los valores que toman la funcién de variable compleja en cada segmento del eje
real, para la rama definida por los cortes. El procedimiento a seguir es analogo que para la integral del punto
anterior; se desglosa la integral W escribiendo de manera explicita la funcién de variable real del integrando,

seguin van variando los términos @ y aff de acuerdo a [1.26]:
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kQ2\[k? — 02 .
W= J > £ e d
“o (2k2 —02)2 — 4k2 |k?2 — 0Z\[k? — 0}

e 2 17— (2
k03K =0 .
+ J > £ e**dk

~0s (2k? — 02)2 — 4k2i |02 — k2\[k? — 02
2p
kQZi\[02 — k2 .
SV e X 4 ...

-]

_op (2k% — 02)? + 4k2 |02 — k2 [0E — k2

-Qp

W = j|+j|+j|+j|+j|

BroN -0p

Se ve en la figura siguiente los valores que toman las funciones a(z) y a(z)B(z) al definir una rama

continua y uniforme de las mismas (ver Anexo 1):

A Im(z)

\ 4

_Re(z)

Contorno de integracién para la evaluacion de la integral W. Se integra en la parte superior del plano, para que el
término exponencial del integrando esté acotado para cualquier valor positivo de x (X = r cosh(s)). Los valores
que toma la funcién de variable compleja a lo largo del eje real, y por sobre los cortes de ramificacion, se pueden

ver en el Anexo 1.

FIG. 1-6 - CONTORNO DE INTEGRACION W

Por otro lado, se ve de la figura que para los segmentos (—00, —Qg) y (—Qg, —Qp) el integrando de W

no coincide con el valor de la rama de la funcién compleja definida en el recinto.

Integrando a lo largo del contorno, se obtiene:

lim¢(z)dz=lim | v(z)dz + II — iRes(-Y II + II +II +II — miRes(Y(z), Q)
&0 Cy -Qgq -Qp

Donde,
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. kQ: (-a) .
| — S |kxdk =_|
' L (2k? -2 “Kap '
I = _T” kQ?2 (—a)
T oh (2K -2) +akap

eikxdk

Como no hay polos dentro del contorno:

limpY(z)dz=0

R—o

Y es facil ver que la integral en el semicirculo de radio R, se anula, al tender R a infinito: FIzim I ©(z)dz=0

R

-Qp -Qp
Sumando y restando Ill y jlz
—Qg -Q
-Qp Qg
W+ [17=1,-2 [ 1, =i| Res(-Y(2),~Q5 ) +Res(Y(2),2) |
-Qg —0
De donde se despejal,
—0g -Qp
W = 7i[ Res(-Y(2), - )+ Res(Y(2), Q) [+2 [ 1,+ [ 1,-1;
LA S

Escribiendo de manera explicita los residuos (ver Anexo 3) y las integrales:

ok ko, %2k kP -2 (2K -2 )
W =220, K sin (Qgx) + I%e'kxdkij s F(k)Pf((k) S)
_QS

—0

eikxdk

W =270, Ksin (Qgx) +W, +W, [1.32]

Q%02 -2
Donde K =-—2Y"% 7%

F ()

1.3.2.1 EVALUACION DE 1.A INTEGRAL W;

En este caso es la integral,

-Qg 2 © 2
w, = | 2K gy — o | Ka g
2, F(k) a FK)

Se extiende la funcién del integrando al plano complejo:

1 Observar que el residuo en —Qpy es de la funcién —Y(z), puesto que en el eje real ese es el valor que toma la rama. Pue-

de observarse claramente en la Fig. 1-6.
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0
o(2)=-2° Fégn

—izx

Se analiza la integral alrededor del contorno de la figura siguiente:

Im(z) 4

Re(z)

Contorno de integracion para la evaluacion de la integral W1. Se integra en la parte inferior del plano, para que el
término exponencial del integrando esté acotado para cualquier valor positivo de x (X = r cosh(s)).

FIG. 1-7 - CONTORNO DE INTEGRACION W1

El valor que adquiere la funciéon compleja en el eje real se puede ver en Fig. 1-6. En este caso, la rama

de la funcién en la integral de contorno (en el eje real en particular) coincide con el valor esperado para Wi.

cﬁcl)dz = j®d2+j®dz ~W, + iRes(®(z),Q, ) =0

Cq r

De nuevo, la integral a lo largo del segmento de circunferencia se anula, al tender a infinito el radio de
la misma. El valor del residuo se obtiene de manera directa, a partir de lo visto en el Anexo 3.

Res(®(2),Q, ) =2Q,Ke
Entonces,

W, = 27iQ Ke ™ + [ ddz = 27iQ, Ke ™ +W,
r

Donde,

W T 2(Q +i&)Qhaye >
i _foo F(QS +I§)

id&

Siendo o, =4/(Q + ig‘)2 -Q?
Se puede reescribir como,

W, = 2iQ§eiQSXJ'(QS - '5)0‘1

~ e 1.33
0 F(Qs _'5) 5 [ ]
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Analogamente a lo visto para la integral U, este término representa una contribucion de las ondas S a
los desplazamientos verticales.

1.3.2.2 EVALUACION DEL TERMINO W»

En este caso, es la integral,

f 2k§22a(2k2 Q%)°

f Zsza(Zkz Q%) i
) f (k)

|k><d e
) (k)

W, =

Donde F(k)f (k) = (2k? — Q23)* — 16k*a?p?
Extendemos la funcién del integrando al plano complejo:

210%a(2) (222 - Q%)
F(z)f(2)

—izx

®(z)=

Se observa que el unico término que define la rama de la funcién es @, pues es la tnica rafz que apare-

ce. Los signos para esta funciéon compleja aparecen en la Fig. 1-8.

Im(z) &
a(z)=a
Q, Q Q,
.J 9 *——>
Re(z)
Ty A v s

Contorno de integracién para la evaluacion de la integral W2. Se integra en la parte inferior del plano, para que el
término exponencial del integrando esté acotado para cualquier valor positivo de x (X = r cosh(s)).

FIG. 1-8 - CONTORNO DE INTEGRACION W2

La integral a lo largo del contorno queda,

@d)dz—‘[d)dz+jcbdz -W, =0

Tp
De donde se despeja,
W, = [ ®dz + [ ddz =W, +Wg
Tp Ts
Donde
0 2(Q, +i8) 02, (2(Q, +i&) —Q2)’ 6 ehig 2

We _Jx F(Qp +i&) f(Q, +i€)
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Siendo a, = \/(Qp +i&)2 - 0%

Que puede reescribirse como,

Wy =—2iQ§,e*“’SXT(Qs —i€) e (2(Q —i5)” — %)’

—&x
0 F(QS —i§) : (Qs —icf) e'd¢& [1.34]

Finalmente, volviendo a la ecuacion [1.32], la integral W, puede expresarse como:
W =270, K sin Qg X) — 27iQ Ke ™ + W, + W +W, [1.35]

Donde se ven claramente, los términos correspondiente a las colaboraciones de las ondas P y S (en este caso,

hay dos términos de ondas S, que bien podrian resumirse en uno solo).

1.4 EXPRESIONES FINALES PARA 1.OS DESPLAZAMIENTOS

Una vez obtenidas las expresiones para las integrales U y W pueden obtenerse expresiones analiticas

para las ondas que se propagan en el suelo realizando algunas simplificaciones.

1.4.1 DESPLAZAMIENTOS RADIALES Uy

Recordando la expresion [1.30],
U =2720,H sin(Qx)+U, +Ug

Donde,

Q, (2Q§ oY N SN ey )
F(Qg)

H=-

Q, +ieY a8, (Z(QP +ig) —Qg)

B
Fo, o) f (o eig)  © e

U, = 4iQ§e‘QPXj(
0

(02 -19)" 05 (2(9, -1 -0
F(Q —ig) f(Q ~i¢)

U, =4iQ%e > | e ¥de
0

Ahora bien, para obtener la expresion de los desplazamientos radiales, como primer paso, se debe vol-

ver a la primera de las ecuaciones [1.24]:

1 [ee)
I, = _Ef [2mQgrHsin(Qgx) + Up + Us] cosh(s) ds
0
1
= f 2mQrHsin(Qgr cosh(s)) cosh(s) ds + f Up cosh(s)ds + f Us cosh(s)ds
0 0 0

De las identidades para las funciones de Bessel (ver Anexo 4), queda:
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l, = ﬂQRHYl(QRr)—i[fUP cosh(s)ds +_|.US cosh(s)ds} [1.36]
0 0

Para poder determinar la constante C, es conveniente expresar las funciones de Bessel de ler y 2do ot-
den, en términos de las funciones de Hankel (ver Anexo 4):

i Q2 (202 -2 -2 i Q% (202 -2 -2
(1) | POl g 2% aRﬂR)}Hf”(QRr)—[PQR'H+C (205 -0 “RﬂR)]HP(QRr)
o dag

En virtud de la “condicién de radiacién” definida por Sommerfeld:

“La energia que es radiada desde una fuente debe propagarse hacia el infinito; no puede haber energia
que sea irradiada desde el infinito hacia las fuentes...”".

. L . 1 . .
Se puede determinar, que el término correspondiente a H1( )(]/RT) debe anularse, pues consiste (agregandole el

factor de tiempo e'®! ) de ondas que viajan hacia el origen. Entonces
p q ] g >

. 2 2 2 .
PQRIH_CQR(ZQR_QS_zaRﬂR)ZO N C:_PO{RI ,1
4G 4ar, G F(Q)

Reemplazando en la expresion de u(r), y agregando el factor de tiempo, queda2:

u, (r.t) =—P2%R' HH® (Qr)e™ + P+

Los términos P y S, son las componentes de ondas P y S que se vieron antes, y que estan definidas en
la ecuacion [1.36]. Estos términos suelen disiparse mucho mas réapido para valores crecientes de r, por lo que en
general, se considera sélo el primer término, el de las ondas de Rayleigh, como la solucién del problema, para
valores alejados de la fuente. Este anlisis fue hecho en (Miller & Pursey, On the partition of energy between
elastic waves in a semi-infinite solid, 1955), donde se muestra que las ondas de Rayleigh llevan el 67% de la
energia, el 26% es llevado por las ondas S, y el 7% por las ondas P. No obstante, se ha presentado evidencia
empirica de que dicha particién de la energia es dependiente de la frecuencia.

1.4.2 DESPLAZAMIENTOS VERTICALES W

Recordamos la expresion [1.35],
W =270, K sin Qg x) — 27iQ, Ke ' + W, + W +W

Donde,

1 La condicién de radiaciéon de Sommerfeld tiene una deduccién matemdtica rigurosa, y puede verse en (Sommerfeld,

1949).

2 En el paper original de Lamb, en la solucién aparece la funcién Dy (r), que segin esti definida en su trabajo (Lamb,

1904, p. 3), es equivalente a _ngz) (r)
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__ojor-ol
F ()
(O —iE) a (2(0. —iE) —02)?
W, = [
W, = 2iQ%e -'Qsz—( ( _'i‘:‘; e
- L

Ahora bien, para obtener la expresién de los desplazamientos verticales, como primer paso, se debe

e dé&

volver a la primera de las ecuaciones [1.24]:

IW=—i![2mRKsin(Qchosh(s)) 2710, Ke ™ ) LW, + W +W, ]d

De las identidades para las funciones de Bessel (ver Anexo 4), queda:
I, =—i7Q K, (Qpr) +i7Q KHP (Qgr) ——UW cosh(s ds+IW cosh(s )ds+J'WS*cosh(s)ds} [1.37]
0

Ahora volviendo a la primera de las [1.23], y reemplazamos por el valor de Iy (nos olvidamos por el
momento de los términos Wp, Ws y W*s):

PQ.i Q2
w(r)= ZGR K[—JO(QRr)+ Héz)(QRr)]+C7SJO(QRr)

Para poder determinar la constante C, es conveniente expresat las funciones de Bessel de ler y 2do ot-
den, en términos de las funciones de Hankel (ver Anexo 4):

PQ.i Q: PQ.i Q:
W(I’)=|:— 4GR + TS}Hél)(QRrH{ 4GR + TS}HéZ)(QRr)

Nuevamente se aplica la “condicién de radiacién” de Sommerfeld vista en el punto anterior para des-

pejar la constante C. Entonces,

) _
PQi %, - PQR;
4G 4 GQ?

K

Remplazando en la expresion de w(r), y agregando el factor de tiempo, queda:

PQ.i

w(r,t)=

— B KHP (Qgr)e” +P+S+5*

Los términos P, S y S* son las componentes de ondas P y S que se vieron antes, y que estan definidas en
la ecuacién [1.37]. Estos términos suelen disiparse muy rapido para valores crecientes de t, por lo que en gene-

1 En el paper original de Lamb, en la solucién aparece la funcién Dy (r), que seglin estd definida en su trabajo (Lamb,
1904, p. 3) es equivalente a —iH(()z) (r).
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ral, se considera sélo el primer término, el de las ondas de Rayleigh, como la solucién del problema, para valo-

res alejados de la fuente.

1.5 CARACTERISTICAS DE LLAS ONDAS DE RAYLEIGH

En el punto anterior obtuvimos una expresién analitica para los desplazamientos radiales y verticales,
dénde éstos estaban compuestos por ondas de Rayleigh y ondas P y S. Analizamos ac4, un poco mas detalla-
damente algunas caracteristicas de las ondas de Rayleigh obtenidas, que son las que mas influyen en el fené-
meno de propagacion de ondas.

PRl o (0,r)e

u,(rt)=
w(r,t)=

PQ,i

Y (Qgr)e™

Como las funciones de Hankel no tienen forma explicita, para obtener conclusiones acerca de la natu-

raleza de las funciones, conviene expresarlas segiin su expansion asintotica.
. 1\7z
2 Cilpus | 1
H? (p)=,|—e { [ 2]2} {1+ O(—nﬂ
7o X

Despreciando los términos de orden superior los desplazamientos puede ser expresados segun,

PQ I 2 QRr w“
u,(rt
our
[1.38]
( PQ | 2 QR" w‘*
2G nQRr
x10”°
1 I I
radial
vertical
propagacion 05 _
— ' x\
E 2NN K s
E = AN/ N
s A Y TSN
05 i i
— 15 Hz <>
£ —— 30 Hz Desfasaje ¢le las componentes
10 5 10 15 20 25 30 35 40 10 5 10 15 20 25 30 35 40
r [m] r [m]

FIG. 1-9 - CARACTERISTICAS DE ONDAS DE RAYLEIGH

Se ve claramente que se trata de un tren de ondas que se propagan alejandose del origen con velocidad
cr = w/Qpg y cuya amplitud se ve atenuada con la raiz cuadrada de la distancia al origen, y dicha atenuacién
depende de la frecuencia de excitacion. Esta atenuacion no se debe a efectos de disipacién propios del material
(recordar que se supuso un material perfectamente elastico), sino se trata de un “amortiguamiento por radia-
cién”, debido a que la energfa entregada por la fuerza se debe propagar en zonas cada vez mas grandes del
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espacio elastico. También, de los graficos se puede deducir que el desplazamiento de una particula de la super-
ficie sufre un movimiento eliptico anti horario, cuyo eje mayor es casi vertical.

1.5.1 FUNCIONES DE TRANSFERENCIA

Ya se vio que las ondas son armonicas en el tiempo, y que se propagan alejindose del origen. Nos resta
caracterizar entonces, la amplitud y su variacion a lo largo de la superficie del terreno. Para mayor visualizacion,

separamos la parte temporal de las expresiones de las ondas.

u, (r,ot)=H,(r,o)Pe”
. [1.39]
w(r,o,t)=H,(r,)Pe

Esta forma de expresar la respuesta, permite poner en evidencia el factor amplitud, relativo al valor de
la carga. En otras palabras, las funciones H(r, w) son la relacién entre la amplitud de los desplazamientos en
un punto dado del espacio, y la amplitud de la carga, para un valor cualquiera de la frecuencia de excitacion w.
Como se vio al inicio del capitulo a esta funcién H(r, w) se la denomina “Funcién de transferencia compleja”
del terreno ante una carga puntual y vertical (hagase la analogfa con la funcién de transferencia tipica de un
sistema dindmico de 1 GL). Se observa que la funciéon de transferencia es funcién también de la distancia ¢
entre el punto de aplicacion de la excitacion, y el punto de observacion. Se puede pensar que es una funcién de
transferencia entre dos puntos cualesquiera de la superficie, uno donde actta la carga, y el otro en donde se
observan los desplazamientos

Por lo tanto, las funciones de transferencia de las ondas de Rayleigh ante una excitacién puntual, estan

dadas por:
Qi
H, (r,®)=—2"HH?® (Qr)
2G
o [1.40]
2
H,(r,o) =—2g KH? (Qgr)
x10™° x10”
1 ———rr
s / Vertical
4, // 0.9 \ Radial
4 > 08 \ =15 Hz
as // 07 \\ N
= 3 /1 / = 0.6 \\
£ 25 / =l £ o0s \ N
£ 2. / — = N N
= 7 / == N \\
= 2 / ~ = 04 \ ‘\
15 ,/ 0.3 ™
1 // r=25m 0.2 T ~
: ~
05 Vertical [ 0.1 \\'* \:"
Radial T
% 20 40 60 80 100 200 10" 10°
f [Hz] r[m]

FIG. 1-10 - AMPLITUD DE DESPLAZAMIENTO DE LAS ONDAS

Se ve que la amplitud crece con la frecuencia de excitaciéon (aunque las frecuencias mayores se amorti-
glien mas segin [1.38]), y tiene un rapido decaimiento cerca de la fuente, que luego va achatandose a medida
que se aleja el punto de observacion. Estas caracteristicas pueden observarse mejor al expresar las funciones de
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Hankel segin su expansién asintética, como se hizo en el inciso anterior. También se observa que la amplitud
de los desplazamientos verticales es mayor que la de los desplazamientos horizontales. Esto queda cuantificado

en el siguiente grafico.

16 —_———
[
15 e /,//"/ e
/ LA
14

1:3// 7 //
o LA S
N

Hw/Hu

1 r/ (/
09 / —5Hz | |
— 10 Hz
08 / —— 15 Hz|[ |
0.7/ =20 Hz [
[ T 1
10° 10" 10°

r[m]

FIG. 1-11 - RELACION ENTRE DESPLAZAMIENTOS VERTICALES Y HORIZONTALES

Puede observarse que la relacion aumenta con la frecuencia y es casi siempre mayor a 1, lo que implica
amplitudes verticales mas grandes, como se vefa en los graficos de la Fig. 1-10. Sin embargo, hay que aclarar
que si bien para distancias muy cercanas a la fuente (menores a 1m) las amplitudes radiales pueden ser mayores
a las verticales. Esto se sucede en una zona donde las ondas de Rayleigh no son las que mas pesan en la res-
puesta total, por lo que considerar la respuesta para distancias tan chicas no es compatible con el modelo plan-
teado. Para cualquier distancia razonable de la fuente, y cualquier valor de excitacion, la relacién entre amplitu-
des variard entre 1.5 y 1.6 como cota supetior.

Para obtener las expresiones de las funciones de transferencia de las velocidades y aceleraciones en un
punto cualquiera, hay que derivar respecto del tiempo las expresiones [1.39]. Es sencillo ver que las funciones

de transferencia estaran dadas por:

[1.41]

Los cocientes entre magnitudes verticales y horizontales seran iguales que para los desplazamientos
(Fig. 1-11), puesto que el factor de la frecuencia se anula en cualquier caso.



El problema de Lamb 29

o 107 VELOCIDADES o 10° ACELERACIONES
T
radial
35 vertical 35
3 3 ——radial

= = = horizontal
Z 25 / L 25
G Q
E 2 / - £ 2 A
T / el /
o= 15 :r:vs 15 /

B / 1 / N
/ 05 ]
0 40 60 80 100 % 20 40 60 80 100
f [Hz] £ [Hz]

-

e
3

0 2

FIG. 1-12 - FUNCIONES DE TRANSFERENCIA DE VELOCIDADES Y ACELERACIONES

1.5.2 ATENUACION DE LLAS ONDAS

Es util también, obtener una medida de la atenuacién de la amplitud de las ondas. Esto es, encontrar
un parametro que defina que tanto disminuye la amplitud de la onda a medida que se aleja de la fuente. Lo mas
comun, es definir al decaimiento mediante la relaciéon entre la amplitud de dos puntos situados distancias 1y y

1, de la fuente.

Sise expresa 1, = 11 + Ar, entonces la expresion para la amplitud relativa queda,

_ n_ 1
PR+ Ar 4|14 Ay
rl

Se define la magnitud K = Ar/rl, que es una medida del espaciamiento entre puntos, relativo a la dis-

tancia a la fuente.



30 El problema de Lamb

100

o I

g
©
= ~N
z \
[
£ 40 P—

20

0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
kappa

FIG. 1-13 - DECAIMIENTO DE LA AMPLITUD CON LA DISTANCIA

En el grafico se ve como disminuye la amplitud relativa entre los puntos cuando aumenta el paraimetro
adimensional k. Cuando la distancia entre puntos de observacion esta en el orden de la distancia del primer
punto a la fuente, el decaimiento esta cerca del 75%. Cuando la distancia entre puntos es muy chica respecto de
la distancia a la fuente (k < 1), la amplitud relativa se va acercando al 100%, pot lo que la amplitud en ambos
puntos es muy similar. Esto es de esperarse, puesto que estando muy lejos de la fuente, pequenas diferencias de
ubicacién entre puntos de observacién son despreciables. Hay que destacar, que el decaimiento sélo depende
de cuestiones geométricas, y no estan involucrados los parametros mecanicos del suelo. Esto estd en linea con

la definicion de amortiguamiento por radiacion”, lo que implica un amorticuamiento debido a la geometria del
> g
problema, y no al comportamiento mecanico.



El efecto viscoelastico en el problema de Lamb 31

2 ELEFECTO VISCOELASTICO EN EL PROBLEMA DE LAMB

En la teorfa de la elasticidad con la que fue encarado el problema original de Lamb, se supone que el
estado tensional del material depende unicamente del estado de deformaciones en un punto del continuo, y que
dicha relacion es lineal (Ley generalizada de Hooke). Ahora bien, se puede tener en cuenta una ley constitutiva
(también lineal, aunque no necesariamente) que involucre los estados pasados de las variables para su determi-
nacion en cada instante. A este tipo de materiales se los conoce como viscoelasticos; segin (Fung, 1965 p. 20),

“...una clase de material que conserva linealidad entre carga y deflexion, pero la relacion lineal de-
pende de un tercer pardametro, el tiempo. Para esta clase de material, el estado presente de deformacion no puede

ser determinado por completo, a menos que se conozea la historia entera de carga.”

La principal implicancia de este modelo, es que la energia potencial es disipada en parte (en un material
elastico, toda la energfa es almacenada como deformacioén, y no se pierde nada en un ciclo de carga y descarga),
y las ondas en dicho material se amortiguan con el tiempo (Hudson, 1980 pp. 188 - 189).

El modelo viscoelastico, légicamente implicara la utilizacion de nuevas variables que describan la rela-
cién con la historia pasada de las tensiones y deformaciones. Estas variables pueden ser “fisicas”, es decir, que
se deben a razones fisico-quimicas propias del material, por ejemplo, efectos disipativos por la friccién interna
entre particulas (muy comun en materiales como el suelo). O pueden ser del tipo “fenomenoldgicas”, es decir
que son construcciones puramente matematicas, pero que responden a fenémenos empiricos. Ambos tipos

suelen estar presentes a la hora de representar el comportamiento del material, en este caso particular, el suelo.

2.1 INTRODUCCION A LA VISCOELASTICIDAD LINEAL

Se hace, en primer lugar, una revisién teérica de la teorfa elemental de sélidos viscoelasticos, haciendo
hincapié en los distintos modelos constitutivos. Para analisis mas detallados se puede ver (Borcherdt, 2009) y
(Christensen, 1982).

2.1.1 VISCOELASTICIDAD UNIDIMENSIONAL

Por simplicidad se comienza viendo co6mo es la relacion entre tensién y deformacion para un problema
unidimensional, como podtia ser una barra sujeta a traccion simple. En este caso, la relacion para un material
viscoelastico puede ser expresada matematicamente segun':

F os

p(t)= Ir(t—r)adr

—0

Donde r(t) es la funcién de “relajacién”, cuyo significado fisico indica la forma con que vatia p(t) ante una

deformacion impuesta unitaria y constante en el tiempo (del tipo u(t) = H(t))2 Como la funcién de tensiones

1 Ver (Borcherdt, 2009, p. 2)

0t<oO

2 H(t) se entiende a la funcién de Heavyside definida como H(t) = { 1t>0
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p(t), no puede depender de tiempos futuros (principio de causalidad), se puede extender, sin modificar en

nada el resultado, la integral a todo el dominio reall:

p(t)z:[or(t—r)%drzr*dg 2.1]
De manera inversa, se puede definir:
e(t)= Tc(t—r)a—pdr =c*dp [2.2]
i or

Donde c(t) es la denominada funcién de “creep”, y es la forma que tomarfan las deformaciones en el tiempo,

ante una carga unitaria p(t) = H(t).

Consideramos ahora, un movimiento armoénico, en régimen permanente del sistema, donde se deduce
que las variables variaran en el tiempo segin

p(t)=Pe
&(t)=Ee"

Si reemplazamos estas expresiones en las relaciones [2.1] y [2.2], queda,

Pzia)R(a))Ez M (a))E
E=ioC(w)P=J(w)P

Donde,

0

R(w)= Ir(r)e‘i""dr

©

C(w)= :[cc(r)e’i‘”‘dr

Son las transformadas de Fourier de las funciones de relajacién y creep respectivamente.

Se observa que las tensiones y deformaciones quedan completamente definidas, si conocemos la fun-

cién de relajacion r(t), o la funcion de creep ¢(t), correspondiente al modelo mecénico definido para el mate-
rial (ver (Borcherdt, 2009) (Christensen, 1982) (Fung, 1965)).

Ahora bien, es importante hacer un analisis en términos energéticos del sistema para observar el com-
portamiento del mismo, y su comparacioén con el comportamiento de un sistema elastico. En un caso general,
la energia del sistema en un instante infinitesimal de tiempo es edt = pde. Entonces, se puede despejar que la
energia por unidad de tiempo, o en otras palabras, la tasa de cambio de la energfa del sistema esta dada por
e = pé. Donde el punto indica derivada respecto del tiempo. Si se considera una excitacién armonica, la rela-
cioén entre las tensiones y deformaciones esta definida en las ecuaciones [2.3], y reemplazando las componentes

1 Se define al producto de convolucién como f* g = f_oooo f(t)g(t — ©)dt; este producto tiene la siguiente propiedad

conmutativa fxdg=dfxg

2 Estd claro que las magnitudes fisicas estan representadas por la parte real de las expresiones.
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reales de dichas expresiones en la ecuacion del cambio de energfa, puede llegarse a que (ver (Borcherdt, 2009) y
(Christensen, 1982)),

of1 M[ L) (1 M[
=—| ——F—& || ———=¢
ot| 2Re(M) o 1Im(M)

Integrando le ecuacion de arriba en el tiempo, a lo largo de un ciclo entero de carga y descarga, se ob-
serva que la integral del primer término se anula, por lo que la variacion de energfa neta a lo largo de un ciclo es
el aporte del segundo término (con un signo negativo delante). Este término representa la energia disipada en el
ciclo, y es una de las caracteristicas mds importantes del comportamiento viscoelastico. En el caso de un mate-
rial elastico, las magnitudes M (w) y J(w) son nimeros reales!, por lo que se observa que el segundo término
de la ecuacién anterior es nulo, y por lo tanto, también lo es la variacion de energfa luego de un ciclo de carga y
descarga. En otras palabras, no hay energia disipada, sino que toda almacenada y devuelta.

2.1.2 VISCOELASTICIDAD TRIDIMENSIONAL

En el punto anterior se describié como es la relacién entre tensiones y deformaciones para un modelo
unidimensional, de un material con comportamiento viscoelastico lineal. El objetivo es extender la relacién
constitutiva a la mecanica del sélido tridimensional. Es decir, encontrar una relacién tensiones-deformaciones
(O'i & j) que represente el comportamiento viscoelastico lineal. En particular, debemos generalizar la rela-
cién constitutiva [2.1] para un problema que involucre las 3 coordenadas espaciales. Analogamente al caso uni-
dimensional, se define un sélido viscoelastico lineal, 2 uno cuya historia de tensiones 0 (t) se relaciona con la

historia de deformaciones &;;(t) segin?,

T

t
o¢,
_ _ )%
ot (t)— ICijk, (t r) p (z’)dr
Donde Cjji; es un tensor de 4to orden denominado “funcién de relajacién tensorial”. En forma compacta, se
puede definir segun la notacién del producto de convolucion,
Oy = Cijkl *de

Analogamente al solido elastico lineal, la relacion constitutiva puede expresarse como,

08y

Oe.
oy =61, (t)* +2r, (t)*%

o ou.
O-ij :é‘ijrﬂ(t)*g %4_%_’_% +rG( )*g %_’__J
ot\ ox, Ox, 0OX ot ox;  ox,

Donde 7(t) representa la funcion de relajacion segiin el modelo mecanico elegido para el material; y el produc-

to escalar es un producto de convolucion.

Nuevamente, se considera un movimiento armodnico:

1 Para deducir esto, basta con seleccionar funciones de creep, o de relajacién, constantes en el tiempo.

2 Ver (Fung, 1965, pp. 412 - 415)
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_ ot
u;=Ue
o =Pye”
La relacion [2.4] toma la siguiente forma,
ouU, N ou, N ouU,
oX, OX, OX

Y, Yy
oX; 0%

P, =5ijia)a(a)) +in(a))

Siendo 7(w) la transformada de Fourier de la funcion de relajacion correspondiente al modelo mecanico adop-
tado para el material,

R(a)):j;r(r)ei“”dr

Las ecuaciones de equilibrio dindmico pueden escribirse de manera analoga a las del material elastico lineal:
(M, (@)+ Mg (@))VVU + Mg (@) VU +*pU =0 [2.5]

Donde,

M, (o)=ioR, (®)

M; (@) =ioR; (@)

De esta manera, se ve que para definir el comportamiento mecanico para el material viscoelastico de-
ben determinarse los comportamientos de las funciones de relajacién para dos constantes elasticas, como son la
ler constante de Lamé y el médulo de elasticidad transversal. Por lo general, y por simplicidad, suele asumirse
que ambas constantes responden al mismo comportamiento viscoelastico, aunque podrian estudiarse las conse-
cuencias de no seguir este criterio. Se ve claramente la simplicidad de la introduccién de la viscoelasticidad en la

propagacién de ondas en régimen permanente.

2.2 MODELOS MECANICOS SIMPLES

Como se vio antes, para definir el comportamiento mecanico del material, es preciso definir una fun-
cion de relajacion, que representa fisicamente la manera en que varfan las tensiones al aplicar una deformacion
unitaria y constante en el tiempo. Esta funciéon se puede obtener a partir de modelos mecanicos simples como
son, el resorte elistico (0 = pe) y el amortiguador viscoso clasico (0 = né€), y su combinacién para obtener
distintos comportamientos viscoelasticos. Es importante destacar que el modelo elastico, puede aparecer como
caso particular de cualquiera de los modelos viscoelasticos.

En la siguiente tabla se resumen algunos modelos basicos!:

1 Ver (Borcherdt, 2009, pp. 13 - 14)
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TABLA 1 - MODELOS MECANICOS BASICOS

Coef. de amot-

Modelo mecanico Funcién de relajacion r(t) . M(w) = ioR(w)
n g _H e
Maxwell e . 'ue_(!‘/n)tH(t) {= 5 u(1l—iw)™t
Maxwell u
=3 p( =i~

(hysteretic % H ,ue_(uw/")tH(t) ¢=
damping) FW —
yi

Voigt ﬁ . n6(e) + uH (®) = k(1 + i)

Voigt n n
(hysteretic —— —&(t) + pH(t) (== u(l+ig)
damping) 7 @ #

¢ 1+iwt,

A
Standard H o\
linear! %—» M [“(“Z)" p]H(t) Mo T,

2.3 PROPAGACION DE LLAS ONDAS DE RAYLEIGH

Para encarar el analisis del problema de Lamb, el procedimiento a seguir es el mismo que para el caso
elastico lineal ya analizado, por lo que se hara hincapié solamente en aquellos pasos en el nuevo andlisis difiera

del ya realizado.

Hay que determinar los desplazamientos u = Ue'® que satisfagan la ecuacién de equilibrio dinami-
co[2.5], con las condiciones de borde ya vistas en el analisis del problema elastico. Esto se debe a que lo unico
que cambi6 en el andlisis es la relacién constitutiva del material, y no las demas hipétesis de linealidad. Se des-

compone el vector solucién segiin Helmholtz:
U=Vo+Vx¥

La solucién del problema se obtendra luego de resolver las ya vistas ecuaciones potenciales, para pro-

blemas con simettia de revolucién:
VO +QiP =0

£
A —T‘Q+Q§‘Pg =0

Donde ahora,

1M, = 222 Medulo de elasticidad relajado
HitHz

= Tiempo de relajacion bajo deformacion constante

T
P HqtH2

Te = ul Tiempo de relajacion bajo tensiéon constante
1
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Q2 = po
© M, (0)+2Mg (@)
2
02 — P
i MG(‘")

Es importante destacar aca que la parte real de ambos numeros es positiva, y la parte imaginaria negati-
va (se encuentran en el 3er cuadrante del plano complejo). Esto puede probarse viendo que las expresiones de

M(w) son siempre niimeros complejos de parte real e imaginatia positivas.

Se observa que el problema a resolver es exactamente analogo que para el material perfectamente elas-
tico, con la salvedad que los numeros de onda {25 y £2p son ahora nimero complejos, en lugar de reales putos,
que dependen de la frecuencia de excitaciéon w. Esto implica en que el camino a seguir para la resolucion del

problema es el mismo.

De manera andloga al problema elastico, las transformadas de las funciones potenciales son:

50 =Ae™*
gl =Be™”*

Donde @ = k2 + Q3 y B = ’k2+ﬂg

Y los desplazamientos,

Ur =—Ake™ + Bfe ™
Wo = —Ace ™ + Bke "

Planteando las condiciones de borde se llega al mismo sistema de ecuaciones ya visto:

2M, (K2 -02)-70%  —2M, Bk [A}:% L As
2ak —[2k*-Z]|LB] | ¢

-
Ahora bien, en este caso, la inversa M~ existe para todo k € R, debido a que el determinante de la
matriz M no tiene ceros reales (ver Anexo 2), por lo que el sistema homogéneo tendrd como unica solucion a la

trivial, y la solucién completa del sistema estara dada por: A = M~1P

:P(Zkz_Qé) . B= Pka
2zMF (k) Mg F(K)

Recordando que F (k) = (2k? — Q2)? — 4k?ap (funcién de Rayleigh compleja)
Se llega de esta manera a que las transformadas de los desplazamientos son:

P k(2k*-Qf -2ap)
27Mg F (k)
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Y, de lo visto de las transformadas de Hankel, la expresion analitica para los desplazamientos superficiales es:

2k?(2k* - Q - 20p)

ur(r,O)z—zﬂiAG! F ko .
w(r,0)= j"FQ(T()J (kr)dk

Nuevamente podemos reducir el problema a resolver las siguientes integrales:

—I
:J-nga

F (k)

2k2 -2ap) .
ﬂ) |kxdk

eikxdk

2.3.1 SOLUCION APROXIMADA PARA LA INTEGRAL U

Nuevamente se debe extender la funcién del integrando al dominio complejo, para usar las herramien-

tas de la integracion en dicho dominio. Por analogia con el caso elastico, definimos,

7?(222-Q% -2
o(r)- L - 2ah)
(22° -Qg)" —-4z°ap

En esta funcion aparece solamente el término aff cuyo dominio de definicién y cortes de ramificacion
son sefialados en el Anexo 1. Por lo tanto, se integra a través de un circuito cerrado, que contenga al eje real, y
que no cruce dichos cortes de ramificacion.

A Im(2)

Re(z)

Contorno de integracién para la evaluacion de la integral U. Se integra en la parte superior del plano, para que el
término exponencial del integrando esté acotado para cualquier valor positivo de x (X = r cosh(s)).

FIG. 2-1 - CONTORNO DE INTEGRACION U (CASO VISCOELASTICO)

Ahora bien, el problema, para nada menor, es determinar el valor de la funcién aff a lo largo del eje

real, como se hizo en el primer capitulo. Es decit, cudl de sus dos posibles valores adopta, y si éste coincide con
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el valor que adopta el integrando de la funcién real de acuerdo a [1.26]. En el presente trabajo, como se men-
ciond antes, solo se considerard el aporte de las ondas de Rayleigh en el fenémeno a analizar, que como bien
sabemos del analisis para el caso elastico, estan proporcionadas por los residuos en los polos de la funciéon de
Rayleigh (en este caso, nimero complejos). Si bien, la integral a lo largo del contorno de la figura anterior no
coincidira con el valor de la funcién de variable real a lo largo del eje real, éstos seran aportes tnicamente a las

ondas Py S.

La integral a lo largo del contorno de la figura es,

L@OC@(z)dz:Lm ©(z)dz+ [ ©(k)dk = 27iRes(0(z),~)
Iy —0

Despreciando las contribuciones de las ondas P y S, la integral a lo largo del eje real de ©(z) coincide
con la integral U. Entonces queda,

U =27iRes(©(z),-Qy)
Para obtener la expresién del residuo, ver el Anexo 3:

Q. (20, - Q% - 20" ")
F,(_QR)

e—iQRx

Res(©(z),-Q; )=

La expresion es la misma que pata el caso elastico, con la salvedad de que las constantes ¥ son nume-

ros complejos. Por lo tanto queda,

U = -27iQ He " [2.8]

QR (ZQRZ _Qg _2\/9; _Qé \/Qé _Qg )
F,(_QR)

Donde H =—

2.3.2 SOLUCION APROXIMADA PARA LA INTEGRAL W

De nuevo extendemos la funcion de variable real del integrando al plano complejo,

2
L
(22 —QS) -4z7°af

Sin entrar en detalles, puesto que es el mismo procedimiento que antes, se analiza la integral de Y(z) a
lo largo del contorno de la siguiente figura. La diferencia radica en que ahora, hay que tener en cuenta los cortes

de la funcién a, ademas de los de B (ver Anexo 1).
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A Im(2)
I
Re(z)
R Ll
QR
Qg \.\

Contorno de integracion para la evaluacion de la integral W. Se integra en la parte superior del plano, para que el
término exponencial del integrando esté acotado para cualquier valor positivo de x (X = r cosh(s)).

FIG. 2-2 - CONTORNO DE INTEGRACION W (CASO VISCOELASTICO)

Se recuerda de nuevo que solo nos interesan las ondas de Rayleigh que son aportadas por el residuo en
el polo de la ecuacién de Rayleigh, por lo que las partes en que la rama de la funcién compleja no coinciden
con la funcién de variable real, y los segmentos de contorno alrededor de los cortes de ramificacion (I;) son

despreciables.

La integral a lo largo del contorno de la figura es,

lim §(z)dz = lim Y(z)dz+jy(z)dz+TY(k)dk:MiRes(r(z),—QR)

Despreciando las contribuciones de las ondas P y S, la integral a lo largo del eje real de @(2) coincide con la

integral U. Entonces queda,
W = 27i Res(Y(z),—QR)

Para obtener la expresion del residuo, ver el Anexo 3:

2 2 2
Res(Y(z),_QR ) _ —Qg0 m o0

Fl(_QR)

Por lo tanto queda,

W = 27iQ, Ke ™" [2.9]

Q2% -0

Donde K =- -
F ()
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2.3.3 EXPRESIONES PARA L.OS DESPLAZAMIENTOS

Resta ahora, reemplazar las expresiones obtenidas para U y W, y volver a las ecuaciones [2.7], mediante
las definiciones de las funciones de Bessel, ya vistas en primer capitulo.

u.r(r,O):—ZﬁPG* {_ET( —27iQ He (e )cosh( )ds }

%
Recordando que Hl(z) (kr) = Jy(kr) — iYy(kr) = —%fooo e tkrcoshs cosh s ds

Y agregando el factor de tiempo, los desplazamientos radiales puede expresarse segun':

PQ.i <\
u, (r,t)=—"HH? (Qpr)e"
G
Se ve que la expresion es exactamente andloga a la obtenida para el caso elastico, pero incluye una dife-
rencia radical al ser ahora, p un numero complejo. Es ficil deducit que la expresion para los desplazamientos

verticales también serd analoga al caso elastico:
| * i
W(r,t) = oG RKH? (g 2Rr)e'“"

Es importante observar, como se mencioné numerosas veces a lo largo del capitulo, que las funciones
de transferencia compleja del sistema mecanico tienen las mismas expresiones que para el caso elastico, con la
salvedad de que las constantes {1z y G son nimeros complejos, y, en general, dependen de la frecuencia de
excitacion. Las funciones de transferencia para distintos modelos constitutivos simples, se pueden ver en el
siguiente inciso.

2.4 CARACTERISTICAS DE LLAS ONDAS

Para obsetvar mejor cudl es el efecto de que la raiz de la ecuacién de Rayleigh {0z sea un nimero com-

plejo, conviene expresar a las funciones de Hankel, segun su expansion asintética:
. \»
2 —i| p—{ v+= = 1
H? (p)= e { [ ZM {1+ o(—nﬂ
o X

De esta manera, los desplazamientos se pueden expresar como,

2 QRT wt——
ur(rt 7zQ;r

PQ | 2 QRr wt—f
7zQ;r

wr,t

Si se denomina Qg (w) = N(w) — ié(w)

1 En las expresiones de los desplazamientos se utiliza la notacién ()", para sefialar que son constantes complejas, a dife-

rencia del problema de Lamb para material elastico.
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i —in(r-cy i3z
u.r(r,t)=ngE'H 2 _girg
R

w(r,t)= PQEI K e
R

_gbre—in(r—c;t)—i%

2G

Donde se ve de las expresiones que,

(@)= —2_ (Velocidad de propagacion de las ondas de Rayleigh)!

n()
&(w) (Factor de amortiguamiento de las ondas de Rayleigh)

Se ve que el efecto de considerar un comportamiento viscoelastico del material produce un amorti-
guamiento de las ondas, de forma exponencial y que depende ademas de la frecuencia de excitacion. El segun-
do aspecto a remarcar es que ahora, la velocidad con que se propagan las ondas de Rayleigh ya no es una pro-
piedad intrinseca del suelo, sino que depende también de la frecuencia de excitacién, lo que dara lugar al fen6-
meno de dispersion de las ondas? Por lo tanto, en un material viscoelastico, existen dos mecanismos bien dife-
renciados de disipacion de energia en el suelo: el geométrico (disipacién por radiacién, propio del caso elastico),
y el amortiguamiento del material (propio del caso viscoelastico).

La atenuacién de la amplitud de las ondas con la distancia se expresa simplemente como el cociente
entre la amplitud de los desplazamientos entre dos puntos cualesquiera. Siendo Wy y W, dos puntos a una dis-

tancia 17 y 1, del origen respectivamente, el cociente entre las amplitudes de sus desplazamientos esta dado por,

ieﬂfrz
A = [w(r,)) _\"h
nL-n |W(r1 )| le—frl
h
Reacomodando un poco la expresion queda,
- L-n
L= r—le £ ) [2.10]

En esta expresion, se ven claramente diferenciados los dos mecanismos de disipacion de energfa. El
amortiguamiento por radiacion estd representado por el factor radical, y el amortiguamiento del material por el
factor exponencial.

Si se escribe 7, = 17 + Ar, la amplitud relativa se puede escribir segin,

[2.11]

1 Se coloca el asterisco en Cg para diferenciar este valor del la raiz de la funcién de Rayleigh compleja cg (ver 0), también

denominada “velocidad compleja”. En general, para amortiguamiento bajos, la parte real de cg se aproxima mucho a cg.

2 Para una introduccién al fenémenos de dispersion de las ondas, ver (Graff, 1975, pp. 58 - 67)
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Se analizaran ahora, algunos de los modelos basicos propuestos en el inciso 2.2, en términos de las
funciones de transferencia, velocidades de propagacion de ondas, y del factor de amortiguamiento de las mis-
mas.

2.4.1 MODELO MECANICO DE MAXWELL

El modelo de Maxwell puede ser representado por un amortiguador viscoso colocado en serie con un
resorte elastico. El comportamiento viscoeldstico puede ser definido por el coeficiente de amortignamiento ¢,
como se muestra en la Tabla 1. Por simplicidad, se supondra que dicho coeficiente es el mismo, tanto para el
comportamiento en compresién pura, como en corte. Es decir, ambas constantes elasticas tendran el mismo

coeficiente de amortiguamiento §.

Siendo entonces, A*(w) = A(1 — iw{) "1y G*(w) = G(1 — iw)™?
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FIG. 2-3 - PROPIEDADES MODELO MECANICO DE MAXWELL

Se observa que la funcién de transferencia de los desplazamientos tiene un pronunciado descenso para
las frecuencias mas altas, y esta claro que mayor sera el descenso de la curva mientras mas lejos se esté de la
fuente. Esto es debido al rapido amortiguamiento de las frecuencias altas, que puede observarse en el tercero de
los graficos. También hay que resaltar que la velocidad de propagacion es menor que para el caso elastico, aun-
que para un rango muy grande de frecuencias, la diferencia es muy chica, como puede verse en el segundo de
los graficos.

2.4.2 MODELO MECANICO DE VOIGT

Este modelo es también conocido como modelo de Kelvin-Voigt, y consiste en un amortiguador vis-
coso colocado en paralelo con un resorte elastico. Es uno de los modelos viscoelasticos mas utilizados para
representar el comportamiento dinamico del suelo y muchos otros materiales. Al igual que el modelo de Max-
well, sus propiedades viscoeldsticas quedan definidas por un coeficiente de amortignamiento ¢ (aunque de ex-
presion diferente al anterior, ver Tabla 1).

En este caso: A" (w) = A(1 + iw) y G*(w) = G(1 + iw{)
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FIG. 2-4 - PROPIEDADES MODELO MECANICO DE VOIGT

El comportamiento de la funcién de transferencia de los desplazamientos es idéntico al del modelo de
Maxwell, presentando el mismo decaimiento para las frecuencias mas altas. En esto no hay diferencias. La dife-
rencia principal radica en que la velocidad de propagacion de las ondas de Rayleigh es, para este modelo, mayo-
res a las del modelo elastico, y su variaciéon es un poco mas pronunciada. En cuanto al amortiguamiento en la

propagacion de las ondas, no hay diferencias sustanciales respecto al modelo de Maxwell.

El modelo tiene ciertas limitaciones desde el punto de vista fisico. El crecimiento indefinido de la velo-
cidad de propagacién de las ondas con la frecuencia, implica pulsos de energia que llegan a cualquier punto del
medio en tiempo nulo, lo que es fisicamente imposible. De todas maneras, el amortiguamiento practicamente

anula las frecuencias altas, por lo que esta limitacién no tiene impacto practico.

A partir de lo analizado para los dos modelos mecanicos vistos, se puede apreciar que no existen dife-
rencias sustanciales entre un modelo y otro (Voigt y Maxwell) para el caso de ciclos periddicos de carga y des-
carga en régimen permanente, como es el caso que se estd analizando en este trabajo. Es decir, la eleccién de
uno u otro modelo no es decisiva para el comportamiento dinamico de la respuesta del sélido. A continuacién
se observa otro modelo que si presenta algunas diferencias con los ya analizados.

2.4.3 MODELO MECANICO DE VOIGT CON HYSTERETIC DAMPING

En los modelos que se vieron previamente, la energfa disipada por ciclo ante deformaciones armoéni-
cas, es proporcional a la amplitud de la deformacion y a la frecuencia de la misma (Weyce |w|A3)!. Sin em-
bargo, en muchos materiales se observa una menor dependencia de la frecuencia, en la energfa disipada por
ciclo. De hecho, puede llegar a ser independiente para un amplio rango de frecuencias. A este comportamiento
se lo denomina “histerético” (hysteretic). Este modelo es no-causal, esto es, la fuerza se anticipa a la historia de
deformaciones para vibraciones transitorias. Esto violarfa el principio fisico de que en un sistema fisico, el efec-
to no puede preceder a la causa. Es por esto, que este modelo se usa basicamente en vibraciones en régimen
permanente?. Suele representar la disipacién de energfa por fricciéon en seco.

En este caso las constantes son independientes de la frecuencia de excitacion, A* =A(1 +i{) y G* =

G(1 +i0)

1 Esta deduccion puede verse en cualquier libro de la bibliografia basica de viscoelasticidad.

2 Ver (Inaudi & Kelly, 1995). También se lo puede encontrar como “structural damping” o “complex-valued stiffness”.
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FIG. 2-5 - PROPIEDADES MODELO MECANICO DE VOIGT CON HYSTERETIC DAMPING

En este modelo, la funcién de transferencia presenta también un decaimiento en las frecuencias mas al-
tas, aunque mucho menos pronunciado que para los anteriores. Esto puede entenderse analizando el grafico de
la derecha, donde el crecimiento del amortiguamiento con la frecuencia es casi lineal, mientras que los anterio-
res modelos presentaban un crecimiento bastante mas pronunciado. En este caso, la velocidad de propagaciéon

de las ondas no depende de la frecuencia de excitacién, y no se produce el fenémeno de dispersion de las on-
das.
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3 COMPORTAMIENTO DINAMICO DEL SUELO

Hasta ahora se analizé un modelo analitico para representar el comportamiento dinamico de un sélido
semi-infinito, viscoelastico lineal, isétropo y homogéneo. Ahora bien, la cuestion pasa por dilucidar si el suelo

puede ser encasillado, de manera razonable, bajo esas hipétesis.

Puede definirse, de manera amplia, que el suelo es un material particulado, compuesto por un esqueleto
de particulas solidas, con una fase fluido-gaseosa entre medio. El tamafio de dichas particulas puede ser muy
variado entre distintos tipos de suelo, y como en todo material particulado, sus propiedades macroscépicas
dependeran fuertemente de la interaccion entre las particulas, y de ellas con el medio fluido que las rodea. Esta
definicién parece tener poco que ver con el modelo de material utilizado en los capitulos previos, aunque se
puede estudiar que en ciertos problemas, dicho modelo puede ser razonable. Una revision exhaustiva de las
hipétesis de distintos modelos y el comportamiento dinamico del suelo puede verse en (Santamarina, 2001). A
proposito de la continuidad del medio de propagacion, se puede citar de dicho texto,

“Small mechanical perturbations traverse particulate media without cansing permanent effects or alter-
ing on-going processes. This observation is the foundation for dependable and versatile testing methods based on
the propagation of elastic waves. .. If the wavelength is significantly larger than the characteristic dimension a. of
the medinm, A>>a, then the wave traverses the material as a continuum.”

Ahora bien, el suelo en si, dista mucho de ser homogéneo e is6tropo siendo que suele estar compuesto
de varios estratos con propiedades mecanicas diferentes, y ademas, dentro de un mismo estrato, la resistencia
tiende a crecer con la profundidad. La presencia de inclusiones e interfaces no es de relevancia mientras el ta-
mafo de la anomalia sea mucho menor que la longitud de onda, y en ese caso, puede suponerse un medio con-
tinuo y homogéneo cuyas propiedades combinen las del medio predominante, y de las demds anomalias. Sin
embargo, la existencia de estas heterogeneidades en el medio, principalmente la existencia de distintos estratos,
induce una atenuacién aparente en la propagaciéon de ondas superficiales, por encima de la intrinseca del mate-
rial (Santamarina, 2001, p. 205). En cuanto al modelo constitutivo del suelo, suele elegirse un modelo viscoelas-
tico lineal, principalmente por la simplicidad del modelo (cualquier modelo mas complejo implicaria la inexis-
tencia de soluciones analiticas explicitas), la capacidad analitica de representar disipacién en el material, y sus-
tentado por la baja magnitud de las oscilaciones en los problemas de vibraciones ambientales.

En resumen, puede considerarse, en los problemas involucrados en el presente trabajo, al suelo como
un sélido continuo, homogéneo e isétropo, donde sus propiedades deben tener en cuenta la existencia de dis-
continuidades en el medio de propagacion de la onda, y la ponderacién de estratos con distintas propiedades.
Esto se traduce también en la consideracién de una atenuacién mayor de la amplitud de la onda, ademas de la
geométrica, y la intrinseca del material (Santamarina, 2001, p. 215).

3.1 PARAMETROS ELASTICOS

Segtn el modelo viscoelastico propuesto para la modelizacién del suelo, son necesarios 3 parimetros
para definir por completo su comportamiento eldstico: densidad (p), Médulo de elasticidad transversal (G),
Moédulo de Poisson (V). Ahora bien, la cuantificacién de algunos de estos no es para nada sencilla, y depende
fuertemente del fenémeno que se esta analizando. Como se menciond antes, las propiedades elasticas del me-
dio, deben tener en cuenta la heterogeneidad que presenta el suelo en profundidad. La cuestion pasa, entonces,
por determinar hasta qué profundidad deben considerarse los estratos de suelo, porque son influyentes en la

propagacion de las ondas superficiales.
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En el analisis de propagacién de ondas de Rayleigh visto en los primero capitulos, se analizé unicamen-
te la respuesta del semi-espacio en su superficie libre; nada se dijo acerca de la respuesta en estratos inferiores.
Si bien ese andlisis escapa el alcance del trabajo, es preciso obtener una idea de la influencia de esas ondas en
niveles inferiores a la superficie. En la bibliografia relacionada' pueden encontrarse analisis detallados del com-
portamiento de las ondas de Rayleigh hacia el interior del semi-espacio (si bien se atentian muy rapido hacia
dentro del volumen). En la Fig. 3-1 se ve como varfan los desplazamientos con la profundidad, segun una or-
denada normalizada con la longitud de onda 4, = ¢, /f. Puede verse que para una determinada profundidad
Y1, mayores seran los desplazamientos, a menor frecuencia f.
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FIG. 3-1 - VARIACION DE LAS ONDAS DE RAYLEIGH CON LA PROFUNDIDAD

Ahora bien, se ve que los desplazamientos se atenuan rapidamente con la profundidad, y que los estra-
tos superficiales son los que propagan amplitudes mas grandes. HEsto indica que para obtener parametros repre-
sentativos del suelo como cuerpo homogéneo, se debe ponderar mds los estratos superficiales que los mas
profundos, dentro del area de influencia de las ondas. En particular, la funcién de amplitudes relativas, puede
usarse para ponderar las propiedades del suelo a distintas profundidades. En un método mas simplificado, se
puede reemplazar dicha funcién por una distribucién rectangular de ordenada unitaria, y de profundidad tal,
que sus areas sean iguales (ver Fig. 3-1). De esta manera, la profundidad maxima de la funcién rectangular indi-
ca hasta que profundidad se deben promediar las propiedades del suelo, para obtener un valor representativo

para la propagacion de las ondas. Se denominard a este valor, “profundidad de influencia equivalente” (Zeg).
Haciendo evaluaciones numéricas, se puede obtener que:

7 =08%
f

€q

En el caso del salto coordinado de personas, por ejemplo, donde la frecuencia de excitacién es muy ba-
ja, cercana a los 2 Hz, hay que considerar un promedio de los parametros del suelo, hasta una profundidad
considerable (Seguramente por encima de los 100 m). Esto en general implica, considerar suelos mas rigidos
(mayor G). En los problemas que involucran frecuencias superiores, s6lo habra que tener en cuenta los estratos
mas superficiales (en general, mas blandos) de suelo. De todas maneras, no es el objetivo de este capitulo en-
contrar algin método riguroso para la determinacién de las propiedades del suelo, si no encontrar alguna justi-

ficacion cualitativa para la consideracion de parametros mecanicos del suelo en los distintos casos de analisis.

1 Ver (Graff, 1975) (Achenbach, 1973) (Ewing, Jardetzky, & Press, 1957)
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La estimaciéon del Médulo de Poisson también estard relacionada con lo mencionado hasta ahora. El
moédulo de Poisson en suelos, puede variar en un amplio rango (0.20~0.50), y depende mucho del tipo de sue-
lo. Los valores adoptados son tentativos, y se utiliza un médulo de 0.45 para estratos mas superficiales, corres-
pondiente a suelos cohesivos, y 0.35 para un promedio de estratos mas profundos, o suelos granulares. Esto
estd en coincidencia con numerosos estudios publicados al respecto ( (Yokota & Masashi, 1980), (Yang Fang,
2002)).

En la siguiente tabla se resumen los valores estimados para los parametros del suelo, de acuerdo a dife-
rentes estudios de suelos en la Ciudad de Buenos Aires.

TABLA 2 - RESUMEN DE PARAMETROS ELASTICOS DEL SUELO

o Frecuencia ” G v
Tipo de excitacion Ublczfcfon de predominante -
mediciones
[Hz] [m] | [MPa] | [-]
Salto coordinado de personas Nufez (CABA) 2.6 105 200 0.35
Vehiculos sobre rieles Gerli (Lanus) 20~30 5~10 50 0.45
Vehiculos sobre cartreteras Belgrano (CABA) 10~20 10~20 40 0.45

3.2 PARAMETROS VISCOSOS

Una vez establecido el modelo general, hay que plantear el problema de la eleccién de un determinado
modelo constitutivo. Ya se menciond anteriormente que la eleccion de un modelo viscoelastico lineal respondia
a cuestiones de simplicidad analitica principalmente. Sin embargo, existen numerosos modelos viscoelasticos.
La eleccién de uno de dichos modelos (descriptos en el inciso 2.2) para describir el comportamiento dinamico
del suelo no es trivial, y se requiere de muchos ensayos, y un profundo conocimiento del suelo, para adoptar
racionalmente uno. Lo que si esta claro, es que no existe uno solo de estos modelos que se adecte a cualquier
tipo de suelo y en cualquier circunstancia (por lo menos estos modelos relativamente sencillos).

Por ejemplo, la consideracién de un amortiguamiento tipo Voigt histerético es de uso frecuente para
modelar el comportamiento dinamico de arenas secas. Citando a (Cornejo Cordova, 2002),

“..With the assumption that the ratio viscosity times frequency to shear modulus is constant with
frequency, Hardin [1965] suggested that within a large range of excitation frequencies, the damping bebavior of
dry sand can be described by the hysteretic damping...”

Esto se debe, principalmente, a que el principal mecanismo de disipaciéon de energfa en suelos granula-
res, es la friccién entre particulas (la disipacion por friccién es un caso tipico de amortiguamiento independien-
te de la frecuencia). Sin embargo este es un caso particular para arenas secas, y no puede extrapolarse a otros
tipos de suelos. Es decir, no necesariamente este modelo representara adecuadamente el comportamiento de
otros suelos sustancialmente distintos. De todas maneras, no es objetivo del presente trabajo realizar un estudio
detallado del comportamiento mecanico del suelo, y de la ley constitutiva que lo gobierna, siendo esto, tema del
area de la mecanica de suelos. En el trabajo se utilizara el modelo de Voigt con hysteretic damping para repre-
sentar el comportamiento dinamico del suelo. Ya se vio en el capitulo anterior que practicamente no hay dife-
rencias entre el modelo de Voigt y el de Maxwell para oscilaciones en régimen permanente. La consideracién de
un amortiguamiento histerético responde a que es el modelo mas utilizado en la bibliografia, aunque no estan
claras las razones para su implementacion, en cualquier tipo de suelo.
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Para estos modelos simples (Voigt y Maxwell), es necesario determinar sélo dos constantes para definir
el comportamiento viscoso del material: los coeficientes de amortiguamiento para cada una de las constantes
elasticas. Por ejemplo, para el modelo mecanico de Voigt habtia que definir las constantes G* y A, correspon-
dientes a las constantes complejas, Mg = G + iwG* y My = A + iwA”" respectivamente (ver ecuacion [2.5]). En
general, suclen definirse en términos del coeficiente de amortiguamiento dado por { = G*/G (para el modelo
de Voigt. Es la inversa para el modelo de Maxwell). La mayoria de los autores, acuerdan en sefialar el mismo
coeficiente de amortiguamiento para ambas constantes, lo que lleva a obtener un coeficiente de Poisson real;
sin embargo, esto es sélo por simplicidad matematica, y no hay razoén fisica para suponer que podrian tener
coeficientes distintos (Hunt, Stochastic modelling of traffic-induced ground vibration, 1991).

En resumen, el comportamiento viscoso del material estara definido segiin una tnica constante: el coe-
ficiente de amortiguamiento. Esto supone, claro, una gran simplicidad analitica al reducir el nimero de pardme-
tros, pero tiene, en contraposicion sus serias limitaciones de alcance, y es natural esperar que modelos constitu-
tivos que involucren un mayor numero de parametros (Standard linear por ejemplo) se adapten mejor a distin-

tos tipos de suelos.
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4 MODELIZACION DE ACCIONES Y RESPUESTA DEL SUELO

Dentro del proceso de modelar la propagacion de ondas en el suelo, se mencioné previamente la nece-
sidad de estudiar, por un lado la respuesta del medio ante acciones dindmicas (en este caso, una accién armoéni-
ca),y por otro, la accién dinamica en si. Hasta ahora se analiz6 con detalle el primero de estos dos aspectos. En
este capitulo se analizan entonces, modelos analiticos para representar distintas cargas de caracter predominan-
temente periddico que son comunes de encontrar en el 4mbito urbano: trafico de vehiculos y trenes, recitales
masivos de personas y accion de maquinarias vibradoras. Una vez obtenidas las expresiones analiticas para las
acciones, se acoplan al marco teérico estudiado en los capitulos anteriores para obtener expresiones analiticas

de la respuesta del suelo ante cada una de las acciones mencionadas.

En la gran mayoria de las aplicaciones practicas de la ingenierfa y la fisica en general, los procesos fisi-
cos dependen de una innumerable cantidad de factores que son imposibles de modelizar en su totalidad. Debi-
do a esto, cualquier modelo analitico esta sujeto a cierto grado de incertidumbre, que no significa estar librado
al azar en un sentido estricto, sino que depende de muchisimas variables que no pueden ser tenidas en cuenta
en la modelizacién. En particular, en la mecanica sucede lo mismo, y las incertidumbres tendran que ver con la
dificultad para estimar la variacién de las cargas en el tiempo, su magnitud, los parametros mecanicos del siste-
ma, los “ruidos” asociados al instrtumento de medicion, etc.

Para la modelizacién de procesos fisicos existen entonces, dos caminos distintos: considerar un proce-
so deterministico adecuado (es decir, una muestra del proceso) cuyas propiedades estadisticas sean apropiadas
(por ejemplo elegir valores promedio para los parametros, o valores maximos con una determinada probabili-
dad de ocutrencia); considerar un modelo probabilistico para su determinacién, que se encuentra enmarcado en
lo que se conoce como “Teoria de los procesos aleatorios”. Estas alternativas no son exhaustivas, y puede ha-
ber situaciones intermedias.

4.1 INTRODUCCION A LLA TEORIA DE PROCESOS ALEATORIOS

En una primera definicién, un proceso aleatorio (o estocastico) {P(t)} es un conjunto de variables
aleatorias P; que estan asociadas a un determinado parametro, que en este caso serd el tiempo. En un proceso
aleatorio, para cada instante t; dentro de un dominio definido, la variable no se conoce de manera univoca,
sino que se conoce una determinada probabilidad de que tome ciertos valores dentro de un rango (continuo o
discreto). Esto es, se tiene una funcién de distribuciéon de probabilidades para el proceso, en cada punto t. Para
cada t, p; = P(t;) es una variable aleatoria. Se supondra que cada variable aleatotia es continua, es decir, que
puede tomar un valor dentro de un conjunto continuo de valores (esto es el caso en la mayoria de las variables

fisicas).

Otra forma de ver un proceso aleatorio, es como un conjunto de funciones (o muestras), todas diferen-
tes entre si, que son el resultado de la evaluacion, instante a instante, de las variables aleatorias. Un conjunto
infinito de dichas muestras, representan en su totalidad, al proceso aleatorio (Fig. 4-1). En resumen, es una

“funcién aleatoria” (en analogia con el concepto de variable aleatoria).
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FIG. 4-1- PROCESO ALEATORIO

En definitiva, un proceso aleatorio, es una sucesién (discreta o continua; finita o infinita) de puntos
p; = P(t;), cada uno siendo una variable aleatoria. Por lo tanto, para definir al proceso en términos probabilis-
ticos, necesitamos conocer la funcién de densidad de probabilidad conjunta para la sucesion de variables alea-

torias:

fPl’le--vPN (pl'pz""'pN)

En la gran mayoria de los casos no es posible conocer dicha funcién de distribucion, sea por compleji-
dad del proceso, o porque simplemente éste consta de una sucesion infinita de variables aleatorias. En general,
bastard con conocer la distribucién de probabilidad conjunta para una determinada cantidad de variables N,
para representar de manera acertada a todo el proceso (Priestley, 1981, pp. 100 - 103). Mas aun, se consigue una
buena aproximacion de las propiedades estadisticas del proceso, conociendo solo algunos parametros impor-
tantes de dichas variables, como lo son la media ;, y las covarianzas 0j; (momentos de primer y segundo or-

den)®:

=E[P(t)]
o, =cov[P(ti)P(t,-)]= E[(P(ti)_”i)(P(ti)_”i)}

1 En lo que respecta a la nomenclatura, es lo mismo mencionar a las variables con el subindice i, que consideratlas como
variables del tiempo p; = p(t;) Ojj = G(ti, t]-). No debe confundirse esta nomenclatura con los parametros mecanicos del

material y el tensor de tensiones.
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FIG. 4-2 - VARTABLES ALEATORIAS DE UN PROCESO

A la segunda de las ecuaciones [4.1]! se la denomina Funcién de Autocovarianza Kpp (ti, tj), y depen-
de de dos instantes de tiempo, para los cuales se calcule la covarianza entre las dos respectivas variables aleato-
rias (del mismo proceso, por eso se la llama Autocovarianza). También se define a la funcién de Autocorrela-

cién segun,

Rer (7)=E[ P(t))P(t;)] [4.2]
Y por las propiedades del operador E[. ], ambas funciones se relacionan segin,
Kop (tit; ) = Rep (411 ) — 4, [4.3]
Observar ademas que,

Kep (ti e ) = Giz

Hay que hacer una aclaracién acerca de cuando se esta hablando de una funcién de pardmetro t conti-
nuo, y cuando hablamos de una sucesién discreta de variables en tq, ty, ..., ty. Si lo que se tiene es un conjunto
de datos, obtenido de mediciones digitales por ejemplo, del cual queremos determinar sus propiedades probabi-
listicas, entonces tenemos que hablar de una sucesion discreta. En cambio, si se trata de procesos aleatorios
definidos mediante modelos analiticos, se podria hablar, en general, de funciones de t continuo (por ¢j.
0 <t < 00). En cuanto a los pardmetros probabilisticos, esto no representa mayor complejidad, ya que con-
ceptualmente la diferencia es de caracter numérico, y no fisico. Se puede encontrar un analisis detallado y sepa-
rado de estos tipos de procesos en (Priestley, 1981). En lo que sigue, se los tratard de manera indistinta.

4.1.1 PROCESOS GAUSSIANOS Y ESTACIONARIOS

Muchos procesos aleatorios en el campo de la ingenierfa pueden ser representados como procesos
aleatorios Gaussianos, es decir, cuya funcién de densidad de probabilidad conjunta es una funcién normal mul-
tivaluada. Esto se debe a varias razones. En primer lugar, se debe al “Teorema del limite central”, que establece
que, bajo ciertas condiciones, la suma de un gran nimero de variables aleatorias se distribuye como una funcién
Normal. En los procesos fisicos, especialmente en el andlisis de vibraciones mecanicas, esta suma representa la
contribucién de los numerosos factores “indeterminados” que afectan el proceso, y por eso la distribucién
Gaussiana suele ser una buena modelizacién. Por otro lado, dicha distribucion tiene una forma analitica relati-
vamente simple y puede determinarse a partir de las medias y covarianzas, lo que la hace una distribucién id6-
nea en muchas ocasiones. Un proceso aleatorio Gaussiano, implica que las distribuciones marginales de las

1 E[gix)] = fjow g(x)f(x)dx es el operador “esperanza” de g(x) siendo ésta, una funcién de la variable aleatoria x, y f(x)

su funcién de distribucion.
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distintas variables son Gaussianas, que una combinaciéon lineal de procesos Gaussianos es también un Gaus-

siano, y las derivadas de dichos procesos también lo son'.

Suponer, entonces, un proceso aleatorio gaussiano, implica conocer la forma de la funcién de densidad
de probabilidad conjunta del proceso, y que solo depende de la media de cada variable P; y la covarianza entre
cualesquiera dos variables. La funcién de distribucion esta dada por,

1
) (27)"*|Cov, [*

f (PP, By )

exp{—%[(x— 1o) Cov, ™ (x—pp )}} [4.4]

Para la sucesién de variables aleatorias p; = P(t;), necesitamos conocer:

E(R}| [m
=l =
E { Py } Hy
On Oin
Cov, = :
Ony Onn

Los coeficientes de la matriz Covp se determinan segun [4.1].

La siguiente hipétesis que se hace, es que los parametros estadisticos de las distintas vatiables aleatorias
es el mismo, es decir, las propiedades estadisticas del proceso no varian a lo largo del tiempo. Esto implica que
las medias de cada variable son iguales 1y = -+ = Uy y que las covarianzas no dependen de los instantes t; y
tj, sino sélo de su diferencia T = |ti - tjl. A un proceso de este estilo se lo denomina “estacionario”2. Para

este tipo de procesos las funciones [4.1] a [4.3] se pueden rescribir segtn,

Para cada desfasaje T, Kpp (7) mide la covarianza entre los pares de variables aleatorias separadas ese
tiempo3. Se puede interpretar a esta funcién, como una medida del grado de fluctuacién de una funcién, puesto

que mientras menos correlacionados estén los distintos valores del proceso (menor valor de Kpp (7)), més erra-

1 Esto es particularmente importante en el analisis de sistemas mecanicos lineales, como se vera mas adelante.

2 En rigor, se lo denomina estacionario de 2do orden al proceso que cumple con dichas propiedades de su media (W), su
desvio (0) y sus covarianzas. No indica nada acerca de los momentos de orden superior. Sin embargo, si el proceso es
Gaussiano, la estacionalidad de 2do orden implica la de cualquier orden superior (Priestley, 1981, pp. 104 - 106; 113 - 114).

3 Se deduce aqui, que si se trata de una sucesién de variables en t; , cada una separada un tiempo At, la funcién Rpp(T)
serd discreta, y tendr4 valores en iAt (i = 1,2, ..., N). De la misma manera, si la sucesién fuera continua, también lo serd la

funcién de Autocorrelacion.
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tica sera la forma de la funcién!. En la mayoria de los casos, dicha correlacién decae a medida que crece el des-
fasaje, como es intuitivo esperar. Mientras mas rapido decaiga, menos “memoria” tiene el proceso, y en el caso
en que no haya correlacién entre las variables se denomina “ruido blanco”, donde todas las variables son inde-

pendientes de las anteriores.

En lo que respecta al presente trabajo, se trabajara siempre con procesos cuya media es 0, por lo que
las funciones Kpp(7) y Rpp(T), coincidirdn y la utilizacion de cualquiera de ellas, serd indistinto. Esto, ademds
implica que la varianza del proceso 02 = E[(P(t) — u)?] coincidira con el cuadrado del valor rms, definido
segin RMS? = E[P(t)?], que es un parametro muy utilizado en la fisica para medir valores promedio de po-

tencia, contenidos en una sefial (de cualquier magnitud fisica).

Rp(7)

P(#)

q/ﬂm;’ ‘

T Vo

FIG. 4-3 - FUNCION DE AUTOCORRELACION

Con lo visto anteriormente, se puede resumir que si se trata de un proceso aleatorio Gaussiano y esta-
cionario, dicho proceso quedara completamente definio, en términos probabilisticos, si se conoce la media 4 y
su funcion Rpp(7) (0 Kpp (7)), puesto que ella determina las covatianzas entre los distintos valores instanti-

neos.

4.2 ANALISIS ESPECTRAL DE PROCESOS

La importancia del analisis espectral radica en el hecho, de que dada un funcién del tiempo, que repre-
senta un proceso fisico, la energfa almacenada en dicho proceso (sea energia mecanica, eléctrica, térmica, etc)
puede ser dividida entre la energfa que lleva una suma (discreta o continua) de funciones armonicas. Esto hace
sencillo el analisis de funciones cuya forma temporal pareciera complicada, y de la que es dificil obtener infor-
macion en el dominio del tiempo. El analisis espectral se basa en la descomposicién de la funcién temporal
mediante Series de Fourier (para funciones periddicas), y Transformada de Fourier (para funciones aperiodi-
cas). En el caso de procesos aleatorios, el concepto de analisis espectral es algo diferente, pero tiene un signifi-

cado fisico analogo al de los procesos deterministicos.

Otro aspecto importante del andlisis espectral, es la relacion entre los espectros de energia (o potencia)
de una sefial y su valor RMS. El valor RMS es una medida estadistica de la magnitud de una sefal, y es particu-
larmente util en el caso de sefiales altamente oscilatorias como los son las vibraciones. Se lo define como la rafz

cuadrada de la medio cuadratica de una funcion.

RMS = lim

X—>00

[4.6]

1 Aqui se entiende que dos variables no correlacionadas, son dos variables independientes, aunque, en rigor de definicion,

esto no se cumpla siempre.
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4.2.1 PROCESOS DETERMINISTICOS PERIODICOS

Las funciones petiddicas son aquellas en que se cumple que f(t) = f(t + T), siendo T el periodo de
dicha funcién. Comenzamos analizando una funcién de periodicidad 2T. Esta funcién puede ser descompuesta

como Serie de Fourier segun,

X (t)zgao +i{an cos(%mj+bnsin(”?ntﬂ [4.7]

O en su forma exponencial,

1 T2 -i270,
Donde ¢ =— .[ X(t)e T dt
T/2

Observar que en [4.8] las frecuencias estin definidas en el intervalo (—00, 4+00), mientras que pata la
expresion [4.7], sélo en el intervalo positivo. Esto, sin embargo es simplemente un artificio matematico, y las
expresiones son andlogas. La relacion entre cada uno de los ¢, con los a, y by, es univoca y por ello no hay

mayores inconvenientes con las expresiones.

Se puede demostrat, a partir del Teorema de Parseval!, que la energia de la funcion X (t), para un pe-

riodo de la misma (recordar que para funciones periddicas, la energfa total es infinita), estd dada por,

T ©
Energia total en (=T, T)= [ X*(t)dt=2T {Z%(aﬁ +bn2)}

-T n=0

Ahora bien, si interesa computar la energfa total de la funcion, es decir para t € (0, 00), se encontrara
el problema de que esta cantidad es infinita (la funcién no decae nunca). Sin embargo, al ser periddica, la ener-
gia concentrada en uno solo de sus ciclos alcanza para caracterizar el comportamiento total de la funcién
(Priestley, 1981, p. 195). Lo que interesara, sin embargo, no es la energfa total por cada petriodo, sino la potencia
de la sefial, que es la energfa que lleva por unidad de tiempo.

Energia total en (-T,T
2T

o
Potencia total en (=T,T)= ). Z%(aﬁ +h?) 4.9]
n=0
Por lo tanto, se puede ver que cada término de la sumatoria de [4.9] es la contribucion total a la poten-
cia, del término de la Serie de Fourier de periodo 2T /n. Aci es donde se ve, el objetivo del anilisis espectral,
puesto que la expresion vista, permite conocer cémo se reparte la potencia (o energia) de la sefial en las distin-
tas frecuencias de las que esta compuesto el proceso fisico. Se define, de manera general, como espectro de
potencia Sy(w) a la funcién que representa, para cada frecuencia w, la energia o potencia concentrada. Como

se ve de la ecuacion [4.9], el espectro sera discreto, y tendra valores en las frecuencias fundamentales de la fun-

1 Segtin el Teorema de Parseval para seties de Fourier, f_TT X%(t) = 2T{X§ cZ} donde el término de la izquierda repre-

senta la energia representa la energfa contenida en la funcion X(t) en el intervalo (=T, T). Dicha integral converge solo

para un determinado tipo de funciones, conocidas como “cuadraticamente integrables”.
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21’21’ " 2T
creto” (Discrete Power Spectrum).

-, T . 1 2 n -, . . P
cién periddica, es decir, en {— —} A esta funcion discreta se la denomina “Espectro de Potencia dis-

S, () =3 (i +b7) =2

2
n

C n=0,1,..,0 [4.10]

Esta expresion, indica la potencia que aporta cada armonico wy, a la potencia total de la sefial. Hay que
mencionar también, que n = 0 corresponde al término ag/2 , que es un término constante. En este trabajo
siempre consideramos procesos con parte constante nula (o media 0, para el caso de procesos aleatorios), pues
la parte constante no tiene influencia en la generaciéon de vibraciones en el suelo.

El valor RMS de una funcién periddica es igual al valor RMS de un periodo de la funcién. Volviendo a
la expresion del Teorema de Parseval, puede verse que para una funcion periédica la relacién entre su valor
RMS y su espectro de potencia esta dada por,

RMS? :isX (w,) [4.11]

n=0

4.2.2 PROCESOS DETERMINISTICOS APERIODICOS

De igual manera, para una funcién aperiédica, puede representarse la energia que dicha sefial contiene
aplicando el Teorema de Parseval para funciones aperiddicas.

Energia total en (—o0,00) = J' X?(t)dt = ”)?(a))‘zda) [4.12]

iy -0

Nuevamente, se tiene la descomposicion de la energfa total, como la suma (en su forma limite) de tér-
minos que representan la contribucién de un determinado grupo de frecuencias. Mas precisamente, se ve que
|X(w)|?dw representa la contribucion a la energfa total, de las componentes cuyas frecuencias estan en el ran-
20 (w, w + dw). La funcién X(w) es la transformada de Fourier de la funcién original, y la anterior, es una
medida de la densidad de energfa de la sefial en una frecuencia dada (la energfa para un frecuencia puntual seria
nula). En este caso no tiene sentido hablar de potencia, puesto que se trata de una funcién con petriodo tedri-
camente infinito. Esto implicarfa una potencia nula [4.9].

De esta manera se define al “Espectro de densidad de energfa” de un proceso deterministico aperidédi-
co al doble del cuadrado del modulo de 1a transformada de Fourier de la funcién. Esto es,

[4.13]

|2

SX (a)):2|)?(a))

El factor 2, aparece porque suele considerarse solo el rango de frecuencias positivas del espectro. Si X (t)
es una funcién real, entonces su transformada es una funcién par, por lo que, al definirla solo en el rango posi-
tivo de frecuencias y conservar el valor de la energfa total, solo hay que duplicarla'.

El valor RMS de la funcién esta relacionada con su espectro de densidad de energfa segun,

1 Se observa que hay completa analogfa con el caso de funciones periédicas.
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RMS? =[5, (0)dew=[2|X (o) do [4.14]
0 0

4.2.3 PROCESOS ALEATORIOS ESTACIONARIOS!

En el caso de los procesos aleatorios estacionarios no se puede aplicar de manera directa el analisis es-
pectral que se realiza en el campo de las funciones deterministicas, puesto que en general una muestra de un
proceso aleatorio estacionario no sera una funcién periodica, ni tendra Transformada de Fourier?. Hay que
aclarar inmediatamente, que una muestra de un proceso aleatorio no sera, excepto en algin caso muy particu-

lar3; una funcién periddica, y por lo tanto no puede aplicarse el desarrollo mencionado en el punto antetior.

Se recurre a formalizar una expresion que represente la cantidad de energfa de la sefial, por cada inter-
valo de tiempo 2T, y hacer tender el mismo a infinito. Esto es similar al concepto de espectro de energia para
funciones aperiédicas, pero con la diferencia de que ahora la energfa total no es 0, sino todo lo contrario, es
infinita (esto debido a que se trata de procesos estacionarios). Por ello se recurre, al igual que en funciones pe-
riédicas, al concepto de potencia. La interpretacion fisica es que, no se busca representar la energfa total con
que contribuye cada frecuencia (este es el significado fisico de la Transformada de Fourier), puesto que ésta
serfa infinita, sino que se representa la potencia que aporta cada frecuencia, es decir, la energia por unidad de
tiempo (Priestley, 1981, pp. 206 - 210). El concepto es analogo al de las funciones periddicas.

~ 2
Iim—IPT (a))|
T 2‘|’

= contribucion a la potencia total de P (t) ,
de las componentes con frecuencias entre o + dw

FIG. 4-4 - MUESTRA TRUNCADA DEL PROCESO

Donde Pr(t) es la transformada de Fourier de la muestra truncada de longitud 2T (Fig. 4-4).

Este valor particular calculado depende dnicamente de la muestra analizada, y se recuerda que un pro-
ceso es un conjunto de funciones, en rigor, son infinitas muestras aleatorias. Es decir el valor de la densidad de
potencia calculada* arriba, variara de muestra a muestra para un mismo proceso. Por lo tanto, si se quiere defi-
nir un valor que tenga en cuenta todo el proceso, se debe promediar dichos valores en todos las realizaciones.
Se define entonces a la funcién de “Densidad de Potencia Espectral” (PSD).

Sep (@) =1lim1E M

T—>w 2T

[4.15]

1 (Priestley, 1981, pp. 206 - 218)

2 Esto se debe a que, en general, no son funciones absolutamente integrales (no decaen a 0, a medida que el tiempo tiende
a ©00). El hecho de que tienda a 0, hace que el proceso no sea estacionario, pues sus propiedades cambiarfan cuando

t— oo,

3 Este caso particular se trata de los Procesos Armoénicos, que son funciones armoénicas de amplitud y perfodo constantes,

y un desfasaje que es una variable aleatoria con densidad uniforme en los 360° (Priestley, 1981, pp. 147 - 150).

4 Se usa ahora el término, densidad de potencia, puesto que se trata de potencia concentrada en un entorno infinitesimal

de una frecuencia dada (anilogo al concepto de densidad de energfa.). El rango de frecuencias es continuo.
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Donde Pr(t) es una muestra truncada del proceso aleatorio, y Pr(w) es su transformada de Fourier.

No es dificil ver, que la funcién Spp(w) (de ahora en adelante PSD), se definira, en general, sobre un
conjunto continuo de frecuencias (en general, (—00, 0)), al igual que la Transformada de Fourier para funcio-
nes deterministicas continuas. Sin embargo, si las muestras del proceso son discretas, también lo sera la PSD,
como es normal en el caso de estimaciones de espectros a partir de registros digitales (se verd en el siguiente
capitulo).

Al igual que para el espectro discreto analizado en el punto anterior, la PSD puede ser definida también
solo para el intervalo positivo de frecuencias, teniendo este espectro el doble del valor del que se define para
todo el eje real (esto se debe a que la funcién PSD, al igual que el espectro discreto, es simétrica respecto del
origen). De esta manera se extiende el concepto de analisis espectral a procesos aleatorios estacionatios, y cuyo
significado fisico es analogo al de las funciones deterministicas. Si bien [4.15] es una definicién rigurosa de
PSD, se puede demostrar una relacién con la funciéon de Autocorrelaciéon que hace mas aplicable la definicién
de la funcién de Densidad de Potencia Espectral':

loo

Spp (@)= o I R (7)e77dz
o [4.16]
Rep (7)= f Rep (0)e"dw
Y de la definicion en [4.16], se puede obtener otro resultado importante de la PSD,
_[SPP (0)dw=R (0)=0" [4.17)

—00

Queda entonces claro, que conocer cualquiera de dichas funciones conlleva la misma informacion del
proceso, puesto que una define a la otra, y viceversa. Es inmediato entonces, que si un proceso es Gaussiano y
estacionario, el conocer su PSD (y por ende, su funcién de Autocorrelacion) quedara completamente definido,
en términos probabilisticos, el proceso.

Resumiendo las propiedades espectrales, se puede decir que:

= Para funciones periddicas, se tiene una distribucion de potencia, dada por [4.9], sobre una sucesion dis-
creta de frecuencias.

= Para funciones aperiddicas se tiene una distribucion de energia sobre un rango continuo de frecuen-
cias.

»  Para procesos aleatorios, para los cuales existe la funcién PSD, se tiene una densidad de potencia sobre
un rango continuo de frecuencias, dada por [4.16], con la excepciéon de los Procesos armoénicos ya
mencionados, de caracteristicas similares a las funciones periddicas.

4.3 ANALISIS ESPECTRAL DE LA RESPUESTA DE UN SISTEMA MECANICO

El analisis espectral de la respuesta de un sistema mecanico esta intimamente relacionado con el con-
cepto de “Funcion de transferencia compleja” de un sistema, ya visto en los dos primeros capitulos de este

1 Recordar que para procesos con media 0, es indistinto el uso de Kpp(T) o Rpp(T)



58 Modelizaciéon de las acciones y respuesta del suelo

trabajo. A continuacién de estudia la relacion entre el espectro de la excitaciéon sobre un sistema mecanico, y el

espectro de la respuesta del sistema.

4.3.1 PROCESOS DETERMINISTICOS PERIODICOS

En primer lugar se considera la respuesta del sistema ante una excitacién deterministica. Se analiza la
respuesta del sistema fisico ante una excitacién arménica Pye'®t y se obtiene lo que se conoce como “respues-
ta de frecuencia compleja del sistema” (Newland, 1993, pp. 53-58). Este tipo de analisis es util para encontrar la

respuesta en el dominio de la frecuencia ante distintas acciones’.
INPUT: p(t) = Pye'®t
OUTPUT: u(t) = H(w)Pye'®t

Es importante destacar que conociendo la funcién H(w), que sélo depende de las caracteristicas me-
canicas y geométricas del sistema, se puede definir completamente la respuesta. Conocida la respuesta del sis-
tema ante una excitacion armoénica, se puede conocer inmediatamente la respuesta para una carga periddica,
puesto que ésta se puede descomponer en una suma de funciones armoénicas (Serie de Fourier) segun [4.7].
Esto puede hacerse para sistemas lineales, como lo es el problema de Lamb, en donde vale el principio de su-

perposicion de efectos.

Escribiendo la carga segin [4.8], y su EPD dado por [4.9],

iM%

P(t)= i pe’

N=—ow

SP(a)n):|pn

2
| n =-oo0,...,00

La respuesta del sistema estara dada por,
i Nz iz & i
S

Donde pj, es la amplitud de la carga de frecuencia w, = T[n/T

Se ve que la respuesta es también una funcién periddica, de petiodo 2T, por lo que para determinar sus
propiedades espectrales, necesitamos conocer su Espectro de Potencia Discreto (EPD de ahora en adelante).

Para eso se aplica la ecuacion [4.9], en la [4.18].

2
Su(0r) =20, <[ %) 2lnf

El espectro de potencia de la respuesta esta dado, entonces, por:

Se (@,) [4.19]

1 Esto valdra en sistemas lineales, para los cuales la respuesta esta relacionada con la excitacién mediante una (o un siste-

ma) ecuacién diferencial lineal.
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Esta expresion vale tanto, para la definicion del espectro en el rango (—00,00) como en el (0,00),
siempre y cuando, sean congruentes el espectro de la excitacién con el de la respuesta (es decir, si el espectro
del input esta definido sobre todo los nimeros enteros, también lo estara el de la respuesta).

4.3.2 PROCESOS DETERMINISTICOS APERIODICOS

Como se vio en el inciso 4.2.1, las funciones aperidédicas pueden ser interpretadas como una suma con-
tinua de funciones armonicas, cuya amplitud para cada conjunto de frecuencias entre w y w + dw esti dada
port su transformada de Fourier. En otras palabras, una funciéon aperiddica puede representarse como una suma

continua de funciones arménicas, cuyas amplitudes estin dadas por P(w)dw, siendo P(w) la transformada de

Fourier de la funcién de excitacion P(t)1.

Entonces, haciendo el mismo razonamiento que para funciones periddicas, la respuesta del sistema se-
ra una suma continua de las respuestas para cada una de dichas excitaciones armoénicas. Esto es, para cada con-

junto de arménicos entre w y w + dw, la respuesta del sistema estara dada por,
du(t)=H(@)P(w)dwe"

La respuesta del sistema a la excitacién completa, sera sumar la contribucién de cada uno de esos seg-
mentos diferenciales. Esta suma limite, es una integral en todo el dominio de la frecuencia. Entonces,

u(t)=_]iH (0)P(0)e“do

Se deduce entonces, que la respuesta es la antitransformada de Fourier de la funcién H(w)P(w), de lo
que deriva una importante relaciéon entre el espectro de Fourier de la respuesta del sistema, y el de la excitacion.

U(w)=H(w)P(w) [4.20]

A partir de [4.20] se obtiene la relacion entre el espectro de la respuesta y el espectro de la excitacion:

S, (0)=|H (@) S, (o) [4.21]

4.3.3 PROCESOS ALEATORIOS ESTACIONARIOS

Para cada muestra del proceso aleatorio de entrada, el sistema entregard una respuesta, que, al no setr
exactamente iguales las excitaciones, también variard. Por lo tanto, la misma también sera s6lo una muestra de
un proceso aleatorio, y se debe, entonces, definirlo en términos probabilisticos (Fig. 4-5).

1 La literatura sobre la teorfa de Fourier es extensa y pueden verse allf los detalles de los conceptos de serie y transformada

de Fourier.
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INPUT OUTPUT
a() u(e)
SISTEMA FiSICO
f H (a)) ]
po(2) m(t)
SISTEMA FiSICO
f H (a_)) t

ml?) - uy (£}
SISTEMA FiSICO
H((D) 3

FIG. 4-5 - TRANSFERENCIA DE UN PROCESO ALEATORIO

~

Se puede probar (Newland, 1993, pp. 69-71), en primer lugar, que si la excitacién p(t) es un proceso
estacionario, también lo ser la respuesta u(t). Yendo un paso mis lejos, puede también probarse (Solnes,
1997, pp. 250 - 265), que la respuesta de un sistema lineal a un proceso aleatorio Gaussiano, serd también un
proceso Gaussiano (Esto ya fue mencionado en un parrafo anterior). En definitiva, si se asume que la excita-
ci6én esta dada por un proceso aleatorio estacionario y Gaussiano, la respuesta tendrd estas mismas caracteristi-
cas. La dltima, y mas importante deduccién que se hace, es que sélo se necesitara conocer la funciéon de Auto-
correlacion o la PSD de la respuesta, y su media (que en este caso serd siempre 0), para definirla de manera
completa (en términos probabilisticos).

Utilizando la teoria de procesos aleatorios para sistemas lineales, se llega a la siguiente relacion entre las
funciones PSD (definidas segun [4.10]) y la media, de la excitacién y la respuesta, supuestos como procesos
aleatorios estacionarios, que tiene extenso desarrollo en la bibliografia del temal:

/uu :luPH (0)

. ) [4.22]

5.(@)=H"(0)H (@), (@) =[H (@)] S, ()
Donde la notacion *, representa el conjugado complejo. Y de la primera ecuacién se deduce, que si la excita-
ci6én tiene una media igual 0, también lo tendra la respuesta.

Nuevamente, la expresién obtenida es valida para las funciones PSD, estén definidas en todo el eje real,

o sélo en el semieje positivo. Hay que tener en cuenta que las unidades de la PSD, seran las de la magnitud

fisica a analizar, al cuadrado, dividi6 la unidad de frecuencia angular. Si se trata de fuerzas sera [kN 2/ 1/ s]. Las
relaciones [4.22] son unos de los resultados fundamentales de la teorfa de vibraciones aleatotias en sistemas
mecanicos lineales invariantes. De ahi, la importancia del analisis espectral de la respuesta de dichos sistemas.
Subsecuentemente la funcién de Autocorrelacion del proceso puede ser calculada segun [4.10].

En resumen, se puede ver que la expresion de los espectros de la respuesta para cualquiera de los proce-
sos analizados en estos incisos, tienen formas analogas. El enfoque esta orientado a encontrar el espectro de la
excitacion, segin cual sea el tipo de proceso, y luego multiplicarlo por el médulo cuadrado de la funcién de
transferencia de la magnitud que se esté estudiando. En este trabajo, las funciones de transferencia del sistema,

1 (Clough & Penzien, 2003) (Newland, 1993) (Solnes, 1997) (Priestley, 1981) (Shanmugan & Breipohl, 1988) (Lutes &
Sarkani, 2004)
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fueron estudiadas en los primeros capitulos, para distintos modelos mecanicos, y para distintas magnitudes de
la respuesta (desplazamientos, velocidades y aceleraciones), que vale la pena recordar en este momento.

H, (o.r)=(io)H, (o,r)
Ho07) (-0 )H, (001

4.3.4 MULTIPLES PROCESOS

En la mayoria de los problemas, la excitacion sobre el sistema no es una sola, y existen varias acciones
actuando conjuntamente sobre el mismo, y en distintos puntos del mismo sistema (o grados de libertad para
mayor generalidad). En particular, en el problema analizado, esto representa la accién de multiples cargas sobre

el terreno.

4.3.4.1 MULTIPLES PROCESOS DETERMINISTICOS

Para determinar la respuesta a varios procesos, se debe utilizar el principio de superposicion, aplicable
debido a la linealidad de las ecuaciones dinamicas (ver [1.0]). Se supone que la carga, se encuentra distribuida en

una o mas zonas de la supetficie, y que su magnitud es variable.

plx,y)

FIG. 4-6 - DISPOSICION ESPACIAL DE CARGAS Y PUNTO DE OBSERVACION

Siendo (xg, yo) las coordenadas del punto de observacion, la respuesta en dicho punto, ante un ele-

mento diferencial de excitacién armonica en las coordenadas (x, y) estd dada por,
iot
dw=dP(@)H (@, % —X, Y, —Y)e
Sumando la colaboracién de cada elemento diferencial de carga, se obtiene la respuesta total.

w(t, %, Y, ) = H H(@,% —X Y, - Y)P(@,x,y)e dxdy [4.23]
Dp

Ahora bien, recordando el analisis hecho para obtener el espectro de la respuesta para cargas de varia-
cioén arbitraria en el tiempo, se ve que se puede generalizar ese resultado para considerar la variacién espacial de
la carga. A partir de [4.23], se deduce inmediatamente que el espectro de la respuesta es,

W(w, %, Y,) = _U H(@,% =X Y, - Y)P(o,x,y)dxdy [4.24]
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Donde P(w, x,y) es la Transformada de Fourier respecto del tiempo, de la carga, y Dp es la regién del plano
en la que esta definida la carga. Hay que aclarar, que para el caso de cargas periddicas, la expresion es analoga,

con la diferencia que ahora P(w, x,y) es una serie discreta.

Como caso particular, se considera una distribucion de cargas puntuales en el espacio. Es decir, el es-
pectro de las cargas es discreta, y concentrado en puntos del plano. La expresion [4.24] toma la forma,

N

v‘v(a),xo,yo)zjt;IH(a),x0 2 P(e,%.Y,)5(x)d(y; )dxdy

Evaluando la integral,

Mz

a’xo yo a’xuyu H(a”xo_xivYO_Yi) [4.25]

i=1

Se observa, que para un sistema de cargas puntuales, la transformada de la respuesta es la suma de los
espectros de respuesta para cada carga individualmente. Pero es importante ver que esto también se cumple
para el espectro de densidad de energfa de la respuesta. Este esta dado por,

N N
=23 P(@.%, Y ) H (@% =%, Yo = ;)| =2Se(@%,¥5)|H (@.% ~%. Yo = ¥ )|
i=1 i=1

Ademas se deduce que la varianza de la respuesta, es la suma de las varianzas de la respuesta a cada
proceso individualmente, como se deduce de la expresion [4.29]. Esta sencilla relacién es otra de las facilidades
que presenta el analisis espectral en la teorfa de procesos aleatorios.

4.3.4.2 MULTIPLES PROCESOS ALEATORIOS

Para analizar la respuesta de un sistema a dos procesos aleatorios estacionarios X (t), Y (t) primero de-
be conocerse la correlacién entre ambos procesos. Esto se hace de manera analoga a como se obtiene la fun-
cién de autocorrelacion, que mide la correlacién entre los valores de las distintas vatiables dentro de un mismo
proceso. La diferencia es que en este caso, ademas, se busca la covarianza entre dos variables aleatorias perte-
necientes a diferentes procesos. Haciendo uso de lo mencionado en el primer punto del trabajo, se necesitara
vincular ahora todas las variables aleatorias pertenecientes a la cantidad de procesos en cuestion. Por ejemplo si

se tratara de dos procesos diferentes X (t) e Y (t), se necesitatia,
fxlvx2 YYYYY Xy Yoty (le Xy Xn Y1 Yo, Yy )

En este caso, se definird una funcién de correlacién cruzada que se define segun!,

Ry (7) =E{X(1)Y (t+7)} [4.26]
R

w (7) = E{Y () X (t+7)}

De manera analoga se definen las funciones de correlacion espectral (C-PSD) segun,

1 Siempre se sostiene el hecho de que las medias de los procesos son 0.
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1 T —ior
ZIRXY(r)e dr [4.27]

—0

Sy (@)=

Cuando existen varias excitaciones superpuestas sobre el sistema, la respuesta en el dominio del tiempo,
sera la suma de las respuestas individuales (principio de superposicion). En este caso, la excitaciéon es un con-

junto de procesos aleatorios, cada uno siendo a su vez, un conjunto de funciones o muestras aleatorias.

INPUT

x(1

\ ouTPUT
Xa()

1)

SISTEMA FiSICO
H(a)

t

-~

Halt)

FIG. 4-7 - TRANSFERENCIA DE VARIOS PROCESOS ALEATORIOS

Haciendo un analisis similar que para un solo proceso aleatorio, se puede generalizar la segunda de las
relaciones [4.22] para cuando existen N inputs aleatorios actuando sobre el sistema mecanico! (Newland, 1993,
pp- 71-73):

S, (@)=Y S H; (w)H, (0)S, . (@) (4.28]

r=1 s=1
Donde Sy_x (w) representa la C-PSD (Cross-Power Spectral Density) entre el Input r y el s.

Las funciones de transferencia H,(w) seran las que relacionan la excitacién X;, en la coordenada en
que actde, con la respuesta en el punto de observacion. Como el caso de Lamb se trata de un sistema continuo,
existiran infinitos puntos donde puede estar aplicada la excitacion, y para cada uno de ellos habra una funcién
de transferencia distinta (se diferencian basicamente en la distancia al punto de observacion).

Las funciones C-PSD se definen de manera analoga a las PSD, con la diferencia que las primeras, se
definen para dos procesos aleatorios diferentes. De igual manera sucede con las funciones de correlaciéon cru-

zada Ryy. Se definen entonces:

Y de la definicién se puede deducir que,

1 Se supone que las cargas actuaran en un conjunto discreto (acciones puntuales) de puntos del sistema.
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Donde el asterisco denota el conjugado complejo.

Cuando las excitaciones no tienen correlacion alguna entre s, la expresion quedal:

Su(a)):;|H,(a))|z Syx (@) [4.29]

Se ve que, en el caso de no estar correlacionados los procesos, la densidad de energia que lleva cada
proceso de excitacion se suma en la respuesta. Esto es anadlogo a los procesos deterministicos, y la varianza de

la respuesta, sera la suma de las varianzas para cada respuesta individual.

4.4 MODELIZACION DEL SALTO COORDINADO DE PERSONAS

Se trata del caso de recitales u otros eventos masivos de personas, en donde el conjunto salta de mane-
ra coordinada y acompasada sobre el suelo. Esto genera una solicitacion, aproximadamente periédica y puntual
en el suelo (para grandes distancias de la fuente). El estudio de este tipo de acciones es nuevo, y los estudios al
respecto datan de esta tltima década (Parkhouse & Ewins, 2006), (Bertero, 2010).

Para la modelizacién de este tipo de cargas se parte de un estudio realizado en la Univesidad de Surrey
(UK) (Parkhouse & Ewins, 2000). En ¢él, se midieron las fuerzas producidas por el salto de distintas personas,
sobre una plataforma rigida, al compas de un determinado beat (1.5, 2, 2.67, 3.5 Hz). Se obtiene un registro de
la fuerza en funcién del tiempo, y se divide al mismo en una componente sincronizada (ciclo promedio o
“mean cycle”) y una componente estocastica que contiene la parte aleatoria de la carga transmitida al suelo. La
componente estocdstica es un proceso aleatorio de media 0, y por lo tanto puede ser definida por su PSD.
También se realizé mas recientemente un estudio de las vibraciones inducidas por recitales de rock en la Ciu-
dad de Buenos Aires y como afectaba esto los edificios del entorno (Bertero, 2010). En dicho estudio también
se hace referencia a los ensayos de la Universidad de Surrey, y se presentan resultados numéricos para la consi-

deracién de las vibraciones.
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FIG. 4-8 - CICLOS DE CARGA PARA DISTINTOS SUJETOS DE PRUEBA (PARKHOUSE, ET AL., 2006)

Lo que se buscd, fue modelizar el salto de una persona, como una carga puramente periédica, pero cu-
yas amplitudes de los armoénicos tuvieran en cuenta, no solo el ciclo promedio, sino también la contribucién de
las componentes estocasticas del salto. Es decir, la contribucién de los infinitos arménicos de pequefias ampli-
tudes, distintos de las frecuencias fundamentales. Esto se hizo a partir de la PSD obtenida pata los registros del
salto de distintas personas, considerando que las magnitudes de las frecuencias distintas de las fundamentales

(que son la parte aleatoria) se concentran en los armoénicos fundamentales (por ejemplo, para 2Hz serfan 2, 4,

1 Si no existe correlacion entre las distintas excitaciones del sistema, entonces las PSD-cruzadas seran 0 siempre que I # S

(cuando r = s se trata de la PSD). La expresion es analoga a los procesos deterministicos.
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0Hz,...). Es decir, se define una carga peridédica equivalente, que posee un valor RMS total, igual al de la carga
promedio mas la componente aleatoria (Parkhouse & Ewins, 2000).
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FIG. 4-9 - PSD PARA EL REGISTRO DE 29S DE CADA SUJETO DE PRUEBA (PARKHOUSE, ET AL., 2006)

Con lo dicho en el ultimo parrafo, se definieron los valores 73, (Dynamic load factors) que son justa-

mente las amplitudes de los armoénicos fundamentales amplificados con la componente estocastica.

P(t)=wW (1+ i r, cos(360nft — ¢, )j [4.30]

n=1

Donde 7, son los ya mencionados “Factores de carga dinamicos” (DLFs) y fueron obtenidos en el paper a

pattir de las mediciones; ¢, es el desfasaje (Phase lag) de cada arménico, y W es el peso de la persona.
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FIG. 4-10 - CARGA SINCRONIZADA EQUIVALENTE (PARKHOUSE & EWINS, 2006)

Estos factores de carga fueron medidos sobre el salto en una base rigida. En el caso de espectadores en
recitales, los mismos saltan sobre elementos flexibles o pasto, con lo que la carga se ve reducida. Siguiendo el
criterio expuesto en (Bertero, 2010), se considera la acciéon de una multitud correspondiente a la oscilacion
vertical con los pies en contacto permanente con el suelo (“bobbing”). Ademas, para tener en cuenta el salto en
simultaneo de una cantidad determinada de espectadores se sumaron las cargas equivalentes de varias personas,
pero con un desfasaje en el tiempo modelizado de manera aleatoria, para describir la falta de sincronizacion
entre el salto de distintos espectadotes. Se obtuvo como conclusién que la carga normalizada (Carga total/Peso
estatico) disminufa a medida que aumentaba la cantidad de espectadores, y que a medida que se consideraban
grupos mas grandes de personas, la componente estocastica se hacia menos importante en la carga total.

De los datos que figuran en dicho estudio, se pueden obtener los valores de los factores de carga para

una gran cantidad de espectadores (7, en dicho trabajo):
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TABLA 3 - DLF’S DE BOBBING PARA GRANDES CANTIDADES DE ESPECTADORES (PARKHOUSE, ET AL., 2006)

ler armoénico | 2do armonico | 3er armonico | 4to armoénico
90bpm (1.5Hz) 0.190 0.091 0.021 0.007
120bpm (2Hz) 0.319 0.078 0.008 0.005
160bpm (2.67Hz) 0.404 0.062 0.008 0.003

En la Fig. 4-11 se grafica la carga equivalente para una gran cantidad de espectadores y distintos beats:
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FIG. 4-11 - CARGA SINCRONIZADA EQUIVALENTE (BOBBING)

Por otra parte, se observa que hay una amplitud mayor para un beat de 160 bpm. Esto se debe, princi-
palmente, a que para esa frecuencia, el espectador se encuentra en un ritmo de salto que le es cémodo en cuan-
to a timing e impulso en el salto, o en este caso, bobbing. Beats menores, pueden requerir cierto apoyo relati-
vamente prolongado en el piso, perjudicando el impulso posterior; y pulsos mayores, puede requerir un apuro
excesivo por parte de los espectadores para acoplarse al beat. De todas maneras, se observa que la carga pico,
se encuentra alrededor de un 50% mas del peso de la multitud.

Por dltimo, hay que mencionar que se trabajara con la carga equivalente pero con media nula, es decir,
restandole el primer término constante a la expresion [4.30].

P°(t)=P(t)-W :Wi DLF, cos(2znft — ¢, ) [4.31]

n=1

4.4.1 ESPECTRO DE LLA CARGA

Como se vio en los primeros incisos del presente trabajo, para analizar espectralmente una carga de-
terministica periddica, como es la carga equivalente definida en [4.31], se utiliza el “Espectro de potencia discre-
to” definido en [4.10]. Se puede deducir ficilmente, que el espectro para una funcién del tipo f(t) =
Y1 Ay cos(nwot + @) es:

Donde w, = nwg. Por lo que el EPD de la Carga equivalente, definido en [4.31] estard dado pot:

2

S (@)= %W 2 [4.32]
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TABLA 4 - AMPLITUD DEL EPD NORMALIZADO PARA LOS PRIMEROS 4 ARMONICOS

/2 [-]
ler armoénico | 2do armoénico 3er armoénico | 4to armoénico
90bpm (1.5Hz) 0.191 5128 x 1072 | 2.059 x 107* | 8.185x 10°°
120bpm (2Hz) 0.595 0.042 2.906 x 1073 1.784 x 107°
160bpm (2. 67Hz) 0.427 0.035 5.526 X 107* 0

4.4.2 ESPECTRO DE LLAS VIBRACIONES EN EL TERRENO

Habiendo obtenido el espectro de la carga modelada como un proceso periédico deterministico (Es-
pectro de potencia discreto), se puede obtener el espectro de la respuesta en el terreno mediante [4.19]. La fun-

cién de transferencia es la ya vista en los dos primeros capitulos del trabajo.

El espectro de respuesta de aceleraciones verticales esta dado por:
2 I’n2 2
Su(f,)=[Hy (f,.1) W [4.33]

Donde f; = nfpeqr v 1a funcién de transferencia dependera del modelo mecanico elegido, teniendo en cuenta
las consideraciones del capitulo 3. El espectro de aceleraciones horizontales sera analogo. En la figura siguiente
se muestra la historia de aceleraciones en un punto cualquiera del terreno, obtenida a partir del espectro de
respuesta [4.33]:
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FIG. 4-12 - HISTORIA DE ACELERACIONES, SALTO COORDINADO DE PERSONAS

4.5 MODELIZACION DE LA ACCION DE VEHICULOS SOBRE RIELES

La generacion de vibraciones debido al paso de trenes es un problema que empezé a ser tratado de
manera intensa en las ultimas dos décadas. Esto se debe principalmente a la aparicién de trenes de grandes
velocidades, y a la utilizacién de equipamientos cada vez mas sensibles a bajos niveles de vibracién, como pue-
den ser los generados en las construcciones en las adyacencias de la zona de vias. De esta manera, interesa des-
de el punto de vista del impacto ambiental, realizar estudios sobre la naturaleza y magnitud de las vibraciones
que puede ocasionar el paso de un tren en las inmediaciones. En el presente capitulo se estudiara el caso de los

trenes urbanos, cuyas velocidades son relativamente bajas (alrededor de los 60 km/h).
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Numerosos estudios analiticos han sido realizados recientemente en esta materia, donde se destacan los
realizados en (Sheng, Jones, & Thompson, A theoretical model for ground vibration from trains generated by
vertical track irregularities, 2003) y (Lombaert & Degrande, 2007) donde se plantea un modelo acoplado de vias
y medio estratificado, y se tiene en cuenta la influencia de la velocidad del tren en la propagaciéon de ondas. En
(Cai, Cao, Sun, & Xu, 2010) se estudia el mismo problema, pero considerando un medio poroelastico segin la
teorfa de Biot. Todos estos papers plantean un problema complejo de la propagacion de ondas, considerando
los diferentes modos, y la heterogeneidad del medio, y obtienen soluciones mediante procedimiento numéricos.
Una solucién analitica cerrada para la carga cuasi-estatica generada por el paso del tren (se explica en los si-
guientes parrafos) puede verse en (Krylov & Ferguson, 1993), donde considera sélo la influencia de las ondas
de Rayleigh en un medio viscoelastico.

4.5.1 GENERALIDADES DEL MODELO

El problema de la modelizacion de cargas debidas a vehiculos, sea sobre rieles o sobre carreteras, es
muy complejo y se deben tener en cuenta numerosos factores. En primer lugar, esta el movimiento de la carga,
puesto que ahora se trata de una carga que se desplaza a lo largo de la superficie del terreno. Este factor tendra
como parametros que lo determinan, la trayectoria de la carga y su velocidad en cada instante. Para una amplia
gama de aplicaciones practicas, puede aceptarse que la trayectoria de la carga es rectilinea y la velocidad cons-
tante. De igual manera, se debe pensar en como varfa temporalmente la carga. En un sentido general, podria
pensarse que la carga varia de manera aleatoria alrededor de un valor medio que serfa la carga muerta (es decir,
el peso total del vehiculo). Esto nos lleva a pensar en una doble componente temporal de la carga; una compo-
nente constante, o media, y una componente aleatoria de media nula.

Con lo dicho, puede aceptarse como modelo general, la suma de una carga constante y mévil (en tra-
yectoria rectilinea y velocidad constante), y de una carga aleatoria y mévil (idéntica a la anterior). El problema
de una carga mévil en la superficie de un semi-espacio elastico fue abordado por numerosos autores en la se-
gunda mitad del siglo XX, aunque la solucién requiere el manejo de complicadas y extensas expresiones analiti-
cas, cuyas deducciones son atin mas complicadas. Como corolario de estos estudios, y en lo que respecta a
nuestro trabajo, hay que mencionar que se observa un incremento muy importante de la respuesta dindamica del
semi-espacio cuando la velocidad V de la carga se aproxima a la velocidad de las ondas de Rayleigh (ver
(Krylov, 1994), (Sheng, Jones, & Petyt, 1999) entre otros), mientras que para velocidades relativamente bajas, la
respuesta no difiere mucho de la estatica (es decir, la respuesta estatica del semi-espacio trasladada en el espa-
cio!) (Xia, Cao, & De Roeck, 2009). Este ser el caso en este trabajo, puesto que tanto vehiculos como trenes
urbanos suelen circular a velocidades bastante menores a la velocidad de las ondas de Rayleigh promedio del
suelo. En definitiva, se vio que podemos despreciar el efecto del movimiento de la carga en la superficie y con-
siderar la respuesta para una carga fija2 y luego trasladarla en el espacio (esto se vera mas adelante que tampoco

sera necesario).

Por lo tanto, con las aclaraciones hechas, se tiene ahora el problema de determinar la accién de una
carga de magnitud constante (también llamada cuasi-estatica por razones que se veran a continuacioén) y otra de
caracter aleatorio (debido a irregularidades en la traslacion del tren), cuyo desplazamiento puede despreciarse en
la generacion de ondas. Ahora bien, podtia pensarse que el efecto de una carga constante de la que se desprecia

1 Esto de trasladar en el espacio la solucién obtenida, que ya se mencioné varias veces, es analogo a considerar que la
respuesta de un problema dinamico de un grado de libertad, es la respuesta estatica del problema, que varfa temporalmente
solidaria a la carga. Esto es, u(t) = P(t)/k

2 Hay que aclarar que se puede despreciar el efecto de la velocidad del vehiculo en la generacion de ondas en el semi-
espacio, aunque no se puede despreciar su efecto en la generacion de la carga, puesto que la componente aleatoria es basi-

camente producto del desplazamiento de la carga. Esto se detalla mas adelante también.
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su desplazamiento no genera ondas en el terreno (se reducirfa al problema estatico de Bussinessq); pero es im-
portante destacar, de nuevo, que si bien se desprecia la influencia del movimiento en la generacién de ondas en
el terreno, no se puede despreciar el efecto que éste tiene en la generacion de cargas. Una carga estatica genera
una deformacién en el semi-espacio, que en principio setfa estatica. Ahora al desplazarse la carga, se desplaza la
deformada cuasi-estaticamente con la carga (por esto es que decimos que se desprecia el efecto del movimiento
en la generacion de ondas, porque la deformacion generada se calcula estaticamente), lo que genera una oscila-
cién de los puntos del semi-espacio desde su punto de reposo, hasta el de deformacion estatica, y nuevamente
al reposo una vez que se alejo la carga. Si luego, se piensa en una sucesion periddica de cargas, no es dificil in-
tuir en que se generara un desplazamiento periddico de los puntos coincidente con el paso de las cargas. De
esta manera se ve que, aunque se desprecie el efecto dindmico del desplazamiento de la carga en el suelo, la

traslacion cuasi-estatica de una sucesion de cargas, es fuente de ondas periddicas en el terreno.

En cuanto a la componente aleatoria, su efecto en la generacién de ondas es mas intuitivo, puesto que
se trata de una carga variable en el tiempo. Al igual que la componente estatica, también se considera que su
movimiento puede despreciarse en lo que respecta al problema dindmico de propagacion de ondas, por lo que
la solucién para la carga fija puede extenderse, “trasladando solidariamente” la solucién obtenida con la carga.

Las investigaciones realizadas en esta materia, han obtenido resultados, tanto numéricos como expeti-
mentales, que indican que cada una de las componentes de la generacién de vibraciones por el paso del tren
(componente cuasi-estatica y componente dinamica) tiene una influencia predominante en distintos dominios
de frecuencias: la zona de bajas frecuencias (hasta los 10 Hz generalmente) es gobernado mayoritatiamente por
la componente cuasi-estatica de la carga, mientras que en la zona de mas altas frecuencias, tiene predominancia
la componente dinamica (Sheng, Jones, & Thompson, 2003) (Xia, Cao, & De Roeck, 2009). Sin embargo, para
velocidades de traslacion del tren mucho menores que la velocidad de ondas de Rayleigh del terreno (como es
el presente caso de estudio) la influencia de la componente cuasi-estatica se hace mucho menor que la dinami-
ca, incluso en el rango de bajas frecuencias, haciéndose despreciable su consideraciéon. Esto puede verse en
cualquiera de los estudios relaizados al respecto ( (Sheng, Jones, & Thompson, 2003), (Xia, Cao, & De Roeck,
2009), (Lombaert & Degrande, 2007), (Cai, Cao, Sun, & Xu, 2010)). De esta manera, sélo se tendra en cuenta la

componente dinamica a la hora de analizar las vibraciones originadas por el paso de los trenes!.

4.5.2 TRREGULARIDADES EN LA TRASLACION DEL TREN

La traslacién de los vehiculos que forman el tren esta viciada de “defectos” que excitan el sistema me-
canico del tren, generando una carga variable sobre el sistema de vias. Esta carga se debe a numerosas irregula-
ridades del sistema de vias y del propio tren, que son enumeradas en numerosos estudios del tema. Se citan las
que se presentan en (Salvador, Real, Zamorano, & Villanueva, 2010):

=  Falta de alineamiento vertical del riel: Abarca los rangos de frecuencias bajas de excitacion, con longi-
tudes de ondas que pueden variar desde algunos metros, hasta cientos. Excita un rango de frecuencias
que puede coincidir con las de resonancia del sistema mecanico del tren.

= Rugosidad del riel: Longitudes de onda cortas (30-120mm). No genera problemas de resonancia con el
sistema mecanico del tren, pero tiene amplitudes grandes.

= Juntas entre rieles: Longitudes de onda de algunas decenas de metros.

= Otros defectos del riel: Deslizamiento relativo de las ruedas, falta de fijacién de los rieles, etc.

=  Rueda plana: La longitud de onda de la excitacién, coincide con el perimetro de la rueda (2.8m aprox.).

1 Para estudiar un modelo simple que tenga en cuenta la componente cuasi-estatica puede verse (Krylov & Ferguson,
Calculation of Low-Frequency ground vibrations from railway trains, 1993). En los otros estudios citados en los parrafos

también se tiene en cuenta esta componente, llegando a las conclusiones mencionadas.
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= Deflexion de los rieles: Se denomina también, deflexién secundaria, y refleja el hecho de que los rieles
estan discretamente soportados por los durmientes, lo que produce pequefias deflexiones mientras la
rueda pasa entre dos de ellos.

Cada uno de los items mencionados recién, ocasionan una excitacion vertical en las ruedas del tren, a
medida que éste circula a una determinada velocidad. Ciertamente, buscar un modelo deterministico que tenga
en cuenta todos estos factores parece impracticable, y generalmente suelen agruparse todos estos factores en
una funcién de potencia espectral que define un proceso aleatorio global de irregularidades.

En la literatura del tema existen numerosas referencias de espectros de potencia para definir la rugosi-
dad de la vial. En general, se trata de funciones ajustadas experimentalmente, y es comun a todas, que la ampli-
tud del espectro decae fuertemente al aumentar la longitud de onda. Sin embargo, no existe alguna norma gene-
ral que permita obtener valores para el espectro, y estos dependen fuertemente de la zona donde fueron reali-
zados los estudios y de los métodos de estimacién.

TABLA 5 - ESPECTROS DEL PERFIL IRREGULAR DE LAS VIiAS, POR DIFERENTES AUTORES

PSD [m2 / a /m)] Parametros
. ) A, w3(2? + w?)
(Ju, Liao, & L., 2009) Sye(A) = Tl Ar; w15 w,
B 1 a
(Hussein, 2010) Sye(d) = o b A a; b
(b+%7)

(Lombaert & Degrande, AN o

2007) Sye(D) = So (w—()) So; Wi M

Las irregularidades en el perfil del riel, se traducen en excitaciones verticales sobre las ruedas, cuya fre-
cuencia depende del espectro de las rugosidades, y de la velocidad de circulacion. La relacion entre ambos pro-
cesos aleatorios se expresa segun,

S, ()= \%Sye (gj [4.34]

Donde S,; (w) es 1a PSD de la excitacion sobre las ruedas, y V es la velocidad del tren.
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1 Ver (Ju, Liao, & L., 2009), (Lombaert & Degrande, 2007), (Hussein, 2010), (Auersch, 2008).
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FIG. 4-13 - PSD DE LAS IRREGULARIDADES DE LA VIiA

Del segundo grafico de la Fig. 4-13, se observa que la velocidad no tiene una influencia significativa en
el espectro de excitaciones sobre las ruedas. Esto estd en concordancia con los estudios de los autores ya men-
cionados.

4.5.3 MODELO MECANICO DEL TREN

Se debe modelar el sistema mecanico del vagén tipo de un tren. En términos generales se lo puede re-
presentar como un gran cuerpo tigido con dos grados de libertad (movimiento vertical y giro alrededor de su
eje), apoyado en dos boggies de dos ruedas cada uno, y que tiene un doble sistema de suspension. La siguiente
figura ilustra claramente el modelo:

W,
ar'
k, Ez Wp k, Ez Wg

b, D,
AW

"’mf"‘% %’“mz Wt f %’“

FIG. 4-14 - MODELO MECANICO DE UN VAGON

El modelo mecanico consta de 10 grados de libertad, y tiene 4 inputs, que son las excitaciones sobre
cada una de las ruedas. Se debe determinar entonces, la magnitud de las fuerzas P; ante una excitacién armoéni-
ca y de amplitud unitaria del riel. En otras palabras, la funcién de transferencia entre las excitaciones sobre cada
rueda y la amplitud de las cargas que transmite cada rueda a las vias. Es asi, que se necesita definir, en base al
modelo planteado en Fig. 4-14, la relacién entre un desplazamiento armoénico unitario en la rueda j y la carga
que transmite a la via la rueda i. A esta relacién se la denomina “impedancia entre las ruedas i y j”, y para el

vagon, sera una matriz de 4x4. El analisis subsiguiente se basa en el que se encuentra en (Sheng, Jones, &
Thompson, 2003).

La ecuacién de equilibrio dinamico del vagén se plantea matricialmente segun,

(M, J{w, (1) +[K, Jw, (0} =-[B]{P(1)} 435

Donde {wy (t)} es el vector de los grados de libertad del vagén y [My] y [Ky] son las matrices de masa y de

rigidez del modelo, respectivamente; [B] es una matriz de unos y ceros.

Como se busca una solucién en régimen permanente, [P(t)] = [P(w)]e’t y [wy(t)] =

[Wy (w)]et. Por lo que podemos despejar entonces,
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(@, ()} =-([K,]-@*[M,]) " [B]{P(a)} =-[£,]{P (o)} [4.36]

Ahora bien, lo que se estd buscando es la relacién entre las cargas transmitidas por el vagon al riel
[P(w)] y los desplazamientos en las ruedas, {Wy, (w)} segin el esquema de la Fig, 4-14. Por lo que es necesario
obtener una relacién entre los grados de libertad del vagén {Wy, (w)} v el vector de desplazamientos de cada

rueda {Wy(w)}. La relacién entre ambos es directa, y se puede escribir segun,

{w,, (0 =[Al{w, (1)}

Donde [A] = [B]T. Por lo que [4.36] se puede escribir segun,

(w, (o)} -[A]([Kv]_-af[Mv])‘l[sl{ﬂt)}

[4.37]

La matriz de impedancia entre ruedas i y j esta dada por,

[H,(0)]=[Z(0)]" [4.38]

En (Sheng, Jones, & Thompson, 2003) se dan las expresiones para las distintas matrices:

51 =[]

[My] = diag{Mc,]c, Mp,]5, Mg, /g, My,, My, M,,, M, }

[ 2k, 0 —k; 0 —k, 0 0 0 0 0
0 2k,02  —lkyl, 0 koL, 0 0 0 0 0
~k; —kyl, ky+2k, O 0 0 —ky K 0 0
0 0 0 2k, I3, 0 8 —kyl, kil (])C (I)C
_|-ky k1 0 0 ky+ 2k 0 ki K
Kvl=| % %" 0 0 0 2kily, 0  —kily kil
0 0 —ky  —kily 0 0 kq 0 0 0
0 0 —ky kyly 0 0 0 ky 0 0
0 0 0 0 —ky kil 0 0 ky 0
0 0 0 0 —ky kily 0 0 0 ki |

Se ve que los parametros involucrados en las matrices dependen de la geometria y las propiedades me-
canicas del vagon. Si queremos considerar el amortiguamiento en los sistemas de suspension, basta con consi-
derar los coeficientes de la matriz de rigidez como nimeros complejos (modelo viscoelastico en régimen per-

manente), cuya parte imaginaria representa el amortignamiento y puede ser dependiente de la frecuencia de
excitacion (k* = k(1 + iwé)).

4.5.4 INTERACCION VIA TERRENO

Habiendo definido la respuesta del sistema mecanico del tren ante desplazamientos verticales en las rue-
das, hay que analizar cémo influye el sistema de vias sobre el que circula el tren, en la magnitud de las cargas
que transmiten las ruedas. Se propone, entonces, un modelo tedrico para representar el sistema de vias, que
consiste en una viga infinita (con comportamiento flexional del tipo Bernoulli-Navier) apoyada en una solera
continua viscoelastica (Fig. 4-15), que busca representar la subestructura en la que apoyan los rieles, conforma-

da por los durmientes, pads de goma y el balasto.
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Se modelizarad en este caso, la acciéon de una carga puntual y periddica sobre una viga de Bernoulli de
seccion constante, longitud infinita y apoyada sobre una solera visco-elastica continual.

FIG. 4-15 - MODELIZACION DINAMICA DE LA ViA

La ecuaciéon que gobierna el comportamiento dindmico de una viga, bajo las conocidas hipétesis de
Bernoulli-Navier, pueden encontrarse en la bibliografia avanzada de dinamica estructural y ondas elasticas?. El
equilibrio dinamico se plantea segun,

o'w ow o*w

EJ—+kW+C —+ pA——=P5(x)e'” 4.39
o TR e~ pA (x) [4.39]

La solucién a dicha ecuacion se presenta en el Anexo 6, y esta dada por,

e P

W(X,t,a)) :W

[ cos(B|x|)+sin(B|x]) |[Pe™ = H,, (x,@) Pe"” [4.40]

ky+i A
Donde B(w) = ‘*\/%j;w_g_]wz

Hasta el momento, se ha modelizado la respuesta del sistema mecanico del vagén ante excitaciones
armoénicas en las ruedas, y también, la respuesta de la via, representada por una viga infinita sobre una solera
viscoelastica, excitada por carga puntual y arménica. Ahora, debemos acoplar ambos sistemas, para encontrar la
carga que transmiten las ruedas a la via, suponiendo excitaciones aleatorias en las ruedas debido a las irregulari-
dades antes detalladas, sumado a las deflexiones que sufre la viga ante la accién de las mismas.

La excitaciéon vertical en cada rueda, estara dada ahora, por la diferencia entre la rugosidad del riel y lo

que éste se deflexiona ante la accién de la carga incognita P;. Se tiene un sistema de dos ecuaciones acopladas,

[Hu (@) J{w}={P}

{w*}=H,.(0,0){P}

Donde {wW} es el vector de excitaciones verticales sobre las ruedas, y {W*} es el vector de deflexiones del riel

debajo de cada rueda. Por continuidad de desplazamientos se tiene que {W} = {Wj} — {W*}

El sistema de ecuaciones acoplado quedal,

1 Las razones para no considerar la traslacion de la carga en la viga fueron vistas en el inicio del capitulo.

2 Ver (Clough & Penzien, 2003); (Graff, 1975)
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[Hu (@) J(fwar }-{w}) = {P}
{w*}=H,.(0,0){P}

Reemplazando la segunda ecuacién en la primera, y despejando el vector de cargas, llegamos a la ex-
presion final para la matriz de impedancia entre ruedas de un vagén, para el sistema acoplado.

[[1-[Ha (0)]H.. (0.0) ] [H, (@) ]{w,, (@)} = {P(o)}
[Ho ()W, ()} = {P(0)}

[4.41]

Donde Hy,+ (0, w) = 1/8E][3(w)3

La matriz [Hp(w)] es la “matriz de transferencia compleja” del sistema acoplado vagén/vias, que rela-
ciona los desplazamientos verticales en las ruedas, con las fuerzas que éstas transmiten como reaccién. La in-
fluencia del sistema de vias en la transmisiéon de cargas al terreno esta dado por la rigidez flexional de los rieles
(EJ), por la seccion transversal de los rieles, la densidad del material de los mismos, y la rigidez y amortigua-
miento del balasto. Estos ultimos parametros suelen ser muy complicados de estimar.

4.5.5 ESPECTRO DE LAS CARGAS

Se tiene, en este caso, un problema de un sistema de multiples grados de libertad sujeto a multiples ac-
ciones aleatorias. El problema es algo mas complejo que para la transmisién de un procesos a través de un
sistema de un grado de libertad, puesto que ahora deberan conocerse las funciones PSD de los inputs, y ademas
la correlacion entre ellos (es decir, las funciones C-PSD de los inputs). De la misma manera se obtiene un out-
put compuesto de funciones autoespectrales y de correlacién espectral.

La teorfa de la respuesta de sistemas mecanicos de multiples grados de libertad (MDOF) ante excita-
ciones aleatorias puede encontrarse brevemente en la bibliografia basica de vibraciones aleatorias, aunque sin
demasiada extensién. En (Solnes, 1997) puede encontrarse un capitulo dedicado a este tema, en donde se da la

expresion de los espectros de la respuesta, como aparece a continuaciéon?,

[S: (0)]=[H, (@)][S,. (@) ] H; (@) [4.42]

Donde [Hy] es la matriz de transferencia compleja definida en [4.38], y [Syw(a))] es una matriz donde apare-

cen las funciones PSD y C-PSD de las excitaciones sobre las ruedas: Sywij sera la funcién de correlaciéon espec-

tral entre la excitacion de la rueda i y la rueda j.

En el presente modelo, al tratarse de un sistema de 4 grados de libertad, las matrices seran de 4x4. Los
elementos de la matriz de excitaciones estan dados pot,

Wi
ol

s, =e " VS () [4.43]

1 Esto vale, considerando que la deflexion debajo de una rueda, debido a dicha carga, no afecta la deflexion debajo de
cualquier otra rueda. Esto es perfectamente valido para ruedas de distintos boggies, pero no asi, para ruedas adyacentes.

Sin embargo, la diferencia es poco apreciable.

2 Observar que esta expresion es la generalizacion de la ecuacion [4.22], para multiples grados de libertad.
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Donde el factor exponencial complejo aparece en los elementos fuera de la diagonal, y representa la correlacién
entre dos excitaciones aleatorias desfasadas temporalmente (Ver Anexo 5).

Queda entonces, definida completamente la accién de un vagon tipo sobre el sistema de vias, mediante
la ecuacién [4.42]. Si se quisiera conocer la accién de un tren, es decir de la sucesion de N vagones sobre las
vias, se deberia extender la matriz de transferencia [Hp(@)] v la de excitaciones [Syw(w)], para considerar la
correlacion entre ruedas de diferentes vagones. Como es intuitivo, no habra una correlacién mediante el siste-
ma mecanico, puesto que pertenecen a vagones independientes, pero si la habra, en términos de las excitacio-
nes sobre las ruedas puesto que la via que circulan es la misma.

Por lo tanto, se extiende la matriz de transferencia compleja para N vagones segin,

Hof)] o
[Hy(0)]=| s

[4.44]

0 o [He(o)]

Suponiendo que todos los vagones tienen idénticas caractetisticas. Sobre la matriz de excitaciones, ésta tendra
la misma expresion que figura en [4.43], simplemente considerando todas las ruedas del tren (Nx4 ruedas).
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FIG. 4-16 - PSD DE LAS CARGAS COBRE LAS VIiAS

En la Fig. 4-16 se ve la forma de las funciones espectrales de las cargas de las ruedas del tren sobre las
vias. Se observan picos que coinciden con las frecuencias naturales del sistema mecanico de vagén y boggies, y
oscilaciones intermedias. Estas “oscilaciones” del espectro se deben al desfasaje temporal entre las excitaciones
de las ruedas, que funciona como un filtro de la excitacién. Este fendmeno es conocido como “wheel-base
filtering”, y su influencia en el espectro final de las vibraciones todavia no ha sido del todo estudiada. Se obser-
va ademas, que la influencia de la velocidad, no es solo un tema de magnitud del espectro, sino también afecta
el wheelbase filtering, aumentando el tamafio de las oscilaciones, y desplazando la ubicacién de los picos. Esto
indica que la influencia de la velocidad del tren, en el espectro, no es un tema trivial, aunque si hay que destacat,
como se menciond en los primeros parrafos, que su influencia no es grande para bajas velocidades.

La influencia del sistema de vias en el espectro de las cargas, es la de suavizar los picos del espectro. El
sistema de vias tiene una mayor influencia sobre los dos picos de mayor frecuencia, correspondiente al sistema
primario de suspension (sistema de suspensiéon boggie-rueda). Sin embargo, al no ser sencilla la determinacién
de los parametros del sistema de vias, y no ser determinante su influencia, es razonable despreciar su influencia
en el modelo.
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FIG. 4-17 - INFLUENCIA DEL SISTEMA DE VIAS EN EL ESPECTRO

4.5.6 TRANSMISION DE VIBRACIONES AL TERRENO

El sistema de via y apoyos (pads y balasto) proporciona una superficie flexible para el paso del tren, lo
que generard una distribucion de la carga puntual que transmite la rueda al riel. Sin embargo, si el punto de
observacion se encuentra suficientemente alejado del paso del tren, dicha distribucién de la carga no influird en
las vibraciones registradas, y por lo tanto, puede aceptarse que la carga se transmite como puntual al terreno
directamente (principio de Saint-Venant). Entonces, para el modelo, el sistema de rieles, pads y balasto solo
tendra influencia en la forma del espectro de las cargas, pero no en su distribucion en el terreno.

LI
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FIG. 4-18 - DISTRIBUCION DE CARGAS DINAMICAS DEBIDO AL PASO DEL TREN

Las vibraciones observadas en un punto del terreno seran producto de la acciéon conjunta de todas las
ruedas del tren. Es decir, se estd ante un caso de multiples acciones aleatorias, como se vio en el inciso 4.3.4. La
respuesta en el punto de observacion estard dada por [4.28]. Ademas, las vibraciones en el punto de observa-
cién seran descompuestas segun tres ejes coordenados segun se indica en la Fig. 4-18. La posicién de cada una
de las cargas (como se dijo en la introduccién de esta seccion, son cargas fijas en el espacio) sera fijada simétri-
camente respecto del punto de observacion, ya que ésta es la distribucién que genera maxima respuesta en el
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punto. Para distancias relativamente cercanas al paso del tren, la mayor parte de la excitacién puede considerar-
se con esta distribucién simétrica, al ser bastante mayor la longitud total del tren, respecto de la distancia al

punto de observacién.

Las expresiones finales de los espectros de aceleraciones en un punto de observacion, estan dadas por:

i
j=1 k=1

e
22( %
H,

I

w)(-x—k]H;(rk,w)Sp,-k(w)

o e
0 ) H (70 ,) S (@)

J

o) =23 H

j=1 k=

1N

Donde x representa la coordenada sobre el eje de las vias de cada rueda.

[4.45]

Para obtener los espectros de respuesta de desplazamientos y velocidades, bastara reemplazar en [4.45]

por las funciones de transferencia de velocidades y aceleraciones respectivamente (relacionadas segun [1.41]).

En la siguiente figura se muestran los espectros de las aceleraciones debidas al paso del tren:

x10° ACELERACIONES
2.5
g2 :
~ l Vertical
3 1 Perpendicular [|
E 1 l 3 Paralela
2 .
2 05
0 10 20 30 40 50 60 70 80
f [Hz]
. x10° ACELERACIONES
i~
<
g 4
N3 | —10m/s| |
= \\ ——15m/s
=2 h I\' A | ’e / |
2 AL 25 ms
g: 1 | -1 v_l\ A A
"/r LoD
Oo 10 20 30 40 50 60 70 80
f [Hz]

FIG. 4-19 - ESPECTRO DE VIBRACIONES POR LA COMPONENTE DINAMICA DEL PASO DEL TREN

Se puede observar la irregularidad del espectro producto del efecto de filtrado de base. Se ve que la
mayor parte de la energfa se concentra entre los 15 y los 40 Hz. Las componentes de frecuencias altas estaran

muy influenciadas por el grado de amortiguamiento del suelo.

4.6 MODELIZACION DE LA ACCION DE VEHICULOS SOBRE CARRETERAS

El estudio de la acciéon del trafico vehicular en la generacién de ondas que se propagan por el suelo ha
cobrado importancia debido a la urbanizacién de gran densidad, y a las obras de infraestructura que se sitian
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cada vez mds proximas a carreteras, principalmente en areas urbanas. Si bien la magnitud de estas vibraciones
es relativamente baja (es muy raro encontrar gente que se sienta incomoda debido a las vibraciones producidas
port los autos, incluso a muy corta distancia de la carretera), pueden causar vibraciones en estructuras que luego
son amplificadas por las mismas, afectar equipos de alta sensibilidad dentro de las construcciones, y/o ocasio-
nar dafios cosméticos en edificios histéricos.

En algunos papers realizados por H. E. M. Hunt, se plantean los modelos para representar el espectro
de vibraciones generado por el trafico vehicular, considerado como un proceso estacionatio y considerando
solo el aporte de las ondas de Rayleigh (Hunt, Stochastic modelling of traffic-induced ground vibration, 1991),
(Hunt, Modelling of road vehicles for calculation of traffic-induced ground vibration as a random process,
1991). Este estudio se centra en la modelacién del trafico vehicular como un todo, y en modelizar los autos
individualmente; este concepto es importante para entender los alcances del modelo. En (Hao & Ang, 1998) se
puede encontrar un estudio similar de las vibraciones, y la comparacion con mediciones experimentales. Mas
recientemente, (XU & Hong, 2007) plantea un modelo probabilistico para la simulacién del trafico y la genera-

cién de un espectro no estacionario de las vibraciones.

4.6.1 GENERALIDADES DEL. MODELO

La accién de vehiculos circulando por carreteras es un problema de naturaleza muy similar al de los
trenes. Se trata de un conjunto de cargas puntuales que circulan a una determinada velocidad, por una trayecto-
ria. De igual manera que los trenes, las cargas pueden ser descompuestas en una componente constante (com-
ponente cuasi-estatica) y en otra componente dindmica de naturaleza aleatoria, producto de vibraciones en el
sistema mecanico de cada vehiculo. Analogamente a lo hecho para los trenes, solo se considerara la componen-

te dinamica de la accion.

Para un punto muy préximo a la carretera, el proceso sera claramente no-estacionario porque el nivel
de vibraciones crecera y disminuira con el paso de cada vehiculo individualmente. No obstante, si el punto esta
suficientemente alejado (respecto del distanciamiento maximo entre vehiculos), el proceso puede ser descripto
como estacionario, puesto que no se distinguira del paso individual de los vehiculos (siempre que sea un flujo
continuo de autos). Para el caso de calles (o avenidas) de gran trafico, como lo son las de la ciudad, la definicién
de las vibraciones como proceso estacionario puede realizarse a distancias relativamente cercanas a la calle
(Hunt, Stochastic modelling of traffic-induced ground vibration, 1991).

En la componente dinamica de la accién entra en juego el perfil por donde circulan los autos. Al no ser
perfectamente lisa la superficie de rodadura, se transmitira una excitacion vertical al vehiculo que excitara su
sistema mecanico. Esto es completamente analogo a lo visto para trenes, aunque el concepto de la irregularidad
del perfil es un poco mas restringido que para dicho caso, y aqui se centra casi exclusivamente en la rugosidad
de la carretera. En la siguiente figura se puede ver un esquema de la transmisién de los procesos que generan
las vibraciones en el suelo, que es perfectamente aplicable al modelo de trenes también, aunque con algunas

pequenas diferencias.
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Perfil longitudinal de carretera
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FIG. 4-20 - GENERACION DE VIBRACIONES POR UN VEHICULO

4.6.2 PERFILES DE CARRETERAS

El perfil rugoso de las carreteras puede ser definido como un proceso aleatorio estacionario (igual que
para los trenes). En este caso, hay definiciones un poco mas unificadas para la estimacién de los espectros de
rugosidad de las carreteras. En (Tyan & Hong, 2007) puede verse un estudio acerca de la generacién de perfiles
rugosos a partir de espectros; la norma ISO 8606 propone una definicién paramétrica de los espectros para

distintos niveles de rugosidad. Estos se muestran a continuacion.

Densidad de potencia espectral para el perfil longitudinal:

Donde A, representa la frecuencia espacial, también conocida como nimero de onda. Esta funcién describe el

perfil longitudinal de la carretera donde el parametro deterministico es la progresiva de la misma.

Usando [4.34] queda,

5
Sp(@)=H v [4.46]
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TABLA 6 - PARAMETROS DE RUGOSIDAD DE CARRETERAS SEGUN ISO 8606

Clase de carretera S, (1079) wy [1/m] N
Autopista uniforme;
A Muy buena calle recién pavimenta- 2.5 1 2.1
da
B Buena Autopista rugosa; carre- 10 1 21
tera en buen estado
C Promedio Carretera normal 40 1 2.1
D Pobre Carretera con grava 160 1 2.1
E Ry e Carreteras no pavimen- 640 1 19
tadas
1a0? a0’
—V
a0’ lxmik v
.,:' ol & o \\\ — 4V
. \\\\& £ &
T | N\ R EEIENY
E .
§ RN 4 X
01 \ \\ 01 \\\
o0 \ ~ oo ~
3 \\\\ L 1o ? \\

1x10
001 al 1 10 100 001 o1

2 %) A

FIG. 4-21 - PSD DE LA RUGOSIDAD DEL PERFIL LONGITUDINAL DE LA CARRETERA

4.6.3 MODELO MECANICO DEIL VEHICULO

Modelizamos al vehiculo como un sistema uniaxial de 2 grados de libertad dinamicos!. Al modelar cada
vehiculo como un solo eje, se estan perdiendo algunas propiedades del sistema mecanico completo, producto
de la interaccién entre ejes de un mismo vehiculo. Esto es lo que se vio al modelizar un vagén del tren, el efec-
to de filtro de base (Wheel-base filtering). De todas maneras, esto puede hacerse debido a la dispersién que
existe entre las propiedades de los vehiculos que circulan en una carretera, en cuanto a su distancia entre ejes y
la velocidad de circulacion. Es decir, es 1til, en tanto el objetivo sea estimar el efecto de un conjunto de vehicu-
los con propiedades mecanicas diferentes, y no el paso de uno aislado?. Esto también estd sustentado en el
hecho de que el fenémeno de filtro de base tampoco es observado en las mediciones realizadas en campo.

Se plantean entonces, las ecuaciones de equilibrio dinamico del modelo del vehiculo,

M1X1+C1(X1_X2)+kl(xl_xz)=0

] o o [447]
M,%, +C, (%, — V) +¢, (% =% ) +k, (%, = ¥) +k (X, =% )=0

1 Para todos los detalles del analisis subsiguiente se puede ver un procedimiento analogo en (Hao & Ang, 1998) y XU &
Hong, 2007).

2 Para ver un andlisis detallado de los efectos del Wheelbase filtering, y las razones para no considerarlo, referirse a (Hunt,

Modelling of road vehicles for calculation of traffic-induced ground vibration as a random process, 1991).
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FIG. 4-22 - MODELIZACION MECANICA DEL AUTOMOVIL (2 GL)

Reescribiendo las ecuaciones de equilibrio [4.47],

X, +2Em (% — %, )+ @l (% —%,)=0

y o o [4.48]
X, +2§20)2(X2 - y)+2ﬂ§1a71(xz - x1)+a)22(x2 - y)+ﬂa)12(xz - Xl):O

Donde, w; = \/k;/M; son las frecuencias naturales del sistema de suspension, y el de llantas, & =

¢;/2+/ M;k; son los respectivos coeficientes de amorticuamiento = M, /M es la relacién de masas.
i i P gu y 2/ M1
Se proponen soluciones en régimen permanente del tipo X4 (t) = X;€'t y x,(t) = X,e't

Y reemplazando estas soluciones en las ecuaciones [4.48], obtenemos un sistema de dos ecuaciones algebraicas,

donde las incognitas son las amplitudes X y X, de la respuesta.

NN

Donde,

A, =-0"+2¢ wio+ o)

A, =-2(wio-o!

A, =-2&0,ui0 - uw;

A, =-0 + 28,00+ 28 0 puio+ o) + 1o’
B, =2¢,wi0+ @)

De esta manera es sencillo despejar las amplitudes de la respuesta, y obtener, mediante las soluciones
propuestas la respuesta a lo largo del tiempo (son armonicas).En este problema, lo que interesa es la carga que
transmite el vehiculo al terreno, y no solamente los desplazamientos de cada grado de libertad. La carga trans-

mitida serd la suma de las fuerzas de inercia de cada masa, y estara dada, entonces, por:

p(t)=M15('1+M25('2 [4.49]
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Luego de resolver el sistema de ecuaciones, y reemplazar las soluciones en [4.49], la carga que se

transmite al terreno tiene la siguiente expresion:

B, (A, —uA

P(t)=Mo’ By (Ap—phy)
A 1+ u
Donde A = A1145, — A12451 y M = M; + M, (masa total del vehiculo) y Hp (w) es la funcién de transferen-

cia entre la excitacion de la carretera sobre el vehiculo, y la accién que éste transmite al terreno.

En cuanto a los parametros mecanicos de los vehiculos se puede encontrar, que la frecuencia natural
del sistema de suspension del vehiculo (body-bounce system) varfa entre los 7.5Hz y 19.6Hz, la frecuencia na-
tural del sistema de llantas y eje (Wheel-hop system) entre 1.5Hz y 3.9Hz, y sus factores de amortiguamiento
entre 0.10 y 0.47, y entre 0.027 y 0.051 respectivamente (Hao & Ang, 1998). En la siguiente tabla se resumen

algunos valores tipicos.

TABLA 7 - PROPIEDADES MECANICAS DE DISTINTOS VEHICULOS (XU, ET AL., 2007)

M, u fi $1 f2 $2

ton = Hz = Hz =
Auto 2 0.15 1.5 0.05 10 0.3
Camioneta 10 0.15 1.7 0.07 10 0.3
Colectivo 20 0.15 1.7 0.07 1 0.3
Camion 25 0.15 1.5 0.04 8 0.3
Camién pesado 32 0.15 2.0 0.04 17 0.3

4.6.4 ESPECTRO DE LA CARGA DE UN VEHICULO

Habiendo obtenido la funcién de transferencia para una excitaciéon armonica en la rueda del vehiculo,
se puede obtener la PSD de la carga transmitida, segun [4.22]. Por lo que la relacion entre la PSD de la rugosi-
dad de la carretera y la PSD de la fuerza que el automévil transmite al terreno esta dada por:

Spp (a)): Mz‘Hp(a))‘z Syt(a)) [4.50]

Zi(Alz _/lAll)

d =
Don eHP(a)) 1) A "

El espectro de las cargas dependera, no solamente de la calidad de la carretera sino también, de las
propiedades diniamicas del vehiculo, que ya se vio, pueden ser caracterizadas por los pardmetros M, i, w, €. Se
ve en los siguientes graficos, qué forma adopta la PSD de la carga para distintos vehiculos, velocidades, y distin-

tos tipos de carreteras:
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FIG. 4-24 - PSD PARA DISTINTOS TIPOS DE CARRETRA Y DISTINTAS VELOCIDADES

Se observa de los graficos, que la mayor parte de la potencia, se concentra alrededor de las frecuencias
naturales del sistema de dos grados de libertad!. Esto es cada vez menos aproximado mientras mayores sean los
coceficientes de amortiguamiento ¢ del sistema. También hay que destacar, que la magnitud del espectro es ma-
yot, a mayor velocidad del vehiculo (Fig. 4-24), lo que ya se vio en la Fig. 4-21. Un dato no menor, es que las
frecuencias fundamentales no difieren mucho de un tipo de vehiculo a otro, a pesar de las grandes diferencias
de masa. Esto permite una buena estimacién de las propiedades del trafico como conjunto. Sin embargo, el
efecto de la velocidad no es tan determinante como el de la rugosidad del camino o el tipo de vehiculo; la mag-
nitud del espectro puede aumentar hasta cientos de veces al variar de una carretera “Clase A” a una “Clase E”
(Fig. 4-24). Lo mismo sucede con el tipo de vehiculos, donde los camiones o colectivos, tienen un espectro de
mas de 500 veces el de autos o camionetas.

4.6.5 MODELIZACION DEL TRAFICO VEHICULAR

El objetivo ahora, es describir el flujo vehicular que sucede en una avenida o carretera urbana. Este flu-
jo estara compuesto por distintos tipos de vehiculos, con distintas caracterfsticas mecanicas, que circulan a
diferentes velocidades, separados a una cierta distancia. Por ello, la modelizacién del trafico no es para nada
simple, y deben tenerse en cuenta, todos esos factores a la hora de modelizarlo. En (XU & Hong, 2007) se
propone un método para simular el trafico, donde los vehiculos se distribuyen aleatoriamente a lo largo de la

calle, segin una distribucién exponencial (inversa de la de Poisson), y el tipo de vehiculo también es una varia-

1 Es decit, se obtienen resolviendo el problema de autovalores del sistema, sin amortiguamiento: [K — w?*M|{X} =0
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ble aleatoria; éste presenta un util método para la simulacién, pero no para obtener expresiones analiticas. Otro
método propuesto por (Hunt, Stochastic modelling of traffic-induced ground vibration, 1991), define al trafico
como una carga continua y uniforme sobre el terreno, cuyo valor depende de una separacién promedio y de un
vehiculo tipo, y cuyas propiedades mecanicas son un promedio de datos estadisticos del trafico en cuestion. La
modelizacién que se sigue aqui, se basa en esta ultima.

FIG. 4-25 - MODELIZACION DEL FLUJO VEHICULAR

En la realidad, los vehiculos se distribuyen de manera variada a lo largo del flujo, con velocidades y es-
paciamientos distintos entre si, teniendo todos, masas y propiedades mecanicas distintas (frecuencias naturales
principalmente). Esto es muy dificil de modelar en términos probabilisticos, y se recurre a simplificaciones para
obtener expresiones analiticas manejables. Por esta razén, se modela al trafico como una sucesiéon uniforme-
mente espaciada, de vehiculos idénticos y velocidad constante (recordar que en el modelo las cargas son fijas, y
la velocidad solo influye en el espectro de la excitacién del vehiculo).

En la Fig. 4-25 se esquematiza el flujo vehicular segin serda modelado. Cada una de las cargas sera idén-
tica a las otras, considerando un vehiculo tipo, cuya masa y propiedades mecanicas tienen en cuenta la distribu-
cién de estos parametros segun datos estadisticos (Hunt, Modelling of road vehicles for calculation of traffic-
induced ground vibration as a random process, 1991). Lo que variara de una carga a otra, es la distancia al pun-
to de observacion. Recordemos que se va a considerar que cada carga es inmoévil, aunque las vibraciones se
deban justamente a la circulacion de los vehiculos. Esto puede hacerse, como se dijo antes, si consideramos un
punto de observacion lo suficientemente alejado de la carretera, o si el espaciamiento entre vehiculos es peque-
flo. Ademis, y no menos importante, es que la velocidad con que circulan los vehiculos es bastante menor a la
menor velocidad de propagacién de las ondas en el suelo (ondas de Rayleigh), por lo que se pueden despreciar
los efectos de interacciéon de frentes de ondas, producto del movimiento de la cargal.

Hasta ahora se habia trabajado con el espectro de la carga que genera un vehiculo, pero al tener nume-
rosos vehiculos actuantes, es necesario contemplar la correlacién entre las cargas, es decir, sus C-PSD, al igual
que se hizo para los trenes. Si bien, el sistema mecanico de cada vehiculo no tiene por qué tener relacién alguna
con el de los demas autos, si lo tendra, la excitacién sobre la rueda del mismo, puesto que circulan sobre el
mismo perfil rugoso, pero con un desfasaje en el tiempo. Puede intuirse, que las expresiones de las C-PSD
dependeran fuertemente del espaciamiento entre vehiculos, y de su velocidad. Todo esto debe tenerse en cuen-
ta cuando el espaciamiento entre vehiculos es reducido, como en el caso de carreteras urbanas.

1 Esto es igual a lo mencionado para el caso de los trenes, donde para bajas velocidades el movimiento de la carga no tiene

practicamente influencia en la generacién de ondas en el terreno.
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Las funciones de correlacion espectral de las excitaciones de las ruedas de cada vehiculo, son deducidas
en el 0. Ahora bien, se necesitan determinar las funciones de correlacion espectral de las cargas transmitidas al
terreno. Hstas estaran dadas por,

Sy (@)=MH, () MH, (0)S, (@)e™™ [4.51]

Pj P«

Quedando entonces definidos todos los espectros de las distintas cargas. Esta expresion es analoga a la [4.42]
para trenes.

4.6.6 TRANSMISION DE VIBRACIONES AL TERRENO

Se divide a la vibracién en un punto de observacién, segin un eje perpendicular a la direcciéon de circu-
lacién de los vehiculos (V), uno paralelo (1) a una distancia a, y el restante vertical (W) (ver Fig. 4-25). Las fun-

ciones de transferencia de aceleraciones, para cada una de las componentes estaran dadas por:

H,(r.o)=H,(r o)

Hv(r,a)):(—]Hu(r,w) 452

Entonces se puede obtener la PSD para cada una de las componentes de la aceleracion del punto de
observacion segun [4.28].

sul0)- S35 (.0 2 5,005, ()
i[i H, (n,w)(%]'*q(rww)spjpk (o) [4.53)

Donde 17 = faz + sz

Para obtener las distintas coordenadas de los autos X, supondremos una distribucion simétrica de los

mismos, respecto del punto de observacion. Esto es 16gico, si supusimos en un principio un flujo continuo de

autos. En los calculos bastara establecer N en un par de decenas, para obtener un resultado convergente.
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FIG. 4-26 - PSD DE LAS ACELERACIONES VERTICALES EN EL SUELO

Si se quisiera obtener el espectro para una catretera de varios carriles, es facilmente extensible el con-
junto de ecuaciones [4.53], si suponemos que no hay correlacién entre las excitaciones de los autos de cada
carril. Entonces podtia extenderse el resultado ya obtenido, para considerar N carriles, cada uno con propieda-
des estadisticas del trafico distintas segun [4.29].

S(a,w)=Y_S,(a, @) [4.54]

Donde Sy es el espectro de respuesta correspondiente a cada cattil, situado a una distancia a, del punto de
observacion.

4.6.7 PARAMETROS DEL VEHICULO TIPO

Es util hacer algunas consideraciones sobre los valores de los parametros a considerar para modelar el
vehiculo tipo del trafico. Si observamos la expresion [4.50] de la PSD para la accién de cada vehiculo, se ve que
es una funcion cuadritica de la masa del vehiculo en cuestiéon. Ahora bien, si se considera a la masa como una
variable aleatoria, dicha expresién sera una funcién de una variable aleatoria. Por lo que en general, tenemos
una distribucién de funciones PSD (cada una define un proceso aleatorio propio), y para modelizar el trafico
con un solo vehiculo tipico, se utiliza la esperanza de la distribucién de funciones espectrales!. Esto es,

E[S, (0)]= E[M ?|H, ()'S, (a))} —E[M?]H, () S, () [4.55]

Se ve que al considerar la funcién PSD media de todas las posibles, aparece un momento de segundo
orden no centrado, de la variable aleatoria M. Por lo que no se necesitara conocer la densidad de probabilidad
de dicha variable, sino sélo ese momento, que puede escribirse en término de la esperanza, y el desvio standard
segun, E[X 2] = uy? + 04?. Entonces, conocida la distribucion de masas del tréfico, se utilizard como masa del
vehiculo tipo, a la definida segun,

M= M?+5} [4.56]

1 Esto es distinto a considerar la esperanza de la masa de la distribucién de vehiculos, y con ese valor obtener la cortes-

pondiente PSD. La diferencia radica, inicamente, en que la masa est elevada al cuadrado en la expresion.
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Donde M es el promedio de la masa de los vehiculos que circulan, y gy es el desvio estindar!.

Se observa claramente que el “espectro promedio” es mayor que el mismo espectro calculado con la
masa promedio de los vehiculos. La diferencia la aporta el desvio de la distribucion de masas. Esto parece ra-
zonable al observar los graficos de la Fig. 4-24 que muestran la diferencia de magnitud de los espectros para los
vehiculos mas pesados respecto de los mas livianos. St se considerara solo la masa promedio, se estarfa dismi-
nuyendo demasiado el espectro hacia los vehiculos mas livianos, porque no estatrfa viendo la influencia cuadra-
tica en la expresion de la PSD.

De la misma manera se procedio al determinar las expresiones de las C-PSD en el Anexo 5. Estas de-
penden de los pardmetros V (velocidad del vehiculo) y s, (espaciamiento entre vehiculos), que son a su vez

vatiables aleatorias. Por lo que, al igual que se hizo para la expresién de S, se considerard la esperanza de la

distribucién de funciones C-PSD (ahora asumiendo que la masa M = y/M? + g es un parametro determinis-

tico).

Siguiendo con el analisis de los pardmetros del trafico, hay que analizar cémo influye la vatiacién de la
velocidad y el espaciamiento de los vehiculos. Estos parametros aparecen en las expresiones de las funciones de
correlacion espectral de las cargas [4.51]. Como se consider6 que el espaciamiento entre vehiculos y la veloci-

dad, son unicos, se tiene que,

S, .
Tjkzvv|1_k|

Spn (@) =M?[H (0)f S, (@)e "™

Pj P«

En este caso, se considera que la separacion entre vehiculos s, es una variable aleatoria que sigue una
distribucion gaussiana con media §;, y desvio g , y de igual manera lo es la velocidad de cada vehiculo, con
media V'y desvio gy Por lo tanto, el desfasaje temporal ¢ serd una variable aleatoria que sigue una distribu-

cién de Cauchy € (S_v /V, o5,/ O'V). Al igual que se hizo con la masa, se utilizara la esperanza de la funcién PSD

de la carga, es decir, con el valor promedio de dicha funcién para las distribuciones dadas?.

2 —ioty
E[Syn (@) ]=M7[H, (@) 8, (@) E[e™ ]
Entonces, obviando el operador esperanza, para simplificar notaciones?,

S5 (@)= M2|H, (@) S, (w)e

ol TeliK
e Vv

[4.57]

Esto es como considerar parametros del flujo vehicular complejos: s, = §;, — igs, yV = V—ioy

Se observa que al considerar que la separacién entre vehiculos es una variable aleatoria, aparece un fac-
tor exponencial, que depende de la frecuencia y de los desvios de la separacion y la velocidad de los vehiculos.

1 Observar que se asumié que los demas parametros que definen las propiedades dinamicas del vehiculo son deterministi-
cos. Esto no induce un gran error, porque puede verse de la Fig. 4-23 que las frecuencias naturales del sistema son simila-

res para los distintos tipos de vehiculo.

2 Un analisis similar se puede ver en (Hunt, Modelling of road vehicles for calculation of traffic-induced ground vibration
as a random process, 1991) y en el inciso 4.6.7 del presente trabajo.

3 El célculo de E[e_l‘”tik] se denomina “funcién caracteristica” de la distribucién de Cauchy, que puede encontrarse en

textos avanzados de probabilidad.
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Mientras mas grande sea el cociente entre los desvios, menor sera la influencia de estos términos en la respuesta
total. Por otro lado, la correlacion entre dos vehiculos tiende rapidamente a 0 al aumentar la distancia entre

ellos. Es decir, solo es apreciable la influencia de la correlacion entre los vehiculos inmediatamente contiguos.

4.7 ACCION DE MAQUINAS VIBRATORIAS

En este punto, se busca modelizar la acciéon de motores y maquinas vibratorias, que trasmiten vibra-
ciones al suelo. Generalmente, dichas maquinas no actian de manera directa en el suelo, sino que estan funda-
das en bloques de hormigdn armado, por lo que para estimar la accién transmitida al suelo, debe considerarse la
interaccion suelo-fundacion. En la practica, la diversidad de maquinas que existen, asi como de bases de funda-
cioén, hace que cada caso deba analizarse por separado; sin embargo, se presenta un enfoque simple y general
que puede servir como base para el analisis de las vibraciones transmitidas por distintos tipos de maquinas.

El procedimiento usual para este tipo de modelos, consiste en suponer a la base y a la maquina, como
un cuerpo rigido suspendido sobre un resorte y un amortiguador, que representan la sustentacion del suelo, y la
energia que se disipa por radiacion en el mismo. Por los buenos resultados obtenidos, y la simplicidad analitica,
se seguird este método.

/O\

/O\

FIG. 4-27 - SISTEMA MAQUINA-FUNDACION-SUELO

La carga que actda sobre la fundacién estara prescrita por el fabricante de la maquina, y por lo general,
se trata de acciones practicamente armonicas, o periddicas de 2 armoénicos. La solucion del sistema de un grado
de libertad es ya conocida, y puede verse en cualquier texto basico de vibraciones mecanicas, por lo que se pre-
sentara el resultado Gnicamente.

El desplazamiento vertical de la base U, ante una accién armonica de la maquina, esta dada por,

— 12 . Poeia)t
K-mo” +iaC

u(t)

Lo que interesa en este andlisis, es la accion transmitida al terreno, que sera resultado de la accién del

resorte y del amortiguador.

. K+iwC i
P, (t) = Kui(t) + Cai(t) = — 1€ p i
K-mo® +ioC
Esta expresion es la conocida funcién de transmisibilidad para sistemas mecanicos de un grado de li-
bertad. Las caracteristicas de dicha funcién y su dependencia de los parametros que la componen, pueden en-
contrarse en cualquier texto basico de dinamica estructural. Lo mas destacable, se centra en que la funcién en-

cuentra un pico, en coincidencia con la frecuencia natural del sistema dada por w,, =/ K/m.
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Ahora bien, siguiendo el mismo tipo de analisis para las otras cargas, se puede obtener el espectro de la
carga transmitida al terreno, a partir del espectro de la acciéon de la maquina sobre la fundacion, y las propieda-

des mecdnicas de ésta, as{ como las constantes K y € que modelizan el apoyo del suelo.

S, (@) =|H (o) S, (@) [4.58]

K+iwC
K+iwC—mw?

Donde H(w) =
En los casos mas usuales, el espectro de la accién de la maquina, constara unicamente de uno o dos

armobnicos, que se conocen como carga primaria y carga secundaria. Por lo que la expresion [4.58] se reduce a
determinar las amplitudes de dichos armoénicos, que, en general, vendran dados por el fabricante.

4.7.1 CONSTANTES DINAMICAS DEL SISTEMA SUELO-FUNDACION

Hasta ahora se escribieron las expresiones de la carga que se transmite al terreno segun el modelo de la
Fig. 4-27, pero no se dijo nada acerca de las expresiones para las constantes del resorte y el amortiguador del
suelo. De hecho, son estas expresiones en donde radica la parte mas importante y compleja del modelo. Este
problema ha sido extensamente estudiado, y se puede encontrar un detallado analisis de los avances en el tema
para la década del 80 en (Gazetas, 1983). En las décadas siguientes, el avance en el estudio de esta modelizacion
para la interaccién suelo-base no ha sufrido practicamente modificaciones, mas que la obtencién de expresiones

para cuantificar las constantes K y C en diversos problemas diferentes.

El problema de determinar las constantes del modelo mecanico equivalente no es para nada sencillo, y
depende de numerosos factores que describen el comportamiento del complejo sistema suelo-fundacién. Exis-
ten numerosos autores que han abarcado este tema, y no es el objetivo aqui, explayarse en los detalles. De ma-

nera abarcativa, puede decirse que el sistema suelo-fundacion y sus propiedades mecanicas dependeran de:

e  Laforma de la fundacion (circular, rectangular, arbitraria).

e  El perfil del suelo (espesor y propiedades dinamicas de cada estrato).

e  Nivel de fundacién (esto es, si la base se encuentra parcialmente embebida en el suelo o sobre la su-
perficie).

e  Larigidez flexional de la fundacién (bases rigidas o flexibles).

e La frecuencia de las cargas.

Todas estas consideraciones llevan a plantear distintas expresiones para los parametros mecanicos, en
funcién de los parametros mas relevantes del problema. Sin embargo, este capitulo se centrard en las expresio-
nes mas simples, que corresponden a fundaciones masivas (rigidas), circulares o rectangulares, que fundan al
nivel de superficie, en un semi-espacio homogéneo. Este suele ser el caso de las fundaciones de grandes maqui-

nas vibratorias (molinos y turbinas por ejemplo)

Una propiedad importante a destacar es la dependencia de la frecuencia que tienen estas constantes. En
el caso mas general, las constantes dinamicas seran dependientes de la frecuencia de excitacién, tendiendo al
problema estatico cuando la frecuencia se anula. Es decir, la constante del amortiguador se hara 0, y la rigidez
dinamica tendera a la rigidez estatica!. En el trabajo mencionado anteriormente de G. Gazetas, aparecen grafi-
cos que muestran una fuerte influencia de las constantes con la frecuencia. Sin embargo, para valores de fre-
cuencia bajos y medios, puede suponerse, con razonable aproximacion que las constantes son independientes

de la frecuencia, simplificando analiticamente el problema.

1 Rigidez que puede obtenerse del conocido “problema de Bussinessq”.
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La condicién de independencia de la frecuencia puede postularse segin,

[4.59]

Esta condicién, se verd mas adelante, suele cumplirse en un amplio rango de las aplicaciones practicas.

Se presentan, a continuacion, las expresiones para las constantes, independientes de la frecuencia. Las
expresiones valen para bases circulares y rectangulares, y que se encuentran a nivel del suelo, es decir, que no

poseen ningun tipo de confinamiento lateral.
G
=1, "7
v [4.60]

C :11'_7r02 \/pGﬂz
1%

K

Donde G es el médulo de elasticidad transversal del suelo, v su médulo de Poisson y p la densidad del suelo.

Las bases circulares y rectangulares se diferencian segun,

r bases circulares

=1 [BL
—  bases rectangulares
Vi

4 bases circulares

B, =
\/;(2.1— 0.078L B) bases rectangulares

Estos valores de las constantes, como se dijo antes, son independientes de la frecuencia de excitacién,
y son razonables aproximaciones dentro de un rango acotado definido por [4.59], que depende de las propie-
dades del suelo y las dimensiones de la base. En la practica, las frecuencias de funcionamiento de las maquinas

rotativas usuales estan dentro de este rango.

Base rectangular Base circular
—B/1=05 —07r
p — B/L=0.7 JT
B/1=1.0 15r
. 3 "= 3
= =
2 2
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| 0 i
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FIG. 4-28 - FUNCION DE TRANSMISIBILIDAD PARA DISTINTOS TAMANOS DE FUNDACION



Modelizaciéon de las acciones y respuesta del suelo 91

Base rectangular Base circular

]

L

VL
]

a4

L
L

Him
Hie

0 10 . 1] 30 40 0 0 10 X 30 40 50

flHz] fIHz
FIG. 4-29 - FUNCION DE TRANSMISIBILIDAD PARA DISTINTAS RIGIDECES DEL SUELO DE FUNDACION

De los graficos de la Fig. 4-28 y Fig. 4-29 se puede ver la clasica forma de la funcién de transmisibili-
dad para un sistema de un grado de libertad, donde el pico se produce para la frecuencia natural del sistema.
Como es de prever, la frecuencia natural puede estar dentro de un amplio rango de frecuencias, dependiendo
del tamafio de la fundacién y de las propiedades del suelo, aunque es razonable esperar que se encuentre entre

los 10 y 30 Hz, en los casos usuales.
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5 ENSAYOS EXPERIMENTALES

En el capitulo anterior fueron modelizadas distintos tipos de carga que actian sobre el terreno produc-
to de la actividad humana. Se utilizé un enfoque analitico para cuantificar, y analizar el efecto de dichas cargas
en las vibraciones sobre el suelo, obteniéndose asi, funciones matematicas que definen la respuesta del mismo,
tanto en el dominio del tiempo como en el dominio de la frecuencia. Ahora bien, es preciso saber si los mode-
los matematicos pueden representar, con razonable grado de precision, el fenémeno que se observa en la reali-
dad. Para ello es que se realizan mediciones experimentales y se comparan, dentro de cierto marco tedrico, los
datos medidos con los obtenidos analiticamente.

En la actualidad, la adquisicion de datos desde los equipos de medicién (en este caso, acelerémetros) se
realiza de manera digital, debido a la practicidad que representa el analisis de los datos mediante computadoras,
y el almacenamiento de gran cantidad de datos en las mismas. Esto implica ciertos “detalles” a tener en cuenta
a la hora de analizar una serie de datos discreta (sefial digital) que representa una serie continua (fenémeno
continuo). Esto se introduce brevemente en el siguiente inciso.

En este trabajo, lo que se busca medir son las vibraciones en un punto de la superficie del terreno. Es-
tas vibraciones pueden ser medidas en términos de los desplazamientos, velocidades o aceleraciones en dicho
punto, estando todas relacionadas entre si (mediante derivacién e integracion). El equipo utilizado para medir
las vibraciones es el acelerémetro, que, como su nombre dice, mide las aceleraciones en un punto. Basicamente
funciona como un marco rigido que posee una masa dentro agarrada al marco mediante un sistema de resorte y
amortiguador. Las vibraciones en el punto donde es colocado el marco rigido se pueden determinar, asociando-
las con las aceleraciones que sufre la masa en su interior (para ver mas detalles del funcionamiento conceptual
se puede ver (Clough & Penzien, 2003)). La manera de registrar las aceleraciones de la masa es la principal dife-
rencia entre los distintos tipos de acelerémetros. Los mas utilizados actualmente son los acelerémetros piezo-
eléctricos que miden los desplazamientos de la masa en términos de la variacién de la tensién que registra un
elemento piezoeléctrico. Este tipo de equipos facilita la obtencién de datos de manera digital, en contraposicién
con los acelerémetros mecanicos.

En las mediciones realizadas para el presente trabajo, se utiliz6 un acelerémetro piezoeléctrico triaxial
“RION”, y los datos fueron relevados en una computadora portatil, mediante un adquisidor de datos para PC
(LabJack)!. De esta manera se obtuvieron los datos de las mediciones (atchivo de datos numéricos) para su
posterior procesamiento e interpretacion de resultados.

FIG. 5-1 - ESQUEMA DE ADQUISICION DE DIGITAL DE DATOS

1 Todos los instrumentos fueron provistos por el Laboratorio de Dinamica de Estructuras de la Facultad.
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5.1 INTRODUCCION AL PROCESAMIENTO DE SENALES

Se denomina “Procesamiento de sefiales” al conjunto de procedimientos que se aplican sobre las medi-
ciones experimentales para obtener la informacién contenida en las lecturas. En general, el propdsito del proce-
samiento de seflales es la extraccion de informaciéon de una sefal, especialmente cuando es muy dificultoso
obtenerla mediante observacion directal. La metodologia para extraer la informacion tiene 3 etapas bien dife-
renciadas: adquisicién de datos; procesamiento de la sefial; interpretacion (Shin & Hammond, 2008). La prime-
ra de dichas etapas fue mencionada en el punto anterior, y en esta parte, se estudiaran la segunda y tercera de
ellas.

Una vez realizadas las mediciones, se tiene un conjunto de series numéricas que representan los datos
de salida del aparato de medicién (en este caso un acelerometro). Ese conjunto de series numéricas representan
muestras de un determinado proceso aleatorio, que no se reduce solo a la variable que se quiere medir en si,
sino que ademis la sefial contiene “ruido” propio del aparato de medicién. Dependiendo de la magnitud del
fenémeno a medir, y de la sensibilidad del aparato, este ruido puede ser despreciable, o puede tener una in-
fluencia considerable en lo que estamos midiendo, y debe ser tenido en cuenta a la hora de procesar los datos.
Es por esto, que la eleccion del aparato de medicién a utilizar va a depender del fenémeno a medir, y debe
elegirse criteriosamente. En general, y en las mediciones realizadas para este trabajo, el ruido no tendra una
influencia apreciable en las mediciones.

Con el objetivo de comparar las mediciones realizadas en campo, con los resultados teéricos desarro-
llados en los capitulos anteriores, se usaran dos estimadores: la funcién de densidad de potencia espectral?
(PSD) y el valor RMS (root mean square). El primero es una manera de describir como se distribuye la potencia
de la sefial en las distintas frecuencias; y el segundo es una medida estadistica de la magnitud de una variable
(esto ya fue visto en el capitulo anterior). De la teoria de vibraciones aleatorias, se deduce que el valor RMS es
un estimador del desvio estindar del proceso aleatorio, que si lo consideramos estacionario, es independiente
del segmento de sefial analizado (Ver 4.1.1).

Numéricamente, una cuestion fundamental a la hora de realizar registros digitales discretos de fenéme-
nos que son continuos en el tiempo, es la determinacién de la frecuencia de muestreo. Si se registra una magni-
tud de un proceso continuo, a intervalos At, claramente se estard perdiendo informacién intermedia del proce-
so. En particular, se pierde informaciéon en lo que respecta a contenidos de la sefial de alta frecuencia, cuya
longitud de onda sea menor que el intervalo de muestreo. Es decir, distintas componentes de frecuencias altas

se vuelven indistinguibles de otras, debido a que el muestreo no se hace lo suficientemente rapido (Fig. 5-2).

QUANIKN )

FIG. 5-2 - ALIASING EFFECT

1 El campo del procesamiento de sefiales es muy amplio y contiene todo tipo de aplicaciones en las distintas ramas de las
ciencias y la ingenierfa, y en este trabajo no se profundizara en la teorfa. Para leer acerca de la teorfa del analisis de sefiales
se puede acudir a (Shin & Hammond, 2008), (Priestley, 1981), (Newland, 1993).

2 Como toda medicién experimental, se trata de un proceso aleatorio y por lo tanto se lo puede definir probabilisticamente
mediante su funcién PSD.
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Ciertas frecuencias altas, se confunden con otras frecuencias mas bajas, distorsionando el espectro de
la sefial medida. Toda componente de frecuencia fuera del rango (—m/At, mw/At), tendra su amplitud distor-
sionada por las componentes de frecuencias altas que son indistinguibles de ella (se denominan “aliases” de la
frecuencia). Esto se puede evitar eligiendo una frecuencia de muestreo (f = 1/At) lo suficientemente alta, de
manera que la energia de la sefial fuera de este rango, sea despreciable. Esto puede expresarse mediante la si-
guiente relacion:

1
—> f,
2At
Donde el término de la izquierda es la denominada frecuencia de Nyquist (fy = 1/2At), y fo representa la
mayor frecuencia significativa de la sefial que se quiere medir (esto implica tener cierto conocimiento del feno-
meno a medir, a priori).

En los problemas del presente trabajo, las mediciones se realizaron con una frecuencia de muestreo de
250Hz, muy por encima de las frecuencias maximas significativas de los espectros medidos (80 Hz para el caso
de los trenes).

5.1.1 ESTIMACION DE PARAMETROS

Como en cualquier estimador estadistico se requiere, entre otras propiedades, que sea insesgado y con-
sistente. Esto es, que la esperanza del estimador coincida con el valor real del parametro (insesgado), y ademas,
que a medida que el tamafio de la muestra crece, el valor del estimador tienda a ser el valor del parametro (con-
sistente). En general, alcanza con pedir que la esperanza del estimador tienda al valor real, a medida que el ta-
mafio de la muestra crece; se dice, entonces, que es un estimador “asintéticamente insesgado”. Estas dos pro-
piedades principales de los estimadores, pueden resumirse matematicamente segun,

E[é]—)@
— n— oo
Var[&]—>0

El estimador natural para el desvio estandar de una muestra, que puede encontrarse en la bibliografia
basica de estadistica, esta dado por la siguiente expresion!,

1 n
o’ =HZ_1:(Xi -x)’ [5.1]

Y se ve claramente, que coincide con la definicion del valor cuadratico medio (mean squate), cuando la media
de la sefial es nula. Por lo que se deduce que el valor RMS es un estimador del desvio estandar del proceso, si
éste tiene media igual a 0.

En el caso de definir un estimador para la funcién de potencia espectral del proceso, la tarea es mucho
mas complicada. En primer lugar, no se trata de un estimador puntual, puesto que lo que se busca estimar aho-
ra no es un unico valort, sino una funcidn, y lo que es mas importante, la definicién de dicha funcién es analiti-
camente mas compleja que la del valor cuadratico medio. De todas maneras, la literatura al respecto no es esca-
sa (Ver (Priestley, 1981), (Newland, 1993), (Press, Teukolsky, T., & P., 1988)), y se describen muy brevemente
en los siguientes parrafos, los puntos principales patra estimar dicha funcién.

1 Se puede demostrar que este estimador es sesgado. Se obtiene un estimador insesgado, si se lo multiplica por n/n -1

De todas maneras, para valores grandes de n la diferencia es despreciable.
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Existen diferentes formas de definir la funcién de potencia espectral, algo que fue mencionado breve-
mente en el capitulo previo. Puede estar definida para cualquier valor real de la frecuencia, solo para frecuencias
positivas, y algunos casos mas de menor relevancia. La condicién a adoptar, debe ser que la suma a lo largo de
todo el dominio de definicién (integral en caso de funciones continuas) debe ser igual al desvio estandar (o
valor cuadratico medio) del proceso. En este trabajo, se usara la segunda definicion, donde se define la funciéon
solo para las frecuencias positivas. Bajo esta misma condicién fueron definidas las funciones espectrales de los
modelos analiticos.

El estimador de la potencia espectral mas utilizado en la actualidad, es el “periodograma”, que se define segin!,

1 N-1
P(O)Z ﬁ Xj
j=0
RNy 2 \ [5.2]
P(fk)zz‘ﬁnge N k=12...N/

Donde N es la cantidad de puntos de la muestra, y fi, = k/NAt son las frecuencias en donde se evalua el es-
pectro. El espectro definido recién, es el espectro del semieje positivo (one-sided), y cuya sumatoria en todas las
frecuencias, coincide con el valor cuadratico medio.

Hay que observar que el periodograma no es otra cosa que la transformada de Fourier (transformada
discreta de Fourier por tratarse de series numéricas discretas) al cuadrado; el factor 2, aparece al querer conside-
rar inicamente las frecuencias positivas, para seguir conservando el valor de la sumatoria total.

Se mencioné hasta ahora, que el estimador mas “popular” para la densidad de potencia espectral es el
periodograma (o el cuadrado de la transformada de Fourier). Sin embargo, interesa saber ademas, si cumple
con los requisitos para ser un estimador “confiable”, esto es, como se dijo antes, que sea insesgado y consisten-
te. Se puede demostrar que el “periodograma”, segun fue definido recién es un estimador asintéticamente in-
sesgado del espectro de densidad de potencia (en (Priestley, 1981) se puede ver una deduccion detallada al res-
pecto). Por otra parte, también puede demostrarse que es un estimador inconsistente, en tanto que no converge
al valor real del espectro. El periodograma muestra tener un comportamiento erratico y fluctuante alrededor del
espectro real, incluso cuando el nimero de muestras crece (Fig. 5-3).

Entonces, el problema que encontramos al estimar el espectro de potencia mediante el periodograma
es el de la inconsistencia, a pesar de ser éste un estimador natural del mismo. Este problema puede ser supera-
do parcialmente, al considerar versiones “suavizadas” (smoothed) del periodograma, que logran disminuir cla-
ramente la varianza como estimador, mejorando la consistencia.

1 Existen algunas definiciones distintas para el periodograma en la bibliograffa. Aqui seguimos la de (Press, Teukolsky, T,
& P., 1988), que comparte los criterios establecidos en el parrafo anterior.
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periodograma

FIG. 5-3 - PERIODOGRAMA DE UN ESPECTRO CONTINUO

Muchos de estos conceptos son muy extensos y escapan largamente el alcance del trabajo, sin embar-
go, y para resumir, hay que destacar que se utilizara en el procesamiento, versiones suavizadas de los periodo-

gramas, como estimadores de los espectros reales.

Las técnicas de suavizado utilizadas son, por un lado, el filtro del periodograma a través de “ventanas”
que promedian de manera ponderada los valores en un cierto entorno de frecuencias. Mientras mas ancho sea
el entorno considerado (window bandwidth), mayor serd el grado de suavizacion, sin embargo esto no es nece-
sariamente favorable, puesto que al suavizar el espectro, si bien se disminuye la varianza del estimador, se au-
mento su sesgo. Con lo cual, hay que encontrar un punto en el cual se haga éptima (en términos de semejanza)
la relacién entre el aumento de sesgo y de consistencia. Sin ir més a fondo, como criterio general, se utilizaran
ventanas angostas en el caso de estimar espectros que se espera, tengan picos pronunciados en algunas frecuen-
cias (salto coordinado de personas por ejemplo). Mientras que para espectros mas aplanados, se permiten ma-

yores anchos de ventana. En los andlisis hechos, se utiliz6 una “ventana de Hanning””.

0.4

0.1

FIG. 5-4 - VENTANA DE HANNING PARA SUAVIZADO DE ESPECTRO

Otra manera de reducir la varianza de la estimacién, aumentando su consistencia, es promediando dis-
tintos periodogramas del mismo fenémeno. Si bien este método no tiene la contra que tiene el de suavizar el

estimador, no siempre se dispone de muchas muestras para realizar el promedio.

Por dltimo, y para la comparacion de la funcién de densidad de potencia espectral medida del proceso,
con la obtenida mediante el modelo analitico, el estimador debe ser “escalado” para representar una funcién
continua. Hs decir, el estimador, es en si una funcién discreta, pues es el resultado del analisis de un registro
discreto (se utiliza la DFT), por lo que para hacer una comparacién con el espectro tedrico que es una funcién
continua (en un caso general), debe obtenerse una funcion continua equivalente para el espectro medido. Esto

se obtiene segun:

1
Scont ( fj ) = Esdiscr ( fj )



98 Ensayos experimentales

Donde Af es el intervalo de frecuencias en donde estd evaluada la transformada discreta de Fourier de
la sefial (depende del nimero de muestras en un registro). De esta manera, el valor cuadratico medio de la me-

dicién puede obtenerse, integrando numéricamente el espectro continuo'.

5.1.2 PROCESAMIENTO DE REGISTROS

A continuacién se esquematiza el proceso mediante el cual se analizan las mediciones hechas.

1 - ADQUISICION DE 2 - SELECCION DE
DATOS SEGMENTOS

¢ Lectura de archivos .DAT *Recorte de segmentos representativos
* Normalizacion de registros a media 0 *Data tapering, suavizado de extremos

5 O

3 - FFT, FILTRADO DE 4 - ESTIMACION DE PSD
FRECUENCIAS * Estimacion de periodograma

* Band-Pass filter, remocién de muy *Suavizado de estimador, Seleccion de
bajas, y altas frecuencias Bandwidth (Hanning window)

5 - BSTIMACION DE RMS

*En el dominio del tiempo y de la
frecuencia, Comparacion

FIG. 5-5 - ESQUEMA DEL PROCESAMIENTO DE SENALES

En un primer paso, se leen los archivos de los registros que entrega el acelerémetro RION a través del
adquisidor de datos digitales, y se normalizan las series numéricas para que tengan una media nula. Es decir, se
normaliza cada uno de los registros, para eliminar una componente constante que pueda estar “escondida” en
las mediciones, sea producto del fenémeno de vibraciones en si, o, mas probablemente, por un defecto de cali-

bracién de los equipos de medicién.

El siguiente paso es realizar una seleccion y recorte de los segmentos representativos del fenémeno que
se quiere medir. En general, el segmento que representa el fenémeno a analizar ocupa s6lo un pequefio espacio
del registro total, por lo que debemos aislar esos registros para poder analizarlos. Por ejemplo, en el caso de los
recitales, la mayor parte de los registros son ruido ambiente, y se deben ubicar y aislar los segmentos en donde
se registra el salto de los espectadores. Para ellos, se utiliza un “taper” con extremos suavizados para evitar un
salto brusco de la sefial aislada en sus extremos.

1 En el trabajo se utilizé el método de los trapecios. Hay que tener presente que podtia obtenerse el mismo resultado,

realizando una simple sumatoria del espectro discreto.
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Ahora bien, para estimar el espectro deben transformarse cada uno de los registros seleccionados al
dominio de la frecuencia, mediante la Transformada Discreta de Fourier (DFT). Esto, cualquier programa de
calculo lo hace rapidamente mediante el algoritmo FFT (Fast Fourier Transform). Una vez calculada la Trans-
formada de cada registro, se procede a filtrar determinadas frecuencias, para eliminar ruido del aparato de me-
dicién y el ambiente, que no tengan que ver con el fenémeno a medir. La determinacién de las frecuencias de
corte se debe hacer para conjunto de mediciones por separado, pero como regla general, se van a filtrar las
frecuencias por debajo de 1 Hz, y las altas frecuencias, que estén muy por encima del rango esperable para el
fenémeno. Esto se hace utilizando un taper con bordes suavizados, igual que para aislar los segmentos.

En cuarto lugar, se hace la estimacién del espectro de potencia del registro, mediante el periodograma.
Por las razones mencionadas en el inciso anterior, este estimador es suavizado utilizando una ventana de Han-
ning, cuyo ancho (Bandwidth) varfa dependiendo del fenémeno a medir. El ancho de ventana estéd relacionado
con el grado de suavizado requerido para el espectro. Por lo tanto, para espectros que se espera tengan picos
muy concentrados en determinadas frecuencias, debe elegirse un ancho muy “angosto” de ventana para no
perder resolucion en dichos picos. De manera opuesta, para espectros que se espera sean de variacion mas
suave, se elige un ancho de ventana mayor para disminuir lo mas posible la varianza del estimador.

Por dltimo, se estiman los valores cuadraticos medios de cada registro, tanto en el dominio del tiempo
como en el dominio de la frecuencia (para su comparacién y control). De esta manera, a partir de los registros
obtenidos a través de los aparatos de medicion, puedo obtener un set de espectros y valores RMS para cada
uno de ellos.

Para el presente trabajo se codific una rutina en MathCad® para realizar los pasos esquematizados en
la Fig. 5-5.

5.2 MEDICIONES

A continuacién se presentan los resultados obtenidos en las mediciones de las vibraciones de algunas
de las acciones modelizadas en el capitulo anterior.

5.2.1 SALTO COORDINADO DE PERSONAS

Para obtener datos experimentales de vibraciones inducidas por el salto coordinado de personas, se
midieron las vibraciones en las inmediaciones de un estadio donde se estaba llevando a cabo un recital. En el
presente trabajo, se muestran las mediciones obtenidas en las adyacencias del estadio de River Plate, durante el
recital de “Foo-Fighters” que tuvo lugar el 03/04/2012.
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FIG. 5-6 - POSICION DE LAS ESTACINES DE MEDICION RESPECTO DEL ESTADIO Y REGISTROS

Los registros fueron filtrados para frecuencias por debajo de 1 Hz y por encima de los 10 Hz, y se uti-
liz6 un ancho de ventana lo suficientemente angosto para no comprometer la resolucioén del espectro en las
frecuencias pico. Se presentan las mediciones de registros simultineos, para la comparacion de los espectros y

sus magnitudes.

03/04/12 - FooFighters - C.E.N.A.R.D.
Aceleraciones RMS [107*g]
Nuam. De Estacion 1 (390m) Estacion 2 (510 m)
registro Vertical Radial. Vertical Radial
1 2.45 1.91 2.26 1.65
2 2.70 2-18 2.27 1.91
3 2.30 1.73 1.95 1.53
Promedio 2.48 1.94 2.16 1.70
a5k 10° 2k 10°
3 3
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FIG. 5-7 - ESTIMADORES DE ACELERACIONES EN EL TERRENO, RECITAL FOO-FIGHTERS

Los graficos muestran una marcada periodicidad de las vibraciones, de arménico fundamental cercano
a los 2.5 Hz. Esto esta en coincidencia con lo esperado por el modelo analitico. Los espectros promedio tienen
una distribucién apenas mas dispersa alrededor de los picos, debido a pequefias variaciones en la frecuencia de
salto de los espectadores en cada momento. Esto también esta muy sujeto a la propia naturaleza del recital y de

la cancién que estén pasando. Es por eso, que a lo largo de un recital los espectadores pueden saltar a distintas
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frecuencias, llevados por el beat de la musica. En el analisis, se promediaron espectros del salto de espectadores

durante una misma cancién, para que no se vieran estas variaciones poco representativas.

Hay que destacar que para el segundo armoénico de la respuesta, la componente radial es mayor a la
vertical. Esto no se ve en el modelo tedrico, y las razones de ello no estan claras, aunque podtia deberse a un

mayor amortiguamiento de las vibraciones horizontales para las bajas frecuencias.

La componente tangencial no fue volcada en el analisis dado que su magnitud es sustancialmente infe-
rior a las otras dos componentes. El modelo teérico predice una componente tangencial nula, aunque en las
mediciones no se da, producto de que la carga no es puntual, de errores en la disposicion del acelerémetro,

ruido ambiente, etc.

5.2.1.1 ATENUACION DE L.AS ONDAS

Se midi6 simultineamente con dos acelerémetros colocados a distinta distancia de la misma, para po-
der comparar los resultados, y obtener la atenuacién en la amplitud de las ondas, medida segun ARMS =

RMSg,/RMSg,.

. . . E1 390 m 10"
Distancia media 35
E2 510 m
ARMS [%] :
Reg. Vertical Radial _ 25 EStaC?(:m 1-390m |/
Num. [0/0] [0/0] i Estacion 2-510 m
F 2
1 92.24 86.39 z
2 84.07 87.61 % 15
3 84.78 88.44 & )
Promedio 87.03 87.48
0.5
0 N
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f[Hz]

FIG. 5-8 - ESTIMACION DEL AMORTIGUAMIENTO DE LAS ONDAS

En el grafico se puede ver la coincidencia perfecta en las frecuencias importantes, pero la diferencia de
magnitud del espectro, producto de la diferencia de distancias respecto de la fuente de excitaciéon. Comparamos
los valores RMS de las mediciones en los distintos puntos, ante la misma excitacién. Con los valores promedio
obtenidos para el amortiguamiento de las ondas, se puede estimar un valor para el factor de amortiguamiento

de las ondas de Rayleigh, mediante la expresion [A7.1].
Considerando un coeficiente de amortiguamiento g = 0.001 y una frecuencia predominante de f = 2.6Hz:
Ateorico= 87.05%

Se adoptara este coeficiente para utilizar en el modelo teéricol.

1 Hay que observar, que en este caso, se podria despreciar el efecto de amortiguamiento propio del suelo, y considerar un
suelo elastico. Esto se condice con la teorfa, puesto que el amortiguamiento viscoso es menor para las frecuencias mas
bajas.
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5.2.1.2 COMPARACION CON EL MODELO TEORICO

Cualitativamente, el modelo analitico planteado en el capitulo anterior se ajusta perfectamente al feno-
meno medido. Sin embargo, resta comparar la magnitud de las vibraciones medidas (definida por su valor
RMS), con las predichas por el modelo. En la siguiente tabla se resumen los parametros utilizados en el modelo
analitico:

TABLA 8 - PARAMETROS DEL MODELO ANALITICO, SALTO COORDINADO DE PERSONAS

Parametros de la fuente

Peso promedio de espectador 65 kg
Cantidad de personas saltando 10000
Frecuencia fundamental 160 bpm
Parametros del suelo!?

Densidad del suelo 1900 kg/m3
Moédulo transversal G 200 MPa
Moédulo de Poisson 0.35

Modelo mecanico Voigt hysteretic
Coef. de amortiguamiento 0.001

Usando los parametros de la tabla anterior, se obtuvieron los valores RMS de la respuesta del suelo pa-
ra los distintos recitales. Los resultados se muestran a continuacion.

TABLA 9 - COMPARACION MODELO ANALITICO Y MEDICIONES, SALTO COORDINADO DE PERSONAS

Foo Fighters — 03/04/12 RMS medido [10-g] RMS teérico [g] ;’f;:i:z‘;
Distancia [m] Vertical Radial Vertical Radial [%o]
Estacién 1 390 2.48 1.94 2.42 1.53 11.8
Estacién 2 510 2.16 1.70 2.11 133 12.1

Se observa una razonable diferencia entre los valores teéricos y los medidos. Hay que tener en cuenta,
que los valores propuestos para la cantidad de personas y el peso promedio, son simplemente valores logicos
en este tipo de eventos, pero que pueden estar sujetos a grandes variaciones durante cada recital. Sin ir mas
lejos, aumentando un poco la cantidad de espectadores, o bien el peso promedio, los valores tedricos se acerca-
ran ain mas a los medidos. Sin embargo, lo importante del modelo, es su capacidad de describir el espectro de
las vibraciones, donde se ve claramente la periodicidad en la frecuencia de salto de los espectadores, y sus pri-
meros armonicos superiores. Si se observa que el modelo tedrico predice una relaciéon entre la componente
radial y vertical un poco menor a la observada en las mediciones. Esto puede deberse, en linea con lo mencio-
nado en un inciso anterior, a un amortiguamiento mayor de las vibraciones horizontales, no previsto en el mo-

delo tedrico.

5.2.2 ACCION DE VEHICULOS SOBRE RIELES

Se midi6 la accién del paso de trenes en la generaciéon de vibraciones, en una linea urbana tipica del
area metropolitana de Buenos Aires. Las mediciones fueron hechas a distintas distancias de la via, con dos ace-
lerémetros simultaineamente, para medir la atenuacién de la amplitud de las ondas. Las estaciones fueron colo-
cadas con una distancia de 6.8 m entre ellas. Los espectros medidos fueron filtrados para eliminar las frecuen-
cias por debajo de 1 Hz y por encima de los 80 Hz.

1 Ver el capitulo 3y 0.
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Aceleracion vertical [g]

t[s]

Aceleracion paralela [g]
Ty

-002 |

t[s]

FIG. 5-9 - EQUIPOS DE MEDICION IN SITU, ESTACION DE GERLI, LINEA ROCA

En la jornada de medicion, se tomaron registros desde 3 estaciones diferentes, y los trenes circulaban por
dos vias paralelas separadas 4.5 m (una de ida y otra de vuelta). Por lo que cada una de las 3 estaciones tomaron
registros de los trenes de la via A y la via B (Fig. 5-9). Las estaciones 1 y 2 midieron simultineamente, y luego se
midi6 de manera individual la estacién 3. En resumen, la Estaciéon 1 se ubicaba a 19 m de la via A, y sus regis-
tros se dividen en Estaciéon 1A a 19 m de las vias, y estacion 1B a 24.5 m de las vias; la Estacion 2 se divide en
Estacion 2A a 25.8 m de las vias y Estacién 2B a 31.3 m; por dltimo la Estacién 3, se divide en Estacion 3A a
30.3 m de las vias, y Estacion 3B a 35.8 m de las vias.

A continuacién se presentan distintos registros tomados en ambas jornadas:

03/11/12 - Estacion Gerli, Linea Roca - E1IAY E2A
Aceleraciones RMS [10™*g]
Nim. de Estacion 1A (19.0 m) Estacion 2A (25.8m)
registro Vertical Paral. Perp. Vertical Paral. Perp.
1 15.00 849 7.10 7.13 4.50 4.98
2 16.98 7.88 6.71 7.32 4.03 5.16
3 1540 748 6.75 7.18 4.32 4.85
Promedio 15.79 7.95 6.85 7.21 4.28 5.00
16x1o'5 4x10’6
14 35
12 3
= A = Vertical = = Vertical
T 1 Paralelo — L 25 Paralelo —
%1:' I Perpendicular € Perpendicular
& 08 S 2
£ { { E
5 0.6 § 15 A
2 | 2 \
04 1
02 ,’J :A: .-A\jv\ 0.5 \f \,
0 —JW \h 0 %
0 10 20 30 40 5 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
f [Hz] f[Hz]
PSD promedio estacion E1A PSD promedio de la estacion E2A

FIG. 5-10 - ESTIMADORES DE ACELERACIONES EN EL TERRENO, ESTACION GERLI - E1A Y E2A
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03/11/12 - Estacion Gerli, Linea Roca - E1B Y E2B
Aceleraciones RMS [107%g]
Niim. De ESTACION 1B (24.5m) ESTACION 2B (31.3m)
registro Veertical Paral. Perp. Veertical Paral. Perp.
1 25.85 10.04 10.14 10.05 5.38 7.38
2 27.40 10.06 10.53 10.08 5.50 745
Promedio 26.63 10.05 10.34 10.07 5.44 742
1Zx10“* 14x10'5
1 1.2
=08 = Vertical 1 = 1 = Vertical B
= — Paralelo <3 — Paralelo
’?:' ' = Perpendicular %':' 0.8 n — Perpendicular ||
306 N
) E s
(=) a
£ 04 £ J \
| N
0.2 A M 0.2 A
00 10 20 30 40 50 60 70 80 00 10 20 30 40 50 60 70 80
f [Hz] f[Hz]
PSD promedio estacién EIB PSD promedio de Ia estacion E2B

FIG. 5-11 - ESTIMADORES DE ACELERACIONES EN EL TERRENO, ESTACION GERLI - E1B Y E2B

03/11/12 - Estacion Gerli, Linea Roca - E3A
Aceleraciones RMS [107*g]
Nim. De Estacion 3A (30.3 m)
registro Vertical Paral. Perp.
1 8.28 6.59 6.37
2 8.04 6.36 6.25
3 6.37 4.63 4.67
4 7.00 4.82 4.9
Promedio 742 5.60 5.55
x10° x10°
4 4
35 35
3 3 |
= = Vertical = = Vertical
T 25 1 Paralelo — T 25 Paralelo 1
€ — Perpendicular %,,T — Perpendicular
S 2 S 2
E E
g1s 515 W \
o a
| TN
05 A 05 ,“w = -
0 ri = I it

o

10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 0 40 50 60 70 80
f[Hz] f[Hz]

PSD del registro 3 de Ia estacion E3A PSD promedio de Ia estacion E3A

FIG. 5-12 - ESTIMADORES DE ACELERACIONES EN EL TERRENO, ESTACION GERLI - E3A
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03/11/12 - Estacion Gerli, Linea Roca - E3B
Aceleraciones RMS [10™*g]
Nim. De Estacion 3B (35.8 m)
registro Vertical Paral. Perp.
1 11.65 9.42 9.69
2 1145 848 9.07
3 9.59 6.88 7.91
4 10.58 7.08 8.77
Promedio 10.85 7.97 8.86
14X 10° x10°
1.2 8
7
= 1 = Vertical ] =6 = Vertical |
5 Paralelo E Paralelo
i 08 Perpendicular || i 5 A Perpendicular —
E £ 4 )
= 0.6 =
2 A 3, n
o AL -9
0.4
: Uy
L VRN
0 A LI AT

o 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
f [Hz] f [Hz]
PSD del registro 1de Ia estacion E3B PSD promedio de la estacion E3B

FIG. 5-13 - ESTIMADORES DE ACELERACIONES EN EL TERRENO, ESTACION GERLI - E3B

Puede llamar la atencién el hecho de que las estaciones B de cada Estacion, registran magnitudes ma-
yores que sus correspondientes estaciones A, siendo que éstas dltimas estin mds cercanas a las vias. Esto se
debe posiblemente a las condiciones de circulacién que presenta la via B, que deben ser peores que para la otra.
La velocidad de los trenes que circulan por cada via no difiere demasiado, y tampoco es esperable que difiera el
peso de los vagones (aunque esto tampoco serfa determinante). Por lo que es légico suponer, que el espectro de
“rugosidad” de dicha via es sensiblemente mayor a la de la otra (asi se asumi6 al estimar los espectros tedricos).

La predominancia de las vibraciones verticales es clara en los registros, y esta en concordancia con lo
esperado a priori. Se ve que la mayor parte de la energfa se concentra entre los 10 y 30 Hz, para la componente
vertical, y el espectro estd un poco mas “desparramado” para las componentes horizontales. Por un lado, la
componente perpendicular exhibe un comportamiento similar a la vertical, aunque con un contenido de fre-
cuencias mayores menos amortiguado, y por otro, la componente paralela presenta un comportamiento con

claras diferencias, teniendo un espectro muy distribuido con algunos picos cerca de los 40 Hz.

5.2.2.1 ATENUACION DE L.AS ONDAS

Al igual que se hizo para el caso anterior, interesa obtener alguna medida del amortiguamiento de las
ondas en su propagacion en el terreno. Para eso, se comparan los valores RMS obtenidos a distintas distancias
de la fuente, en mediciones simultaneas. En la siguiente tabla se presentan los valores obtenidos en los regis-
tros:
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. . E1A 19.0 m X10° ACELERACION VERTICAL
Distancia a la via 16
E2A 25.8m
ARMS [%] “
RN Vertical Paral. Perp. 12 —— ESTACION 1A [ |
cg. um. <y —_— A
g [%] [%] [%] z, | ESTACION 24
1 47.53 70.14 58.66 :Q 08 I
2 43.11 76.90 65.48 é { \
9_) 0.6
3 46.62 71.85 64.84 Z IJ
Promedio 45.76 72.96 62.99 o4 M
o2 \ Vf Mg A, Wy
0 J ML A v\-ﬁﬂ
0 10 20 30 40 50 60 70 80
f [Hz]

FIG. 5-14 - ESTIMACION DEL AMORTIGUAMIENTO DE LAS ONDAS, TRENES E1A Y E2A

. . E1B 24.5m <10* ACELERACION VERTICAL
Distancia a la via 12
E2B 31.3 m
ARMS [%] 1
Reo. N Vertical Paral. Perp. —— ESTACION 1B
eg. Num. [%] [%] [%] g 0.8 h — ESTACION 2B [—
1 3888 | 7278 | 7351 T
2 36.79 70.75 74.06 g
a
Promedio 37.83 71.77 73.79 & 04 l
: { Nl
% 10 20 30 4 50 e 70 8

f[Hz]

FIG. 5-15 - ESTIMACION DEL AMORTIGUAMIENTO DE LAS ONDAS, TRENES E1B Y E2B

Se observa una atenuacion claramente menor para el caso de las componentes paralela y perpendicular
de las vibraciones. Esto contrasta claramente con los modelos analiticos propuestos, ya que la atenuacion de las
componentes vertical y hotizontal es similar. Una falencia de los modelos mecanicos vistos para representar el
suelo, es una razén posible para tal incongruencia, aunque también puede haber factores influyentes debido a la
anisotropia y heterogeneidad del suelo. Como se menciona en el Anexo 7, esto puede traducirse, en el modelo

simple utilizado, en un coeficiente de amortiguamiento distinto para la componente horizontal.

Como se dijo en un parrafo anterior, se estd ante una situacién sustancialmente diferente a la observada
en el caso del salto de personas. No solo porque las mediciones se encuentran en puntos relativamente cerca-
nos a la fuente, sino que ademas, la excitacion esta compuesta por un gran nimero de cargas actuando simulta-
neamente, y el espectro de la carga no se centra en una frecuencia aislada. Esto hace que la aplicacién de la
ecuacion [A7.1] para calibrar un coeficiente de amortiguamiento, no sea apropiada, y esto deba hacerse en base
a otras consideraciones (ver Anexo 7). De todas maneras, se puede observar a priori, que el amortiguamiento es
mucho mayor que en las vibraciones producidas por el salto de personas, lo que es razonable al tratarse de
frecuencias bastante mayores, y estratos de suelo mas blandos.

5.2.2.2 COMPARACION CON EL MODELO TEORICO

En la siguiente tabla se resumen los parametros adoptados para el modelo teérico. Los datos fueron se-
leccionados a partir de datos obtenidos de la empresa concesionaria del servicio de trenes, observaciones en el

lugar de medicién y estudios de suelos de la zona.
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TABLA 10 - PARAMETROS DEL MODELO ANALITICO, TRENES

Parametros mecanicos de un vagon!

Longitud entre ejes de boggies 18.6 m
Longitud entre ruedas (de un mismo boggie) 2.6 m
Loungitud total del vagon 24.8 m
Altura del vagon 21m
Masa del vagon 36000 kg
Masa del boggie 3000 kg
Masa del sistema de rueda 500 kg
Rigidez vertical vagdn/boggie 3.08 MN/m
Coef de amortiguamiento vagon/boggie 0.065
Rigidez vertical boggie/rueda 7.21 MN/m
Coef. de amortiguamiento boggie/rueda 0.03

Parametros mecanicos de la via

Perfil de rugosidad

Nivel 1 (Hussein)

Mddulo de elasticidad longitudinal del riel

210 GPa

Momeanto de inercia del tiel 1500 cm*
Atea de Ia seccion del riel 140 cm?
Densidad del matertial del riel 7850 kg/m3
Coeficiente de balasto vertical 10.8 MN/m?
Coef. de amortiguamiento del balasto 0.2
Parametros del tren

Niimero de vagones 7
Separacion entre vagones 0.7 m
Velocidad 15m/s
Parametros del suelo?

Densidad del suelo 1900 kg/m3
Médulo transvetsal G 50 MPa
Médulo de Poisson 0.45
Modelo mecinico Voigt hysteretic
Coeficiente de amortiguamiento Variable

107

Las consideraciones para la determinacién de los parametros del suelo pueden verse en el tercer capitu-

lo y en el Anexo 7. A distancias mayores de la fuente, se tiene un coeficiente amortiguamiento menor, lo que es

verificado al comparar el modelo analitico con las mediciones hechas. Se adopta un coeficiente de amortigua-

miento de 0.30 para las estaciones a menos de 20 m de la via (Estacion 1A), 0.30 para las estaciones entre 20 y

35 m (Estaciones 1B, 2A, 2B y 3A), y 0.22 para la Estacién 3B. Se usa el mismo coeficiente para las 3 compo-

nentes de las vibraciones.

A continuacion se compara el modelo analitico de las vibraciones debidas al paso de trenes (la compo-

nente dinamica), con las mediciones realizadas en las distintas estaciones, para algunos de los registros.

1 Los parametros geémetricos y de rigideces de los sistemas de suspension fueron provistos por la concesionaria de los

trenes U.G.O.F.E. Linea Roca.

2 Ver el capitulo 3y 0
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Estacion 1A - RMS [10-4g]
R Vertical Perpendicular Paralelo A
c8- . . . . . . [70]
Tedtrico Medido Tedtrico Medido Tedtrico Medido
promedio |  14.90 15.83 757 | 688 | 410 7.96 215
<107 ACELERACION VERTICAL <10° ACELERACION PARALELA «10° ACELERACION PERPENDICULAR
1.6 4 T T T
= Medido
14 35 - Tedrico [ | 6
12 —— Medido || 3 5 —— Medido [—
g L = Tedrico i 25 i = Tedrico
— —~ —~ 4
kA 3 3
S 08 S 2 S
E E E 3
06 o 15 =~
2 2 2,
0.4 1
0.2 0.5 1
0 20 [ 2 0 e e 0 3
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
f[Hz) £ [Hz] f[Hz)

FIG. 5-16 - COMPARACION MODELO ANALITICO Y MEDICIONES, TRENES E1A

Estacion 2A - RMS [10-4g]
R Vertical Perpendicular Paralelo A %7
€s8- . . . . . . [70]
Teotico Medido Teotico Medido Teotico Medido -
promedio 5.69 7.21 2.98 5.00 1.36 4.28 43.2
L10° ACELERACION VERTICAL <107 ACELERACION PARALELA «10° ACELERACION PERPENDICULAR
7 - - - 16
= Medido
4 6 Te(')rico — 14
3.5
— Medido 5 | 12
E 3 - “Tebrico [— E E )
S~ S~ S~
3 3 3
o o o
E 2 £, E
a 15 &, 1 &
1 An h .
o5 1 \W 0.2 \m
ol .. 0 = 0 l/ edem, Nu“*
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
f [Hz] f[Hz] f[Hz]

FIG. 5-17 - COMPARACION MODELO ANALITICO Y MEDICIONES, TRENES E2A
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Estacion 3A - RMS [10-g]
R Vertical Perpendicular Paralelo A
eg. ) ) ) ) ) ) %]
Teotico Medido Teotico Medido Teotico Medido
promedio 6.00 743 318 | 555 | 135 5.60 46.0
Y10° ACELERACION VERTICAL “10° ACELERACION PARALELA «10° ACELERACION PERPENDICULAR
6 14 T T T 1.4
= Medido l '
5 1.2
: = Medido 1 A 1 — Medido | |
E - Tedrico — E E - Tebrico
S~ S~ S~
) F 08 F 08
2 2 2
o~ o~ o~
§ é 06 § 06
a a a
z z Z 1
0.4 0.4 |
02 ‘«1 ﬂ./\» 02 \u{ AWJ
- “""‘ e B Sater.
0 10 20 30 40 50 60 70 80 00 10 20 30 40 50 60 70 80 00 50 60 70 80
f[Hz] f[Hz]

FIG. 5-18 - COMPARACION MODELO ANALITICO Y MEDICIONES, TRENES E3A

Estacion 1B - RMS [10-g]
R Vertical Perpendicular Paralelo A %7
€g- y . . . y . [70]
Tedtico Medido Tedtico Medido Tedtico Medido ’
promedio 24.1 26.63 1261 | 1035 | 594 10.07 24.1
«10®  ACELERACION VERTICAL «10°  ACELERACION PARALELA «10° ACELERACION PERPENDICULAR
12 7 I I I 2
Medido 18
1 6 o Tedrico —
1.6
— Medido 5 14 — Medido | |
E 0.8 Tebrico [— E E ’ Tebrico
= = \ S12
3 3 3
S 06 & i St
g ERRRR 1N g
9’ a ié a 0.8
o 0.4 A a 06
04—
0.2
0.2
00 - 10 20 30 40 7»50 60 70 80 0 iO 20 30 40 50 = 60 70 80 00 = 10 20 30 40 50 60 70 80
£ [Hz] f [Hz] f [Hz]

FIG. 5-19 - - COMPARACION MODELO ANALITICO Y MEDICIONES, TRENES E1B
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Estacion 2B - RMS [10-%¢]
R Vertical Perpendicular Paralelo N
€g. . . . . . . [70]
8 Teotico Medido Teotico Medido Teotico Medido
promedio |  10.73 10.07 szt | 742 ] 239 5.44 243
<10° ACELERACION VERTICAL <10° ACELERACION PARALELA «10° ACELERACION PERPENDICULAR
14 16 T T T
Medido
12 14— - Tebrico *
3.5
1 = Medido | | 12 = Medido
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08 3 3 25
N S 08 | &
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FIG. 5-20 - COMPARACION MODELO ANALITICO Y MEDICIONES, TRENES E2B
Estacion 3B - RMS [10-4g]
R Vertical Perpendicular Paralelo N
€g. . . . . . . [70]
8 Teotico Medido Teotico Medido Teotico Medido
promedio | 1036 10.85 554 | 885 | 222 7.97 38.0
<107 ACELERACION VERTICAL “10° ACELERACION PARALELA «10° ACELERACION PERPENDICULAR
1 T T T
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25 eorico
08 35
07 —Medido | | = Medido
F: g . - Tebrico E‘ 2 E 3 Tedrico
X 06 = £
3 3 3 25
S 05 S 15 &
E £ E 2
— 0.4 — =
2 2 2
03 et & 18
0.2 s \\ A 1 N“
0.1 “"N 0.5 \J \W'
o N o : o S o
60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
f[Hz] f [Hz] f[Hz]

FIG. 5-21 - COMPARACION MODELO ANALITICO Y MEDICIONES, TRENES E3B

En las comparaciones hechas con el modelo tedrico, se observa un razonable ajuste del modelo con la
componente vertical de las vibraciones. Estas se concentran mayormente entre los 10 y 30 Hz. Sin embargo,
éste comportamiento no es observado en los registros de las componentes horizontales, y se ven claras diferen-
cias entre el espectro tedrico y el medido. Estas diferencias no son sélo de magnitud, lo que puede responder al
uso de un mismo factor de amortiguamiento que para la componente vertical, sino también de forma del espec-
tro; en los registros medidos se observan componentes en frecuencias mayores que el rango esperable por el
modelo analitico. Esto se da principalmente en la componente paralela a las vias, mientras que la componente

perpendicular presenta un comportamiento similar a la vertical, con mas congruencia con el modelo tedrico.

Para las componentes horizontales, el espectro tedrico se ajusta mejor en el rango de frecuencias me-
dias (10 a 20 Hz), pero no puede ajustarse al comportamiento observado para frecuencias mayores. Las razones
pueden deberse a que los efectos de la no estacionalidad de las cargas (es decir, de que las cargas se estin mo-
viendo de hecho) tienen mas influencia en dicha componente. También podria considerarse que la accién que
el tren transmite al terreno no es completamente vertical, existen fuerzas en el plano del terreno que no pueden
ser despreciadas. En particular, es importante el hecho de que el tren se encontraba frenando o acelerando, lo
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que origina fuerzas longitudinales a la via. Ademas hay que considerar posibles efectos de falta de alineacién de
los rieles también, lo que puede originar esfuerzos horizontales.

5.2.3 ACCION DE VEHICULOS SOBRE CARRETERAS

Se midi6 la accién del trafico en la generacién de vibraciones, en una tipica avenida urbana. Las medi-
ciones fueron hechas a distancias cercanas a la calle, con dos acelerometros simultineamente, para medir la
atenuacion de la amplitud de las ondas. En primer lugar se midieron las vibraciones en las adyacencias de la
Avenida Figueroa Alcorta, a la altura de los bosques de Palermo, donde se pudo observar un trafico fluido,
compuesto mayoritariamente por autos y camionetas pequefias. Los niveles de vibraciones observados eran de
baja magnitud, con lo que las mediciones se hicieron lo mas cerca posible de la calle. Esto contrasta con el mo-
delo propuesto de ondas de Rayleigh, que son mas predominantes a mayores distancias de la fuente de vibra-

cién. Sin embargo, se verd que ciertas caracteristicas del modelo siguen siendo validas.

En una segunda jornada, se tomaron mediciones en Av. Madero, donde hay una gran cantidad de tran-
sito pesado. Esto permiti6 alejarse a mayores distancias desde el paso de los vehiculos para tomar los registros.
Se tomaron registros simultaneos en puntos separados 4.8 m y 9 m. Los espectros medidos fueron filtrados
para eliminar las frecuencias por debajo de 1 Hz y por encima de los 45 Hz.

Aceleracion vertical [g]

E1-E1B® —

E2°

E3°

FIG. 5-23 - ESQUEMA DE POSICIONAMIENTO DE ESTACIONES DE MEDICION

A continuacién se presentan distintos registros tomados en ambas jornadas:



112 Ensayos experimentales
26/10/12 - Av. Madero - E1 Y E2
Aceleraciones RMS [107*g]
Num. De Estacion 1 (11.1 m) Estacion 2 (15.9 m)
registro Vertical Paral. Perp. Vertical Paral. Perp.
1 9.17 5.21 6.07 6.72 4.29 6.17
2 7.01 3.95 4.64 5.55 3.19 4.53
3 9.49 5.87 7.00 7.33 4.44 6.43
4 7.41 4.08 4.48 5.92 3.18 4.56
5 6.34 3.11 4.03 4.78 2.75 4.01
6 8.84 4.57 5.89 6.19 3.47 5.31
x10° x10°
6 6
5 5
=4 A,\'p \ Vertical _— =4 Vertical -
I \ Perpendicular T Perpendicular
3 Paralelo 3 Paralelo
83 S 3 A
E E
- | - I\
a2 \‘ a2
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0 J S‘E 0 J =
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PSD de registro 2 de la estacion E1

PSD de registro 2 de la estaciéon E2

FIG. 5-24 - ESTIMADORES DE ACELERACIONES EN EL TERRENO, TRAFICO VEHICULAR E1Y E2

26/10/12 - Av. Madero - E1 yE3
Aceleraciones RMS [107*g]
Num. De Estacion 1 (11.1 m) Estacion 3 (20.1 m)

registro Vertical Paral. Perp. Vertical Paral. Perp.
1 9.33 5.35 6.32 591 3.55 5.17
2 8.13 4.23 513 5.19 2.85 4.43
3 7.81 3.90 4.75 5.14 2.80 4.24
4 8.25 4.42 5.35 5.35 3.29 4.42
5 9.24 4.70 5.79 6.04 3.31 4.79
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FIG. 5-25 - ESTIMADORES DE ACELERACIONES EN EL TERRENO, TRAFICO VEHICULAR E1Y E3
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En este caso no se obtuvieron los espectros promedio, debido a que cada registro era producto de la
excitacion de diferentes vehiculos con propiedades sensiblemente diferentes, por lo que promedio el espectro
estarfa, de alguna manera, sesgando los resultados. Parece mas representativo presentar los registros indivi-

dualmente.

En las mediciones realizadas en la Av. Figueroa Alcorta de un transito compuesto de autos y camione-
tas livianas, se observan bajos niveles de vibraciones, en el orden de magnitud del ruido de fondo, y para dis-
tancias muy préximas a la calle. No obstante, es ilustrativo comparar los valores obtenidos, con el de las medi-
ciones en Av. Madero, para evidenciar la diferencia de magnitud. Si bien, no se trata de la misma calle, el estado

de ambas es similar.

14/09/12 - Av. Figueroa Alcorta
Aceleraciones RMS [107*g]
Num. De Estacion 1 (12.6 m)
registro Vertical Paral. Perp.
1 2.83 2.22 2.40
2 1.78 1.37 1.67
18 x10° Av. Figueroa Alcorta - Registro 2 . x10° Aceleraciones verticales
1.6
5 o
14 /‘ Av. Madero
Av. Alcorta
~ 12 — Vertical <4 FNAY; \ e
<y Perpendicular =
%l:' 1 Paralelo 1 'fl:' 11.1m
~ ~
~ ~ 3
5 I\ = “
£ 06 22
\l 12.6
v NIRAY
1
0.2 V—{CARA {\/ \ \\,\
0 0 ) .V{ SN — S S
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

f [Hz] f[Hz]

Comparacién de registro de automoviles (Av. Figueroa Alcorta) y registro de camiones (Av. Madero)

FIG. 5-26 - ESTIMADORES DE ACELERACIONES EN EL TERRENO, TRAFICO VEHICULAR, AV. ALCORTA

En los graficos se ve el contenido de frecuencia de los espectros medidos, que se concentra en el rango
10~20Hz, y es coincidente con la frecuencia natural del sistema de ejes y rueda del vehiculo (Wheel-hop sys-
tem). Esto se corresponde cualitativamente con el espectro obtenido analiticamente en el capitulo antetior, y se
verifica la poca incidencia de la frecuencia natural de la suspension del cuerpo del vehiculo (body-bounce sys-
tem) en las vibraciones transmitidas al terreno. Los distintos picos que se ven en los espectros, se deben a la
diferencia en los sistemas mecanicos de los distintos vehiculos, y su incidencia relativa en el espectro total. Es
decir, no todos los vehiculos tienen sistemas mecanicos idénticos, y por lo tanto, no tienen mismas frecuencias
naturales. De hecho, puede verse que el espectro obtenido de las mediciones en Av. Alcorta presenta un solo
pico, producto de una distribucién de vehiculos mucho mas homogénea (sélo vehiculos familiares y camioneta
pequefias). Ademas se observa la predominancia de las vibraciones verticales, por sobre las componentes hori-
zontales, siendo la componente paralela a la direccién de circulacién de los vehiculos la menor de las 3, como
predice el modelo analitico propuesto.

Por dltimo, haciendo mencién del efecto de filtro de base que se observé en los registros de trenes, se
ve aqui que el espectro es mas “suave”, hecho que va de la mano con la hipétesis del modelo de considerar

vehiculos con un solo eje y despreciar el efecto de filtro mencionado.
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5.2.3.1 ATENUACION DE 1.AS ONDAS

Al igual que se hizo para los casos anteriores, interesa obtener alguna medida del amortiguamiento de
las ondas en su propagacion en el terreno. Para eso, se comparan los valores RMS obtenidos a distintas distan-
cias de la fuente, en mediciones simultineas. Este fenémenos, tiene muchas similitudes con el tren, por lo que

las consideraciones respecto de los coeficientes de amortiguamiento, y su calibracion, son analogas.

En la siguiente tabla se presentan los valores obtenidos en los registros:

El1 11.1m x10° Av. Madero - Registro 2
Distancia a la avenida 6
E2 159 m
ARMS [%] 5
Vertical Paral. Perp. \ Estacion 1
Reg. Num. _ A — Estacién 2
[%] [%] [%] N4 v
1 73.28 82.34 101.65 = r A \
2 79.17 80.76 97.63 g3 \
3 77.24 75.64 91.86 2, /\
=9
4 79.89 77.94 101.79 \LO\
5 75.39 88.42 99.50 . \/
6 70.02 75.93 90.15 ) \W
Promedio 75.83 80.17 97.10 0 —
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
f[Hz]

FIG. 5-27 - ESTIMACION DEL AMORTIGUAMIENTO DE LAS ONDAS, TRAFICO VEHICULAR E1Y E2

. . . E1l 11.1m x10° Av. Madero - Registro 5
Distancia a la avenida 1.4
E3 20.1 m
ARMS [%] 12
Vertical Paral. Perp. — Estacién 1
Reg. Num. 1 — Estacion 3 [
[%] [%] [%] =
1 63.34 66.36 81.80 < 08
2 63.84 67.38 86.35 g
= 0.6
3 65.81 71.79 89.26 a MI\
[=9)
4 64.85 74.43 82.62 0.4 AR
5 65.37 70.43 82.73 / /\ A
, 0.2 24
Promedio 64.64 70.08 84.55 JV/J \‘t"\_,
00 5 10 15 20 25 30 35 40 45
f [Hz]

FIG. 5-28 - ESTIMACION DEL AMORTIGUAMIENTO DE LAS ONDAS, TRAFICO VEHICULAR E1Y E3

Se observan atenuaciones similares para las componentes vertical y paralela, y un decaimiento sustan-
cialmente menor para la componente perpendiculatr. Esto estd en linea con lo obtenido para los trenes. En este

caso, se ve una diferencia un poco mayor incluso para la componente paralela.

5.2.3.2 COMPARACION CON EL MODELO TEORICO

En la siguiente tabla se resumen los parametros adoptados para el modelo teérico. Los datos fueron se-
leccionados a partir de las observaciones hechas en los lugares de medicién (en este caso Av. Madero) y estu-
dios de suelos de la zona. En el modelo, el trafico sera modelado en un solo carril, aunque la Avenida donde se
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realizaron las mediciones constara de 3 carriles!. Debido a esto, el espaciamiento que consideraremos sera re-

ducido, incluso por debajo de un espaciamiento fisicamente posible para un solo carril.

TABLA 11 - PARAMETROS DEL MODELO ANALITICO, VEHICULOS SOBRE CARRETERAS

Parametros del vehiculo tipo

Masa Variable
Relacion de masas 0.15
Frecuencia natutal sistema body-bounce 1.6Hz
Coeficiente de amott. sistema body-bounce 0.06
Frecuencia natural sistema Wheel-hop 10~13 Hz
Coeficiente de amort. sistema Wheel-hop 0.3
Parametros del trafico

Nivel de rugosidad de carretera (ISO 8606) 3 (NORMAL)
Desvio estindar del espaciamiento 4m
Velocidad 11m/s
Desvio estindar de la velocidad 3m/s
Parametros del suelo?

Densidad del suelo 1900 kg/m3
Modulo transvetsal G 40 MPa
Médulo de Poisson 0.45

Modelo mecinico Voigt hysteretic
Coeficiente de amortiguamiento Variable

La masa del vehiculo equivalente variard con cada medicién tomada aunque en general se asume un
trafico de unos 12 vehiculos en cada registro, de los cuales, entre 3 y 5 correspondfan a colectivos y camiones,
mientras que los demds vehiculos eran autos y camionetas (basado en las observaciones en el lugar de medi-
cién). De la misma manera, se tomaron propiedades mecanicas para el vehiculo tipo que estuvieran cerca de la
media para colectivos y camiones, aunque se consider6 una frecuencia del sistema Wheel-hop variable (se ve
mas adelante, que ésta es la frecuencia predominante en el espectro), dependiendo del registro analizado. En
cuanto a las condiciones de rugosidad de la carretera, se asumi6 un nivel de rugosidad normal, de acuerdo a la
clasificacion de la ISO 8606. Se adopta un coeficiente de amortiguamiento de 0.6 para la Estacién 1, 0.4 para la
Estacion 2 y 0.35 para la Estacion 3.

A continuacién se compara el modelo analitico del trafico vehicular, con las mediciones realizadas en

las distintas estaciones, para algunos de los registros.

1 Esto podria hacer suponer que el hecho de considerar una correlacion estadistica en las excitaciones de los vehiculos

puede no ser adecuada en este caso. Sin embargo, su efecto no es de relevancia.

2 Ver el capitulo 3 y Anexo 7.
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Estacion 1
Espaciamiento RMS vert. [10°g] RMS perp. [104g]
Reg. M: . [k, . AT
& asaeq- [ke]  romedio [m] Tabrico Medido Tebrico Medids 7
7 17000 6 9.72 9.17 5.21 6.07 10.1
2 15000 8 7.49 7.01 4.06 4.64 9.7
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Comparacion de los tegistros 1y 2 entre los valores medidos y el espectro tedtico, para las componentes verti-

cal y petpendicular de las vibraciones.
FIG. 5-29 - COMPARACION MODELO ANALITICO Y MEDICIONES, TRAFICO VEHICULAR E1

Estacion 2
Re Masa eq. [kg] Espaciamiento RMS vert. [10-g] RMS perp. [104g] N
. . . S . <. . Y,
e 41581 promedio [m] | Tuirico Medido Tedrico Medido
1 17000 6 7.44 6.72 3.96 6.17 23.3
2 15000 8 5.69 5.55 3.03 4.53 17.8
x10° REGISTRO 1 10 REGISTRO 2
5 - 3 ‘
w4 : = E \‘
jes) H . =S :
5 3 Vertical medido 5 2 5 Vertical medido
2 3 £ o Vertical tedrico 1 2 £ ronn Vertical tedrico
E Perpendicular medido E s Perpendicular medido
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Comparacion de los tegistros 1y 2 entre los valores medidos y el espectro tedtico, para las componentes verti-

cal y petpendicular de las vibraciones.

FIG. 5-30 - COMPARACION MODELO ANALITICO Y MEDICIONES, TRAFICO VEHICULAR E2
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Estacion 1B
Re Masa eq. [kg] Espaciamiento RMS vert. [10-g] RMS petp. [107g] N
2 : . L : L . 0,
8 7 158, promedio [m] Tedrico Medido Tedrico Medido
2 17000 6 9.72 8.13 522 5.13 10.7
5 17000 8 11.16 9.24 6.06 5.79 12.7
10 REGISTRO 2 10° REGISTRO 5
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Comparacion de los registros 2y 5 entre los valores medidos y el espectro tedtico, para las componentes verti-

cal y perpendicular de las vibraciones.

FIG. 5-31 - COMPARACION MODELO ANALITICO Y MEDICIONES, TRAFICO VEHICULAR E1B

Estacion 3
Re Masa eq. [kg] Espaciamiento RMS vert. [104g] RMS perp. [104g] A 2
. . 3 S . v . . Y,
8 7 158, promedio [m] Tedrico Medido Tedrico Medido
2 17000 6 557 5.19 2.95 4.43 204
5 17000 8 6.18 6.04 3.30 4.79 16.7
Jo X 10° REGISTRO 2 X 10° REGISTRO 5
3 & " ;
2.5 . Z
S £ h \ N 4 5
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5 2 Al Vertical medido 5 K Vertical medido
2 E| 3 rrn Vertical tedrico 2 3 HI1AN rin Vertical tedrico
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E ) H A 1o Perpendicular tedrico E H ! 1o Perpendicular tedrico
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. : KR '.“"““' o ; . . 3, ey Ao, :m }m
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
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Comparacion de los registros 2y 5 entre los valores medidos y el espectro tedtico, para las componentes verti-

cal y perpendicular de las vibraciones.
FIG. 5-32 - COMPARACION MODELO ANALITICO Y MEDICIONES, TRAFICO VEHICULAR E3

La componente paralela no fue graficada en las figuras anteriores. Se trata de la componente de menor
magnitud (tanto en las mediciones como en el modelo), aunque el modelo analitico ofrece un espectro mucho
menor que los medidos para dicha componente (con errores mucho mayores que para las otras). Este problema
también se vio para el caso de los trenes, y bien puede responder a un defecto del modelo en no poder repre-

sentar acciones en la direccion del movimiento de los vehiculos, que sf tienen lugar en la practica.
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En primer lugar, en todos los registros medidos pueden observarse distintos picos, correspondientes a
distintos sistemas mecanicos de los vehiculos que circulan. Esto no se puede ver en el modelo analitico, puesto
que se propone un flujo de vehiculos idénticos. Sin embargo, se ve una buena estimacién del espectro teérico
en términos de frecuencias predominantes del mismo (ya vimos que dicha frecuencia no varfa demasiado con
los tipos de vehiculos). Por otro lado, existe la dificultad para estimar los parametros del flujo vehicular, ya que
éstos solo fueron propuestos en base a tablas genéricas de modelos mecanicos, y en base a la observacién in
situ del flujo vehicular. Mas alld de estas incertidumbres, y las propias de los parametros del suelo, se ve que

pueden ajustarse razonablemente los espectros medidos con las curvas tedricas.

Como se dijo anteriormente, el amortiguamiento fue ajustado en funcién de los registros observados, y
fue puesto en evidencia la disminucién del mismo con el alejamiento respecto de la fuente. Si se hubiese utili-
zado un coeficiente de amortiguamiento uniforme, se habria sobrestimado mucho los valores medidos en las

fuentes mds cercanas, o simétricamente, se hubiese subestimado los de fuentes mas alejadas.

En términos generales, el modelo teérico predice una relacién entre vibraciones verticales y horizonta-
les mayor a la que se observa en las mediciones, y que se acentia mas en las estaciones 2 y 3 que se encuentran
mas alejadas de la fuente de excitacién. Esto se deduce de los graficos de los espectros en Fig. 5-30 y Fig. 5-32,
donde hay una buena aproximacién de la magnitud del espectro de vibraciones verticales, y el espectro de vi-
braciones perpendiculares se encuentra bastante por debajo del medido!. Esto va de la mano también, de una
subestimacion del espectro de vibraciones paralelas al eje de la carretera. Para corregir esto, podria eventual-
mente, utilizarse distintos factores de amortiguamiento para cada componente, cosa que se deduce del inciso

anterior (y que fue seflalado en los casos de estudio previos).

1 Esto esta en linea con las mediciones del decaimiento de las ondas, donde se observé una menor atenuacién para la

componente perpendicular.
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6 RESUMEN, CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

6.1 RESUMEN

Como se dijo en la introduccion, el estudio de la propagacion de ondas en el terreno implica el analisis
riguroso, tanto del medio en el que se propagan las ondas, como de la accién que las genera. Ninguna de las
dos componentes debe estar por encima de la otra, y son, en todo caso, partes complementarias del problema.

El problema de Lamb, originalmente resuelto en 1904, fue revisado de manera exhaustiva utilizando el
método de las transformadas integrales y la teoria de funciones complejas, llegando de una manera directa y
elegante a las expresiones para las ondas de Rayleigh y las ondas P y S (aunque no en formas explicitas estas
ultimas). La solucién para una carga vertical y armoénica consta de un tren de ondas periddicas (compuesto por
el aporte conjunto de las ondas de Rayleigh, P y S) que se propaga alejandose de la fuente y disminuyendo en
amplitud, producto del “amortiguamiento por radiacién”. Solo se considerd la contribucion de las ondas super-
ficiales de Rayleigh, ya que son las que se llevan la mayor parte de la energia y se amortiguan mucho mas lento
que las otras. La velocidad de propagacién es, en este caso, una propiedad intrinseca del suelo (es funcién de
los parametros elasticos del suelo). La amplitud de las ondas es creciente con la frecuencia de excitacion aunque

el amortiguamiento sea algo mayor para el caso de frecuencias mas altas.

Se introdujo a continuacién, un modelo constitutivo viscoelastico lineal. Las ecuaciones que gobiernan
el problema en régimen permanente no cambiaron sustancialmente del problema elastico, y la tnica diferencia
radicé en que los parametros mecanicos del suelo eran entonces, nimeros complejos y, en un caso general,
dependientes de la frecuencia. Si bien la forma de la solucién es analoga al problema original de Lamb, las cons-
tantes complejas introducen en la solucion, una atenuacién de la amplitud de las ondas por el efecto de disipa-
ci6én de energia del material. Se observé un comportamiento muy similar para los dos modelos simples de Voigt
y Maxwell en régimen permanente, y algunas diferencias cuando se consideré un amortiguamiento histerético,
principalmente en la relacion entre el amortiguamiento y frecuencia de la onda. Otra de las consecuencias debi-
das al modelo viscoelastico es la dependencia de la velocidad de propagacién de las ondas con la frecuencia de
excitacion. Es decir, ya no es una propiedad intrinseca del material, sino que depende de la frecuencia de las
cargas, lo que introduce al fenémeno de dispersién de las ondas. En cualquiera de estos modelos simples se
necesitan dos constantes para definir el comportamiento viscoso (una para cada constante eldstica), que por
simplicidad se tomaron de idéntico valor.

El suelo, como material, dista mucho de ser homogéneo, isétropo y viscoelastico lineal. De manera
amplia, el suelo puede definirse como un material particulado, compuesto por un esqueleto de particulas soli-
das, con una fase fluido-gaseosa entre medio. Por ello, en el tercer capitulo del trabajo, se realiz6 una breve
descripcién de algunos conceptos generales del comportamiento dinamico del suelo, y como este puede ser
modelizado a través de las hipotesis simplificativas mencionadas. En general, estas hipotesis simplificativas
introducen ciertos aspectos a considerar a la hora de determinar los parametros elasticos y viscosos para el
modelo elegido. En cuanto a los primeros, deben tener en cuenta la distribucién de distintos estratos con apti-
tudes mecanicas diferentes, por lo que se promedian las constantes elasticas hasta una determinada profundi-
dad, teniendo en cuenta la profundidad de influencia de las ondas superficiales. En cuanto al modelo viscoso,
se determiné utilizar un modelo de Voigt histerético por razones de simplicidad analitica, aunque quedd en
claro que no hay uno de estos modelos simples que se pueda adaptar a distintos tipos de suelos (arenas secas y
arcillas por ejemplo), y cada caso debe analizarse por separado. De todas maneras, en régimen permanente la
utilizacién de uno u otro de los modelos simples no implica grandes diferencias en los resultados.
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Una vez definido y analizado el modelo analitico para evaluar el comportamiento dinamico del suelo
ante excitaciones armonicas, tuve que definirse los modelos a utilizar para representar las cargas que solicitan al
terreno. En el cuarto capitulo se dieron las pautas generales para modelizar las distintas acciones dentro del
marco de la teorfa espectral de los procesos aleatorios y deterministicos. Se plantearon modelos analiticos para
representar la accion del salto coordinado de personas, vehiculos sobre rieles, vehiculos sobre carreteras y ma-
quinas vibratorias. Se hizo énfasis en la obtencion de los espectros de energia o potencia de las cargas actuan-
tes, asi como también los espectros de la respuesta del suelo en un punto cualquiera de su supetficie. Es de
destacar la gran cantidad de parametros que gobiernan los modelos, especialmente en los de trafico vehicular y
trenes. Muchas veces es imposible determinar con precisién muchos de estos parametros, y deben ser estima-
dos en base a otros modelos, o bien de manera subjetiva. Es por eso importante poder determinar cudles son
los factores que mas influyen en la respuesta para poder centrar el estudio en ellos.

El salto coordinado de personas fue modelado como un proceso deterministico, pero que tiene en
cuenta la aleatoriedad de la carga transmitida al terreno. Esta acciéon fue modelada como una carga puntual y
periddica, caracterizada por las amplitudes de los arménicos fundamentales que se encuentran en el rango entre
los 2 y 3 Hz. Los modelos de vehiculos sobre rieles y sobre carreteras tuvieron muchos puntos en comin, y
fueron conceptualmente analogos. En ambos se despreci6 el efecto dinamico sobre el suelo, debido el despla-
zamiento de la carga, aunque la carga transmitida fuera producto justamente de irregularidades en la traslacion
de las mismas. De esta manera, fue despreciada la componente cuasi-estatica de la carga, y se tomé considera-
cién tnicamente de la componente dinamica. En el caso de los trenes, se model6 la interaccion entre vagoén y
sistema de vias, a través de un modelo de cuerpo rigido de 10 GL para el vagén, y una viga sobre solera vis-
coelastica para el sistema de vias. El trafico catretero en cambio, fue modelado como una sucesion uniforme-
mente espaciada de cargas moviéndose a velocidad constante. Se definié un modelo mecanico uniaxial de 2 GL
para el vehiculo, cuyas propiedades mecanicas y velocidad de circulaciéon fueron determinadas segiin métodos
probabilisticos para contemplar los distintos tipos de vehiculos que se suceden en el trafico, y se desprecio la
influencia de la carpeta de rodamiento. La Gltima accién modelizada fue la de las maquinas vibratorias. Se anali-
z6 un modelo simple de un cuerpo rigido sustentado por un sistema resorte-amortiguador que simula la inter-
accion entre el suelo y la base de fundacion. El nicleo del problema se centra en la determinacion de las cons-
tantes para el sistema resorte-amortiguador, que depende entre otros factores, de la forma en planta de la base y

de la frecuencia de excitacion.

Por ultimo, se realizaron mediciones experimentales de los fenémenos. Las mismas fueron llevadas a
cabo utilizando acelerémetros provistos por el Laboratorio de Dinamica de Estructuras. Se estudi6 la impor-
tancia que tiene un correcto procesamiento de las mediciones realizadas para poder obtener resultados relevan-
tes y analizables analiticamente. Se centré el analisis de los resultados en los espectros de potencia de las acele-
raciones medidas y en la estimacién de la atenuacion de las ondas mediante mediciones simultaneas, para su
posterior comparacién con los modelos tedricos. Se obtuve de cada registro representativo obtenido, el espec-
tro de potencia (PSD) y se lo comparé con los espectros obtenidos en el cuarto capitulo. Lo mismo se hizo
para la atenuacién, donde se tomé como parametro representativo de la misma, la relaciéon entre los valores
RMS de las aceleraciones en dos puntos situados a distintas distancias de la fuente de excitacion.

6.2 CONCLUSIONES

A partir de lo estudiado en el presente trabajo a lo largo de los anteriores cinco capitulos, pueden des-
tacarse ciertas conclusiones en lo que hace al analisis de la propagacién de ondas periddicas en un medio vis-
coelastico lineal. El analisis se centra en los modelos analiticos utilizados, y en las hipdtesis que los mismos
suponen, para poder comprender cuales son las limitaciones y alcances de dichos modelos simples. A continua-

cion se detallan las principales conclusiones del presente trabajo:
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Dentro de los modelos mecanicos basicos de la viscoelasticidad lineal (modelo de Voigt, Maxwell, con
o sin hysteretic damping), la utilizacién de cualquiera de ellos no tendra una influencia sustancial en las
soluciones obtenidas en régimen permanente, y para los relativamente bajos niveles de amortiguamien-
to presentes en el suelo. Esto es valido en los estudios aqui realizados que se centran en la obtencion
de los espectros de respuesta, y no tanto en otros aspectos como la dispersion de las ondas, tiempo de
llegada y forma del pulso, que serfan mucho mas sensibles a la elecciéon de uno u otro modelo. Es por
eso que no es determinante la eleccion de uno u otro de estos modelos, sobre todo cuando la
informacion acerca del suelo y/o estudios previos similares a las condiciones reales, son esca-
sos. Otro tema distinto, serfa la consideracion de modelos viscoelasticos mas complejos y que involu-

cran un mayor numero de constantes a determinar, con la mayor complicacion que esto implica.

Hs interesante obtener conclusiones acerca de los alcances de los modelos teéricos planteados para re-
presentar la propagaciéon de ondas en el terreno en base a las mediciones hechas. Principalmente, se
tienen 3 hipétesis para el modelo analitico empleado en este trabajo: sélido semi-infinito homogéneo e
isétropo, consideracion unicamente de las ondas de Rayleigh, y un modelo constitutivo viscoelastico li-
neal simple. Cada una de ellas implica simplificaciones respecto del comportamiento real del suelo, y
por ello, la utilizacién de dichas hipétesis simplificativas requiere de ciertas consideraciones para adap-
tar el modelo simplificado a las observaciones reales.

La primera de ellas (el suelo es en realidad anisétropo) requiere la consideracion de un coeficiente
de amortiguamiento mayor al esperado por solo efectos de disipacién propios del material, y
la ponderacion de las propiedades mecanicas de los distintos estratos de suelo. Esto implica
que no puede obtenerse un valor para el coeficiente a partir de ensayos en laboratorio, de muestras in-
dividuales del suelo.

Puede llamar la atencion, sin embargo, la utilizacién de coeficientes de amortiguamiento distintos para
modelar el mismo fenémeno, en el mismo suelo, y bajo las mismas condiciones de excitaciéon, como se
hizo en el caso del trafico vehicular y los trenes. Aqui se ven claramente las limitaciones de la segunda y
tercera hipotesis: un solo parametro viscoso no alcanza para representar adecuadamente la ate-
nuacion de las ondas que se miden en la practica, por lo menos, a cortas distancias de la fuen-
te de excitacion. En efecto, se sabe claramente que las ondas de Rayleigh adquieren mayor predomi-
nancia para distancias alejadas de la fuente, por lo que es esperable encontrar efectos que escapen a la
segunda hipotesis en puntos cercanos a la excitacién. Por otro lado, con los modelos viscoelasticos
simples se obtienen curvas de atenuacién que no se ajustan a los valores medidos en terreno, incluso
contemplando el aumento del coeficiente de atenuacién mencionado en el anterior parrafo. Ciertamen-
te, podrian utilizarse modelos constitutivos mas complejos (viscoelastico tipo Standard linear, hiperbo6-
lico, Soil hardening, etc), y considerarse la contribucién de las ondas P y S al problema, pero esto hace
imposible el manejo de soluciones analiticas explicitas.

Por dltimo, se evidencié ademas la necesidad de incorporar coeficientes de amortiguamiento dis-
tintos para las vibraciones verticales y horizontales, sefialando otra de las limitaciones del modelo
utilizado, y que se debe probablemente a una combinacién de la limitacion de las tres hipotesis men-

cionadas (es dificil asociar este fenémeno a la limitacién de una sola de las hipdtesis).
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FIG. 6-1 - EL COEFICIENTE DE AMORTIGUAMIENTO Y LA DISTANCIA A LA FUENTE

En la Fig. 6-1 se muestra un grafico cualitativo de cémo varia el coeficiente de amortiguamiento del
modelo de Voigt, calibrado con las mediciones hechas. Es decir, se encontrd que para poder ajustar el
modelo analitico a las mediciones, debia considerarse un coeficiente de amortiguamiento variable con
la distancia a la fuente (aun cuando la fuente y el suelo fuera el mismo). Si bien no se recopilé informa-
ci6én suficiente como para obtener conclusiones determinantes, se observo que los efectos que tienen la
limitaciéon del modelo constitutivo elegido, y el modelo de ondas de Rayleigh, se van atenuando a me-
dida que aumenta la distancia a la fuente. En otras palabras, es esperable que un modelo basico con un
coeficiente de amortiguamiento unico, se ajuste mejor cuando la distancia a la fuente de excitacién es
grande. Sin embargo, es intuitivo esperar que dicha consideracién dependa también del contenido de
frecuencias de las acciones sobre el suelo.

Como se dijo recién, hay que mencionar que la frecuencia de excitacién es también un factor a tener en
cuenta al analizar las limitaciones del modelo, y podtia pensarse que las curvas de la Fig. 6-1 vatfen se-
gun el rango de frecuencias de excitacion. Aunque no son concluyentes los resultados obtenidos, es
razonable pensar que las limitaciones del modelo se acentiien mas, o menos, para diferentes
rangos de frecuencias de excitacion. En general, para mayores frecuencias de excitacién, y por ende
menores longitudes de onda, las irregularidades del camino de propagacién son mas influyentes en la
propagacion de las ondas, pudiendo afectar su magnitud y espectro.

Lo dicho en estos parrafos deja a la vista la desventaja de no conocer a priori el coeficiente de amorti-
guamiento a utilizar, y lo mas importante atn, que éste no puede ser determinado a partir de estudios
especificos del suelo. En este sentido, es importante poder determinar cuantitativamente como es afec-
tado el coeficiente de amortiguamiento en estos modelos simples, por los factores antes mencionados:
heterogeneidad del suelo, anisotropia, cercania a la fuente, contenido de frecuencias, etc. Esto puede
ser objeto de estudio en un futuro.

En el salto de espectadores hay buena concordancia entre el modelo teérico planteado y las medicio-
nes, y se destac que la frecuencia de las vibraciones coincide con la del salto de los espectadores. Estas
son de baja frecuencia (entre 2 y 3 Hz) y por eso se propagan apreciablemente a grandes distancias. Se
observé un buen ajuste del modelo teérico utilizando un unico coeficiente de amortiguamiento, en
concordancia con lo mencionado en el punto anterior, al ser muy grande la distancia a la fuente de ex-

citacion.

En el caso de los trenes se verifica la predominancia de la componente dindmica de la excitacién, com-
puesta de frecuencias de rango medio y alto (entre 15 y 30 Hz), validando la hipétesis de despreciar la
componente cuasi-estitica de la excitacién para bajas velocidades de circulacion. Se observa, sin em-
bargo que las componentes horizontales de las vibraciones no se ajustan bien a la accién modelada, es-
pecialmente la componente longitudinal a las vias, y esto es producto de considerar a las cargas como
estacionarias (que no se desplazan) y de no considerar componentes de la acciéon en el plano del suelo
(longitudinales particularmente).
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La magnitud de las vibraciones es muy sensible a la magnitud de las irregularidades en la traslacién del
tren, y no tanto a la velocidad de este (siempre dentro del rango de bajas velocidades). Numerosos fac-
tores influyen en la magnitud de estas irregularidades, aunque no se relevé informacion suficiente del
sistema como para poder individualizar cada una de estos factores en las vibraciones medidas. Lo
mismo sucede al intentar analizar la influencia de la flexibilidad del sistema de vias en las vibraciones
producidas por el paso del tren.

Por la cercanfa a la fuente de excitacién y el rango de frecuencias excitado, es preciso el ajuste del coe-
ficiente de amortiguamiento segun la distancia al paso del tren. Ademas las vibraciones horizontales

parecen ajustarse mejor a coeficientes menores que los de las verticales.

= Las vibraciones debidas al trafico vehicular muestran una marcada concentracion de energia entre los
10 y 20 Hz coincidente con la frecuencia fundamental del sistema de ejes y ruedas de los vehiculos
(Wheel-hop system), en concordancia con el modelo teérico propuesto El movimiento de las cargas no
parece incidir significativamente en el espectro medido (de las vibraciones verticales por lo menos), y
se valida la hipétesis de despreciar la componente cuasi-estatica de las cargas.
Es fundamental la influencia de la masa de los vehiculos y del estado de la carretera, por encima de la
velocidad de los mismos. Es despreciable el efecto de autos y vehiculos livianos en la generaciéon de vi-
braciones, en comparaciéon con la producida por camiones y émnibus. No obstante, el rango de fre-
cuencias excitadas es practicamente el mismo.
No se relevé informacion suficiente para poder estudiar la influencia de la carpeta de rodamiento en la
generacion de vibraciones, aunque los resultados muestran que puede ajustarse adecuadamente el mo-
delo tedrico sin considerar de manera explicita dicha carpeta (puede incluirse de manera implicita al ca-
librar un coeficiente de amortiguamiento).
Por la cercanfa a la fuente de excitacién y el rango de frecuencias excitado, es preciso el ajuste del coe-
ficiente de amortiguamiento segun la distancia al paso de los vehiculos. Ademas las vibraciones hori-

zontales parecen ajustarse mejor a coeficientes menores que los de las verticales.

6.3 RECOMENDACIONES

Numerosos temas pueden ser objeto de futuros estudios, dentro de los que pueden destacarse:

= Obtencién de soluciones aproximadas para la consideracion de ondas P y S en el problema de Lamb.
En el primer capitulo del trabajo se obtuvieron expresiones de la propagacion de estas ondas, en forma
de integrales indefinidas, que podrian ser resueltas numéricamente, o de manera simplificada, mediante

método analiticos.

= Consideracion de modelos viscoelasticos mas complejos que involucren mayor cantidad de variables a
calibrar, como puede ser el modelo Standard linear; y/o consideraciéon de un comportamiento viscoso
distinto en compresioén y en corte. Hay que recordar que en el trabajo se consider6 un solo coeficiente
para representar el comportamiento viscoso del suelo, aunque rigurosamente podrian definirse inde-

pendientemente dos.

= Obtencién de expresiones cuantitativas para el coeficiente de amortiguamiento en los modelos vis-
coelasticos simples (Voigt o Maxwell) para la consideracién del efecto de heterogeneidad del suelo, an-
isotropfa, cercanfa a la fuente, contenido de frecuencias, etc. Relacién entre coeficientes para vibracio-
nes verticales y horizontales. Para ellos se requiere la recopilaciéon de un gran numero de registros para

idénticas cargas de excitacion, y diferentes distancias de la fuente. Seria interesante obtener curvas del
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coeficiente de amortiguamiento en funcién de la distancia (analogas a las de la Fig. 6-1), y de la fre-

cuencia de excitacién.

Estudio riguroso de los factores que influyen en la excitacion vertical dinimica sobre el sistema de va-
gones de un tren. En particular, es interesante poder individualizar cada uno de los factores y poder
asociarlo a un rango de frecuencias y una amplitud transmitidas al tren. Se pueden proponer modelos
analiticos de excitacién individualizados para cada factor de influencia (por ejemplo, considerar espec-
tros de excitacién individuales para cada factor)

Estudio de la influencia del sistema de vias en la generacién de vibraciones producto del paso de tre-
nes. En general, esto implicard la mediciéon de vibraciones para distintos tipos de vias, con distintos ba-
lastos y materiales de relleno.

Estudio de la influencia de la capa rigida asfaltica en la propagacién de ondas debido al trafico vehicu-
lar; influencia cuantitativa en el coeficiente de amortiguamiento. Obtencién de espectros de rugosidad

medidos en las carreteras de la Ciudad de Buenos Aires.
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ANEXOS

ANEXO 1: SOBRE L.LOS CORTES DE RAMIFICACION

El principal problema que surge en la evaluacion de las integrales, es que los integrandos son funciones
multiformes, es decir, existe mas de un valor imagen para cada z del dominio de la funcién. Esto se debe prin-
cipalmente a las funciones raiz que aparecen dentro de estas funciones (funciones a y ). En el plano comple-
jo, estas funciones pueden tomar mas de un valor posible, y es preciso restringir del dominio de definicién de la
funcién a ciertas familias de curvas sobre las que la funcién no es continua en todo su recorrido. El objetivo es
separar la funcion multiforme en varias funciones uniformes y continuas definidas en cierto dominio del plano
complejo; a cada una de estas funciones uniformes se la denomina “rama” o “determinacién” de la funcién

multiforme!. Para encarar el problema, se analizan primero casos mas sencillos de las funciones raiz compleja:

FUNCION vz

Se considera la funcion f(z) = vz y expresamos el argumento en su forma exponencial z = ele; en-
tonces la funcién asume el siguiente valor para cada z del plano complejo:

.0
f(z):\/ﬂeIE donde |z| >0y p<O<p+2r

Ahora se hace variar el valor del 4ngulo 8 de manera continua (como si se fuera trazando una circunfe-
rencia alrededor del origen), entonces la funciéon f(z) también variarda de manera continua. Pero al volver al

punto z original, el dngulo serd ahora de 8 + 2, y la funcién tomara el valor de,

0+2r7

. .0
f(z):\/ﬂeI 2 :—\/ﬂeIE siendo|z|eR>0

Si se sigue incrementando el valor del angulo, volveran a repetirse todos los valores de la primera vuel-
ta, pero con signo negativo. Por lo tanto, la funcién no puede ser definida de manera univoca si se permiten
variaciones de 8 mayores a 2m. Ahora bien, el valor que tome la funcién dentro de un rango de variacién de 8
menor a 27, dependera del valor que se determine, de manera arbitraria, en un punto z, de todos los valores
que puede adoptar la funcién en dicho punto z.

Si se recottiera otra vuelta més, el angulo serfa de 8 + 41, y la funcién volveria a tomar los valores ofi-
ginales por esa vuelta (€™ = 1). Es facil ver que para una cantidad impar de vueltas alrededor del origen, la
funcién tomara el valor negativo, y para una cantidad par, el positivo. Es decir, se tienen dos valores posibles

de f(z), para cada z del plano complejo (si permitiéramos vatiar el angulo 8 de manera arbitraria),

fl(z):ﬁeg

Se puede definir una funcién uniforme y continua, si no se deja que el angulo, al ir variando z a lo largo
de una curva cerrada, varfe en 27 0 mas. A esta funcién uniforme y continua dentro de una cierta regién del

plano complejo, se la denomina “rama”. La funcion f(z) tiene, en este caso, dos ramas distintas (de signo

1 Para una revisiéon mds detallada de los conceptos que apatrecen a continuacion ver (Markushevich, 1970, pags. 175 - 187).
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opuesto) que pueden ser elegidas de manera arbitraria, seleccionando uno de los dos valores de la funcién en

un punto cualquiera del plano. Estd claro que para el rayo 8 = 27 la funcién presentard una discontinuidad,

puesto que de seguir variando de manera continua el angulo, se estarfa pasando a la otra rama de la funcién.

Por lo tanto, el dominio de definicién para una rama continua y uniforme en el plano complejo de la funcién

Vz , sera el recinto que contiene a todas las curvas cerradas que no contengan al origen.

A Im(z)

.
.
.
.
.
[z

FIG. A0-1- NOTACION FUNCION RA{Z COMPLEJA

Curva admisible A

K/J ;e(z)
\ Curva no

admisible

FIG. A0-2 - CONTORNOS ADMISIBLES EN EL PLANO COM-
PLEJO

Un punto z0 se denomina “punto de ramificacién” si
cuando z se mueve continua y uniformemente en un
entorno arbitrariamente pequefio alrededor de z0 el valor
de f(z) no vuelva a su valor original, al realizar una vuelta
completa.

Un “corte de ramificaciéon” es una curva en el plano com-
plejo, en la cual la rama de la funcién multivaluada f(z)
presenta una discontinuidad. Es una manera de definir el
limite del dominio en el cual las ramas de la funcién, son
univaluadas.

El procedimiento a seguir, sera elegir los cortes de ramificacién apropiados que permitan definir en el

plano, una rama continua y uniforme de la funcién. Luego, definiendo para un valor zy del dominio, el valor de

su imagen (es decir, de f(2)), se puede definir el valor que toma cualquier punto z del recinto, uniendo éste

con zp mediante una curva continua perteneciente al mismo recinto.

FUNCION /z — z,

., . ., i0
Expresando el argumento en notacién exponencial, la funcién es: f(z) = vre' /2

Las consideraciones son andlogas al caso anterior, con la unica diferencia de que en este caso, tenemos

que considerar como angulo, el que va desde un punto z cualquiera del plano complejo al punto zo.

A Im(z)

I;e(z)

FIG. A0-3 - NOTACION FUNCION RAIZ COMPLEJA
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En este caso, el punto de ramificacion es zo, pues cualquier vatiacién del argumento de z-zp (angulo 8

en la figura) en 27 o0 mds, se obtendtia un valor distinto para la funcién,

.0+2rx

f (z):ﬁeI 2 =—ﬁeig

Hay que destacar el hecho de que ahora, una curva alredegc:r del origen que no contenga a zo no impli-
card una discontinuidad de la rama pues 8 nunca variard en 2n. El dominio de definicién de una rama continua

y uniforme sera, el que contenga a todas las curvas cerradas que no contengan a zo. Y la rama estara definida,

segin se defina un valor para la funcién en algun punto del dominio (por ejemplo f(0) = i+/|zg]).

FUNCION 2% — z} = \[z — z\[z + 2,

Este caso es el producto de dos funciones del tipo antetior, y coincidente con las funciones a y f defi-
nidas en [1.20] extendidas al plano complejo.

6 6,

f(z)=./r Jreze?

Donde 1y y 1, son las distancias desde un punto z arbi¥ranlo del plano, a los puntos zg y —2g tespectivamente

(sus raices son numeros reales positivos).

Contorno cerrado que rodea a uno sélo de los puntos Contorno cerrado que rodea a ambos puntos de ra-

de ramificacién. La funcién f(z) no es continua en mificacién. La funcién f(z) es continua en dicho

dicho contorno, pues el dngulo 6, se incrementa en 2. contorno, pues los dos dngulos se incrementan en
2m.

FIG. A0-4 - DISTINTOS CONTORNO CERRADOS ALREDEDOR DE LOS PUNTOS DE RAMIFICACION

Si se recorriera un entorno de —Z , se obtendrfa, al dar una vuelta completa alrededor de éste, que el
angulo 0, se incrementa a 8, + 21 , mientras que el angulo 8, vuelve a su valor inicial (ver Fig. AO-4). Por lo

tanto la funcién adquiere el siguiente valor,

6 .0,+27 6,+0,

f(z2)=yrJneze 2 =—Jrfre 2

Esta claro que se obtuvo el valor de la otra rama, por lo que se deduce inmediatamente que —Zg es un

punto de ramificacioén de la funcién. Haciendo un analisis analogo, pero para el punto z se deduce también,

que dicho punto es de ramificacién. Ahora bien, veamos que si se recorriera un entorno que contenga a ambos
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puntos Zg y —Zg, el valor de ambos angulos se veria incrementado en 27 y la funcién adquirirfa el siguiente
valor,

.6 +21 i<92+2/z 6,+6,

f(z2)=Jrjre 2 ¢ 2 =[r. /e 2

Se ve claramente que cualquier circuito que contenga a ambos puntos de ramificacién no presentara
una discontinuidad en los valores de la funcién. Por lo tanto, el corte de ramificacion necesario para definir una
rama de la funcién debera unir ambos puntos de ramificaciéon!, excluyendo de esta manera todas las curvas
cerradas que contengan a uno sélo de ellos. Como se vio recién, las ramas de esta funcién son dos, definidas

como:
©
f.(z)=/rr,e?
©
fz(z)z—ﬂérze 2 =—f,(2)
Siendo ® = 0, + 6, \/—

Ahora bien, es interesante analizar el caso en zg = ) € R. Es decir, ambos puntos de ramificacién
(29, —2g) se ubican sobre el eje real. En particulat, interesard conocer los valores de la funcion para los puntos
ubicados también sobre el ¢je real. En este caso, el angulo © = 01 + 6, estd restringido a tomar los valores
solo ciertos valores multiplos de /2, de acuerdo al segmento del eje real donde se encuentre la variable, y de
acuerdo a si la aproximacion se realiza por sobre el eje real, o por debajo de este (ver Fig. A0-0).

A Im(2)

-0 0 Re(z)

FIG. A0-5 - NOTACION FUNCIONES a Y 8

Para definir una rama, se asume que para nimeros reales mayores que () la funcion vale f(z) =
\T1\/T2; es decir se elige la rama f;(z). Sin embargo, lo mis importante en este punto, es comparar la funcién
compleja sobre el eje real, y la misma funcién pero de variable real f (k). Si bien uno esperaria que las funcio-
nes coincidan, dependiendo del corte de ramificacién elegido para la funcién de variable compleja, éstas po-
drfan no coincidir.

Como se vio en [1.26], la funcién de variable real adquiere los siguientes valores?,

1 Esto implica que el corte de ramificacién, en principio, puede ser cualquier curva que una ambos puntos, incluso a través
del punto impropio.

2 Se la denomina con la letra @ por analogfa con las funciones reales definidas en [1.15] y [1.20]
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‘\/kz -7,
‘\/QZ k?],

k>0 Mk Q)(k+Q)|, k>0 [Nee| k>0
ke ille-K)(@+K) k< i[frr] k<@

Por su patte, se puede ver qué valores toma la funcién f(z) en el ¢je real, haciendo variar a z de mane-

ra continua a lo largo del ejel, y utilizando como rango de definicién para los dngulos 0 < 04,0, < 2. En la
siguiente figura se observan los valores que toma la funcién compleja f(z) sobre el eje real, cuando la aproxi-
macion se realiza por encima o por debajo de este.

| |
O=2n-¢ : @=r | O=0+¢
! I
f(2)=—Jrr, =« | f)=ijnr, =a | f(2)=rr =
Q‘: +Q >
O=27+s | @ =3z | O—dg ¢ Re(z)
! I
f(z)=—jnr,=—a i fZy=—ijnn, =—a i f(2)=nr, =a
! I

FIG. A0-6 - CORTES DE RAMIFICACION FUNCIONES a Y 8

De la figura, se observa que el corte de ramificacion es el segmento de eje real que une los dos puntos
de ramificacion; alli se presenta la discontinuidad de la rama de la funcién. Fuera de ese salto, la funcién es
continua y uniforme en el resto del plano complejo. También se observa que en el segmento del eje real negati-
vo (—00,—Q), la rama de la funcién adquiere valor negativo, contratio a la funcién de variable real. De lo di-
cho en los parrafos anteriores, el corte de ramificacién obtenido aparece como una obviedad ya que se sabe que
dicho corte debe unir ambos puntos, sin embargo existen infinitas curvas que unen ambos puntos y son facti-
bles de ser cortes de ramificacion.

A Im(z2) A Im(z2) A Im(z)

-Q Q Re(z) -Q Q Re(z) -Q Q Re(z)

FIG. A0-7 - OTROS CORTES DE RAMIFICACION FUNCIONES a Y 8

En la figura anterior pueden verse distintos cortes de ramificacion para la misma funcién compleja ana-
lizada en la Fig. AO-6. Como puede verse, los cortes de ramificacién tiene un gran margen de arbitrariedad, y
los valores de la funcién compleja sobre el eje real son distintos para uno u otro corte, incluso pudiendo coin-
cidir con la funcién de variable real para cualquier valor. Este es el caso del tercer corte mostrado en la figura,
que para el calculo de la integral en cuestioén, es mas engorroso. El analisis del mismo problema de Lamb con-
siderando cortes del tercer tipo puede verse en (Graff, 1975, pp. 332 - 333 ; 347 - 348) y (Ewing, Jardetzky, &
Press, 1957, pp. 45 - 52). En estos casos, el eje imaginatio es un corte de ramificacion. Esta claro que el valor de
la integral no depende de los cortes elegidos, mientras la rama de la funcién esté bien definida.

1 Este mismo analisis puede verse en (Ablowitz. & Fokas, 2003, pp. 250 - 252)
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FUNCIONVz?2 —a?Vz2 — b2 =\z—avz+aVz—bVz + b

El procedimiento es analogo a los anteriores. Se trata de una funcién con 4 puntos de ramificacién a
y Ib, coincidente con la funcién aff extendida al plano complejo. Con lo visto en el punto antetiot, es facil ver
ahora, que el recorrido a lo largo de cualquier curva cerrada que contenga en su interior a sélo 2 de dichos pun-

tos, no altera los valores de la funcién. De igual manera, se trata de una funcién con dos ramas, definidas se-

gun,

Se asume que en el origen la funcién toma el valor: V—a?Vv—b? = —|a||b| y vamos variando de ma-

nera continua el valor de @ , para obtener una rama continua en el plano.

©
Siendo f(z)=./rr,rr,e? donde ahora ©® =6, +6, +6, +6, (basta interpretar andlogamente a la Fig. A0-5)

Nuevamente se hace la comparacién con la funcién real afS, que segin lo definido en [1.26] toma los

siguientes valores:

Jhhhh, k> Q

iyhnorn,  Qp <k<Qq

aff =1 —nner, —Q,<k<Q,
i

JhLhh, Qg <k<-Q,

(AN k <—Qq

Anialogamente al punto anterior, se puede ver qué valores toma la funcién compleja en la recta real,

suponiendo: 0< 6, <27

=0+&

f(z)=Jrnrr, —af

»

Re(2)

O=wte

f(2)=ijmmnr, - ap

a=2x

f(z)=—nnnn, - ap

@=4x—¢

f(z)=rnnr, - ap

@=3r—¢
f(2)=—irnnn =—ap

-
-

@ =0x

S(z)=—rnrn, - ap

@=5x+&

f(2)=iynnny, = of

O=4xr+e

f(z)=nnpr, = af

@=8r—¢

S(2)=rinnr, —ap

0=Tr—¢

flzZ)=-ijrnnr, = —af

—_———————— g ————— ——— —
—————,ee - —————— — —

FIG. A0-8 - CORTES DE RAMIFICACION FUNCIONES a Y 8

De nuevo se ven claramente los cortes de ramificacién que unen pares de puntos de ramificacion. Y, al
igual que en el ejemplo anterior, se ve que la rama de la funcién compleja no coincide en todos los segmentos

con la funcion de vatiable real af8 definida segun [1.20].

FUNCION CON POLOS COMPLEJOS
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En el caso de propagacion de ondas en un medio viscoelastico (segundo capitulo del presente trabajo),
aparecen funciones del tipo de las vistas en los dltimos puntos, pero ahora con zgy, z; € C. Hay que recordar
que los cortes de ramificaciéon de dichas funciones se encontraban en los ceros de las funciones dentro de las
raices!.

Donde zy y z; son nimeros complejos cuyas pattes reales son positivas, y las partes imaginarias son negativas.

En el caso de f(2), el corte de ramificacién debera unir ambos puntos, de manera que no sea admisi-
ble ningin circuito cerrado que contenga en su interior a uno solo de los puntos de ramificacién. Por su patte,
los cortes de g(z) deberan unir de a pates los puntos, de manera que no sea admisible ningun circuito cerrado
que contenga en su interior a un solo punto de ramificacién, pero si que contenga a dos de ellos (ver Fig. A0-9).

A Im(2) A Im(z)
Corte de
ramificacion
N N
— ZO S
Corte de
ramificacién VIR R
» > N »
» N >
Re(z) AN Re(z)
N
}\
2, Corte de 7| AN
. ., N
ramificacion

FIG. A0-9 - CORTES DE RAMIFICACION FUNCIONES DE POLOS COMPLE]JOS?

El valor de las funciones f(z) y g(z) para todos los puntos del dominio de definicién se obtiene adop-
tando un valor para cada funcién en un punto, y luego haciendo variar de manera continua el angulo y el radio
que definen al punto complejo (lo mismo realizado en los puntos anteriores de este anexo). En este caso, sin
embargo, es mucho mas complicado que para los casos anteriores donde los polos y los cortes estaban sobre el
eje real. Se omitira este andlisis en virtud de que sélo se consideran las ondas de Rayleigh en la propagacion, y
que se vio en el primero capitulo del trabajo, que estas son aportadas unicamente por los polos. Todo lo demas,
sera contribucién de las ondas P y S.

1 Ver (Markushevich, 1970, pags. 175 - 187)

2 El analisis es valido aunque los puntos de ramificacién no se encuentren en una recta que pasa por el origen. La figura

presenta una disposicién genérica que se adapta al ejemplo del presente trabajo.
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ANEXO 2: SOBRE LLAS RAICES DE LA FUNCION DE RAYLEIGH

En este Anexo se muestra una solucion analitica para determinar los polos de la Funciéon de Rayleigh,
que en un caso general, tiene coeficientes complejos (caso viscoelastico). La obtencién de los polos para el caso

con coeficientes reales (caso elastico) es simplemente un caso particular del mismo.

Sea la funcién de Rayleigh,

F(k)=(2k? -Q2) - 4k? [k? -2 [k* -0

v

Se tiene entonces, la ecuacion de Rayleigh, F(k) = 0

(262 -Q2) = ak? [k -2 k2 -

2

A : 2 w
Que expresada en término de ¢“ = wz

232 2 2
(Z—C—Z] —4p-S h-S [A2.1]
c2 c2 c2

Elevando al cuadrado ambos términos queda,

2 \3 2 \2 2 2 2
Qs Qs Qp )\ Qg Q;

Donde Q,y Qg fueron definidas en el inciso 2.3 para el modelo viscoelastico, y en [1.10] para el modelo elas-

0 [A2.2]

tico

Se trata de una ecuacién cibica con coeficientes complejos (o reales, como caso particular), en térmi-
nos de c?/B2, por lo que dicha ecuacién tendra 3 raices. No todas ellas son solucién de la ecuacién original

[A2.1]; esto se debe a que apatecen raices “externas” (extraneous roots) al elevar al cuadrado ambos términos.

Las raices de [A2.2] estan dadas por!:

2 3 % 2 3 _% 8
¢ = -9 (ﬂj+(£) ae B _a_ (ﬂj+(£) 28 paraj-123
2 2 3 3| 2 2 3 3

Donde,
2
p =§_1GQ_2
3
22 e
27 3 Qi
27i
u=e?

1 Ver (Borcherdt, 2009, p. Apéndice 4)
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Ahora bien, puede demostrarse!, que si ¢j es raiz de [A2.2], y ademis |Cj| < 1, entonces es también
raiz de [A2.1]. De esta manera, se puede obtener el valor de las raices de la ecuacién de Rayleigh compleja,
volviendo atras en los cambios de variable realizados.

Qp :iﬁ:in(a))i i£ (o)

Se puede comprobar que la raiz positiva, tiene parte real positiva y parte imaginaria negativa. En el

modelo elstico, la parte imaginaria es nula.

Ahora bien, es interesante resaltar algunas caracteristicas de la solucién obtenida, por lo menos para el
modelo elastico. En general, estas propiedades van a ser muy similares para los modelos viscoelasticos, sobre-
todo para valores pequefios de los coeficientes de amortiguamiento. En este caso, las raices de la ecuacién

[A2.1] son numeros reales Cr, que representan la velocidad de las ondas de Rayleigh, de valor absoluto algo

menor a la velocidad de propagacion de las ondas S. En el caso de las raices complejas, la velocidad estd asocia-
da a la parte real de la rafz de [A2.2].

2
Volviendo a la expresion [A2.1], y rescribiéndola segun, ) = (C—)

cr

-2v
2(1-v)
tanto, la relacién entre velocidad de ondas de corte y de Rayleigh sélo dependera del médulo de Poisson. De

Se ve que la relacién (cg/cp)? = s6lo depende del médulo de Poisson del material, y por lo

igual manera, sucedera con la relacién con las ondas P. Estas relaciones pueden adoptarse en general para los
suelos, puesto que suelen tener bajos amortiguamientos y los efectos viscoelasticos no tienen una gran influen-

cia en las velocidades de onda, para un amplio rango de frecuencias.

1 0.8 : 500
09 cR/cP || 450 ]
0.7 = cS/cP //
0.8 o \\ 400 =
— cR/cS \ Pl
0.7 H 350
= cR/cP NG
05
0.6 \ 300
05 0.4 \ 250 v
p, e
04 ~ 03 200 7 =
03 \ \ 150 -
0.2 / J—
02 100 cRi
\ —_—s
01 01 50 —
0 0 0 1
0 01 0.2 03 0.4 0.5 0 01 0.2 03 0.4 0.5 0 2 4 6 8 10
Poisson Poisson G [Pa] x10

FIG. A0-10 - RELACIONES ENTRE VELOCIDADES DE ONDA Y PARAMETROS ELASTICOS DEL SUELO

1 Ver (Borcherdt, 2009, p. Apéndice 5)
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Anexo 3

ANEXO 3: SOBRE L.LOS RESIDUOS EN L.OS POLOS DE RAYLEIGH

La determinacion de los residuos de las funciones ¥ (z) y £2(2) en los polos de Rayleigh ¥, se reali-
za mediante la siguiente afirmacién (Churchill. & Brown, 1992, pags. 203 - 204):

87 dos funciones p y q son analiticas en un punto Zy y

P(2,)#0 ;0a(z)=0y q(z)=0

Entonces Zyes un polo simple del cociente p(2) /q(2), y el residuo alli es: by = %
(2o

Entonces se puede determinar la expresion para los residuos de las siguientes funciones:

e Residuos de la funcion [1.25]

k2(2k2 —0? -2k -2 i —Qﬁ,)

_ o _ P(2)
0(z)= F(z) ¢ - F(z)
Q) Q2% -5 -2a47)
Res(¥(2)-7)= Fp((sz)) = F(-Q) e
p(Qx Q.2 (207 - —2a'f o
Res(¥(z),Q;)= F’((QR)) = ( 26w )e e

Donde,
@ =07 = ol
F/(Qq) =80, (204 ~ Q2 ) 80, a'p" — 4023 g—*— oL
a
Como F'(Qg) = —F'(—Qg)
Entonces la siguiente expresion se puede escribir como,

ﬁiZRGS(@(Z)): ”IQR (ZQR _QS ~2a ﬂ )|:eiQRx _e—iQRx]

F ()

270, (207 - Q¢ 24" §")
F Q)

iy Res(©(z))=-

sen(Qzx)

e Residuos de la funcion [1.31]

1o? vz _ o2
-Y(Z) kQg k™ —Qp eikx_p(z)

@ -y Ak -2 k-2 F(@)
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QR QRgg \ £22R _QIZD —iQgx
Res(-1(z),~ ) = lf'((QR)) TR0
p(QR) QRgg N QZR _Qi iQgx
Res(¥(2),9 )= FQn)  F(Q) [ ——

Como F,(.Q.R) = _F,(_QR)

Entonces la siguiente expresion se puede escribir como,

i Res(—Y(2),-Q )+ Res(Y(2),2;) | = ﬂiQRi%W[j‘Eﬁ]

zi| Res(=Y(z),-Q, )+ Res(Y(z2),Q =—2ﬂQRQ§ Q% -0 sen(Q,x
[Res(~1(2),-025) +Res(X(2). 95 " (24)

F ()
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ANEXO 4: SOBRE LAS FUNCIONES DE BESSEL!

Expresiones integrales para las funciones de Bessel de orden 0:

(kr ISIH erOShS :_iT |krcoshs_ —lkrcoshs)ds

%

(kr) ——J‘COS erOShS)d _ij'(elkrcoshs _{_e—ikrcoshs)dS

4 0
O (k) = 3 () +1¥, (kr) == [e=ds
4 0

_i-]c'e—ikrcoshsds
0

H? (kr) =3, (kr)—iY, (kr) = ~

Expresiones integrales para las funciones de Bessel de orden 1:

J, (kr)= ——fcos (kr coshs)cosh sds = — _[ glireoshs | g-ikreoshs )cosh sds
0

T
Y, (kr) = ——Ism (kr coshs)cosh sds = — I 'k”’°5“5— "k"““)coshsds
0

©

HE (kr) = 3, (kr) + 1Y, (kr) = = [ €™ cosh sds
7%

©

H? (kr)=J, (kr)—iY, (kr)= —Ej'e’ik“‘”hS cosh sds
T

0

Relaciones entre las funciones de Bessel y las de Hankel:

H(l) H(2)
Jo(kr)= 2° + 20

@) (2)
3, (k)=

H(l) H(Z)_
Y. (kr)=——21i 0 j

HO  H@
Y, (kr)=- 21 i+ é [

1 Ver (Watson, 1922, pp. 175 - 180)
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ANEXO 5: SOBRE LAS FUNCIONES DE CORRELACION ESPECTRAL

En este anexo se analizard el caso de la correlacion espectral entre dos procesos que son idénticos, pero
desfasados en el tiempo. Este es el caso de las excitaciones sobre las ruedas de los vehiculos, puesto que el

perfil rugoso sobre el que circulan es el mismo, pero una detras de otra, separadas un cierto tiempo Atjy.

Esto significa que al analizar la excitacién del suelo sobre cada rueda, se puede hablar de dos procesos

aleatorios X;(t) y Xy (t) = Xj(t — Atjk), cuya funcion de correlacion estara dada por:

R,y (7)=E[X,(t)X,(t+7)]= E[X]. (t)X, (t +(r-At, ))}

Se ve que la funcién de correlacién entre ambos procesos, es igual a la funcién de Autocorrelacion

[4.2] para una sola excitacion, pero desfasada en el tiempo Aty

Ry, (7)=Ryy, (T—Atjk)

De esta igualdad se puede aplicar la transformada de Fourier a ambos miembros, para obtener las fun-
ciones de correlacién de potencia espectral:

SXij ((0) :SXj ((0) e—i(uAfjk

ijxk (w) :Sxkxj (w)*
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ANEXO 6: SOBRE LA VIGA INFINITA SOBRE SOLERA VISCOELASTICA

En este Anexo se deduce la solucion de las deformaciones dinamicas de una viga infinita apoyada so-
bre una solera viscoelastica (del tipo Voigt), ante la acciéon de una carga armoénica puntual. Se considera la teoria
flexional de vigas bajo las hipdtesis de Bernoulli-Navier. La ecuacién de desplazamientos transversales tiene la

siguiente forma:

4 2
0 W+kvw+cv6—W+pAa w

E -
/ ox* ot ot*

P5(x)e™ [A6.1]
Donde A es la secciéon transversal de la viga, p es la densidad de masa de la viga, EJ es la rigidez flexional de la
viga, k,, es la rigidez de la solera elastica y ¢, es el coeficiente de amortiguamiento de la solera.

Considerando la soluciéon en régimen permanente, se propone una soluciéon del tipo w(x,t) =

W (x)e'@t, Reemplazando dicha solucién en [A6.1] se obtiene:

c k
W) (x)+| -2 + o+ 2t W (x)=L5(x) [A6.2)
£ E £y
Se aplica la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacién:
k ¢ —
it Ljw-ate’ W((f):i
1/ £y

Donde a = /pA/E] . Entonces, se despeja que la Transformada de la solucién estd dada por:

w(¢) il 1 [AG.3]

25(4 k 2 2 C-]
'+t -ao +Liw
EJ EJ

Para valores razonables de los parametros involucrados en las expresiones, se verifica que la parte real
y la parte compleja de la constante del denominador, son positivas. Para obtener la solucién en el dominio ori-
ginal de las x, se debe encontrar la Antitransformada de Fourier de una funcién del tipo,

4 [kytic,w A ., . .. -,
Donde f = \/ % - g—] w? se defini6 de esta manera, por simplicidad en la solucién final.

Para resolver dicha integral se extiende la funcién del integrando al dominio de las funciones comple-
jas, y se elige un contorno adecuado que facilite la resolucién de la expresiéon (Lo mismo que se hizo en el pri-

mer capitulo). En este caso la funcién compleja tiene 4 polos (Z4, 23, Z3, Z4) que estan dados por:
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2,=1+i)p z,=(-1+\)B z,=(-1-))p z,=(1-i)p

Donde f es un nimero complejo, definido en el parrafo anterior. En la figura siguiente se esquematiza la posi-

cién de los polos de la funcién y del contorno de integracion.

y Im(2)

FIG. A0-11 - POLOS Y CONTORNO DE INTEGRACION VIGA SOBRE SOLERA VISCOELASTICA

Integrando a lo largo del contorno de la Fig. AO-11, se puede obtener un valor para la integral utilizan-
do el Teorema de los Residuos. La integral a lo largo del segmento semicircular del contorno se hara nula
cuando el radio tiende a infinito. Por lo que el tnico aporta a la integral serd por parte de los polos de la fun-

cion, coincidentes con las raices. Entonces, cuando R — 00, queda,

Z:Z2

<j.>l/l7(z)e’2"a’z = T M_/(f)e’f"df = Zﬂi(}}esW(z)e’Z" + ResW(z)e’z"j
Cp A

—0

Los residuos en las raices z; y Z, estan dados por (ver 0):

— izx _ eile —iﬂ
l}:ezlsw(z)e ) (Zl _Zz)(Zl _Zs)(zl _24) : b 8p (_1+i)

— N e _ P e
ESZSW(Z)G ) (Zz _Zl)(ZZ _23)(22 _24) i b sp (1+I.)

Entonces, la Antitransformada de la solucién, esta dada por,

W(X) = i(ResI/l_/(Z)e’Z" + Res[/l_/(z)e"”)

Z:Z1 Z:Z2

Reemplazando por las expresiones obtenidas para los residuos, se puede escribir que,

o

W(x,a)) = 8E]ﬂ3

[cos([x])+sin( )]
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Entonces la expresion final para la ecuacién [A6.1] es,

o

wint) =g

[cos(/3|x|) + sin(ﬂ|x|)]Pe’”"

[A6.4]
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ANEXO 7: SOBRE LA ATENUACION DE LLAS ONDAS

En este anexo se analizan algunos criterios que se tienen en cuenta al momento de determinar un coe-
ficiente de amortiguamiento para el modelo teérico de las vibraciones. Este es el coeficiente asociado al modelo

viscoelastico propuesto en los capitulos anteriores.

En todos los casos, se propuso para el suelo, un modelo del tipo Voigt con amortiguamiento histeréti-
co. Si bien es razonable pensar que hay energfa disipada en forma de calor en los ciclos de carga y descarga del
suelo, es un error asumir que el coeficiente de amortiguamiento responde Gnicamente a estas propiedades in-
trinsecas del material. Es decir, en nuestro modelo, el coeficiente sirve para representar numerosos factores que
inciden en la propagacién de ondas superficiales en el terreno, y que no se deben solo a efectos disipativos
propios del material. Estos efectos dependen mucho del fenémeno a medir, pero tienen caracteristicas similares
en todos los casos. Algunos de estos factores fueron mencionados en el inciso 3.2, como la falta de homoge-
neidad del suelo, o la anisotropia del mismo. La estratificacion del suelo, por ejemplo, puede generar un amor-
tiguamiento adicional en las ondas superficiales, al de un material completamente homogéneo. Lo mismo resul-
ta para irregularidades en el trayecto de propagacion, como ser zanjas, terraplenes, objetos, siempre que las
dimensiones de estos sean bastante menores que las longitudes de onda de las vibraciones. Aplicado al caso del
trafico vehicular, se puede ver en (Hao & Ang, 1998) que el modelo de disipacion de energfa debe tomar en
cuenta diversos factores ademas del propio comportamiento disipativo del suelo, como ser, la pérdida de ener-
gia debida a la capa de asfalto sobre la que se desplazan los vehiculos, y la sobrestimacion de vibraciones debi-
do a la consideracién de la “estacionalidad” de las cargas.

Esto lleva a pensar en la utilizaciéon de distintos coeficientes de amortiguamiento para distintos fend-
menos, incluso tratindose del mismo suelo. En principio, esto no traerfa problemas en la implementaciéon de
los modelos mecanicos (sea de Voigt o Maxwell), ya que solo implicaria una calibracién de dicho coeficiente en
términos de las magnitudes medidas. Los coeficientes de amortiguamiento utilizados en los modelos tedricos
del inciso 5.2, fueron calibrados a partir de las mediciones hechas, para ajustar el modelo tedrico al experimen-
tal, y de donde se dedujeron los conceptos de los parrafos anteriores. De todas maneras, se utilizaron los mis-

mos coeficientes para la componente horizontal y vertical de las vibraciones.

El caso del salto coordinado de personas ajusta mucho mejor a las hipétesis del modelo teérico (lejania
de la accion, fuente puntual y estacionaria, periddica), por lo que se utiliza un coeficiente de amortiguamiento
unico, mucho menor que para las otras acciones. Es decir, un comportamiento practicamente elastico. En este
caso, el coeficiente puede ser calibrado dentro de la teotfa propuesta en los primeros dos capitulos del trabajo,

que predice una atenuacién de las ondas aproximada segin,

A= RMSZ _ 1 e—;f(w,,u)Ar [A7l]
RMS, \/ 1+ Ay
n

Donde 4 es la amplitud de la onda, € es el factor de amortiguamiento de las ondas de Rayleigh, y u el coefi-

ciente de amortiguamiento a calibrar.
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