PANDEO

(INESTABILIDAD DEL
EQUILIBRIO)



1. INTRODUCCION

Tipos de equilibrio

Estable Inestable Indiferente

‘ Configuracion en no equilibrio O Configuracion no perturbada

\
Configuracion en equilibrio \ ) Configuracién perturbada
-

Un sistema se encuentra en equilibrio estable si al aplicarle cualquier perturbacion
éste deja de estar en equilibrio, y al desaparecer dicha perturbacion, el sistema
retorna a la misma configuracion de equilibrio original

Un sistema se encuentra en equilibrio inestable si al aplicarle cualquier
perturbacion éste deja de estar en equilibrio, y por mas que la perturbacion sea
suprimida el sistema no retorno a ninguna configuracion de equilibrio, alejandose
cada vez mas de la origianal

Un sistema se encuentra en equilibrio indiferente si al aplicarle cualquier
perturbacion éste encuentra una nueva configuracion de equilibrio, y por mas que
la perturbacion sea suprimida, el sistema permanece en esta nueva configuracion
de equilibrio
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Pandeo elastico. Nocion de carga critica.
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Se considera inicialmente la barra en equilibrio, cargada axilmente con una carga P en posicion
vertical (¢=0). Al aplicar una perturbacion horizontal que desplace el punto A a la posicion A” ,
para que ésta sea una nueva posicion de equilibrio se tiene que cumplir:

P-AA"=P-sinp-l=m-¢

De donde:

p-"._9
[ sing

Se obtiene

p—0 1 sing |
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Pandeo elastico. Teoria de Euler

Se considera una barra axilmente cargada, bajo las siguientes hipotesis:

Hipotesis geométricas: X

-Barra simétrica y perfectamente recta
-Barra perfectamente centrada

-La carga es perfectamente colineal con el eje de ﬂ B
la barra :

Hipotesis mecanicas:

-Material homogéneo e isotropo

-Validez de la ley de Hooke en forma indefinida;
las tensiones son proporcionales a las
deformaciones, siempre y cuando se esté dentro
de la zona de proporcionalidad del diagrama
tensiones-deformaciones.

-Validez de la hipotesis de Bernoulli (la secciones —9 A
se mantienen planas después de las -
deformaciones, aun en el campo post-elastico) o
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Pandeo elastico. Teoria de Euler

Una barra apoyada en sus extremos es cargada con una fuerza P, idealmente axil, y relativamente

baja. x x x x
P P P

e

Se le aplica una perturbacion,
como la fuerza lateral F en el
plano Xy, y seguidamente se
retira. En ese instante, tiene

que:
:—P Mfzz_P'y

Pero por otro lado debe cumplirse:

E'JZ=E.J ﬁ

z

P dx’

Si la posicidon perturbada es
posicion de equilibrio, P=Pk, y:

N

X

Mf, =

z

&y £+k2 con k= |1k
E-J,- e =—P, -y q d2 EJ - dx’ E-J,
Cuya solucién general es: y=C;-sinlk-x)+C, - cos(k-x) V(xz0) =0
Las constantes de integracion C, y C, se hallan planteando las condiciones de borde: Yoty =0
x=l)—

La primera condicion de borde conduce a que C, =0. Por lo que la linea elastica queda:

P,
=C,-sinlk-x)=C, -sin k. x
Yy 1 ( ) 1 ( E.J J

z
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Pandeo elastico. Teoria de Euler : P P

Habiendo quedado la ecuacion
de la linea elastica:

P,
=C,-sinlk-x)=C,; -sin k. x
=Gl [

z

La segunda condicion de borde
implica que:

Vw=1)=0 » ozcj-sm[ /E].)kJ -ZJ :

Por lo que puede ser que:

7|

()

C,=0 » Vo) =0 La barra puede conservarse en equilibrio en posicién recta (aunque este no sea inestable)

2
-E-J 2 La barra puede conservarse en
. P, P, —p? P2, para n=1 el t°-E-J, o L
= . 2 P = =
0 szn[ /EoJ lj» ] » menor valor » % 2 egumbrlo er_1 posicion perturbada
z neN os P solo para P=P,
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Pandeo elastico. Teoria de Euler
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La barra puede conservarse en equilibrio en posicion perturbada solo para P=P,
MAS ALLA DE LA CARGA CRITICA HABRA UNA PERDIDA DE LA ELASTICA
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Pandeo elastico. Influencia de las condiciones de sustentacion. Luz de pandeo
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CONCEPTO DE RADIO DE GIRO

Consideramos una figura de area
F y un cierto eje u. Se define com
radio de giro axial i, de la figura

con respecto al eje u a la siguiente
expresion:

%= |7 Con J’u=ﬂuzd1‘" O
F

Obsérvese gue un fleje de la misma area F paralelo al eje u, a una distancia
iu, posee el mismo momento de inercia axial:

Ju :ﬂ iy dF Ziuzﬂ.d‘vziuz‘” Por lo que — b=
F F

En definitiva, el radio de giro axial de una figura con respecto a un eje, se
interpreta geometricamente como la distancia (a dicho eje) a la cual habria
gue concentrar toda su area, sin que cambie el momento de inercia axial
con respecto al mismo eje.
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Pandeo elastico. Hipérbola de Euler

2
: . E-J
Siendo la carga critica de Euler B, :%

Dado que la perturbacion puede aplicarse en cualquier direccion, lo mas desfavorable es que sea
tal que produzca flexion en torno al eje de menor momento de inercia. En tal caso, el valor de P,

seria el minimo, por lo que su expresion debe re-escribirse como
72 E-J
12

., ‘o P, n’-E- I i n? E i [
La tension critica es: oy =7" g " o =—— " m) o= con A=-—  (esbeltez)
min

Pk=

7 \
250 \-
225 \ \
E 200 \
175 I — -‘f .
% 150 \ \
i N
75 S

50 \ =

0

e ————

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225

A
= Acero (sfl=250 Mpa; E=200 Gpa) = Aluminio (sfl=190 Gpa; E=70 Gpa)
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Pandeo elastico. Compresion excéntrica de barras esbeltas

Se considera una barra cargada con una fuerza excéntrica

Para pequeiios valores de P, dado que la deformacion
es pequefia, el momento en cualquier seccién es solo
Mf,=Pe. Sin embargo, a medida que la carga va

aumentando, ya no es posible despreciar la deformacion,
por lo que el momento se torna Mf, = P(e+f-y),

o 2

quedando la ecuacion: E-J. 'd—;/:Mfz =P-(f+e-y)
dx
2

_ P, d
Haciendo = E"J queda: d—gv+k2~y=k2(f+€)
z X

YLl

(b)
Cuya solucién general es: y=C,-sin(k-x)+C,-cos(k-x)+ f +e

Luego deben determinarse las constantes C,, C, y la flecha f, también incognita, bajo las
condiciones:

y(x:()):O # C2+f+€=0 i C]ZO

L - k= - % (1-cos(k-
dx (x:())_O q Cr-k=0 - © cos(k-1) (1-costh )
Y1) =S ‘ f=Cysin(k-1)+Cy-coslk-1)+ f+e J  f= Casfk.l)(]—cos(k-l))

Sustituyendo, la linea elastica queda: y= -(1=cos(k-x))
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Pandeo elastico. Compresion excéntrica de barras esbeltas

e

Siendo la lineay= (1= cos(k-x))
. cos(k-1)
elastica: .
Y la flecha: f= (1-cos(k 1))
cos(k-1)

El momento maximo, en el empotramiento, es:

P-e P-e
M =P-(f+e)= =
[/ -max = P(f +e) coslk 1) >
cos| |[—-I
E-J,
1 I
Mfzmax =P-e- :Mfzmdx'A
P
cos| [—-/
e
Ml . =P.e el momento calculado por teoria del primer orden
Siendo: 1 4- ! o )
4 [ P J el factor de amplificacion por teoria de segundo
cos -l
VE-J, orden

Si la carga aumenta, la flecha crece mas
rapidamente. - i
La carga que hace tender a infinito a la flecha es la critica:

P, 2,E,JZ Z'E'Jz
f oo # cos(kol)=0 - k-l= ’E]f]z g== # Pk:ﬂ _r

2 4.1° (2-17

Notar que este valor es independiente de la excentricidad e
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Pandeo elastico. Compresion excéntrica de barras esbeltas

X

Siendo:
e P, n?-E-J
= (1-cos(k-1 k= P, = :
/ cos(k-l)( cos(k-1) E-J, k 4.7

Equilibrio indiferente

~Puntode bifurcadion
e=0
Pﬁ%g
| ! '
|
§ ey
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Pandeo anelastico. Limite de aplicacion de la formula de Euler

L) Curva —& refenda #
a la seccion uﬁ‘:n::mg_a-"
-
-
(T, -
ay, L
L Curva =& refenida
(T | a la seccion inicial

g |£n
Fp | | 2

| o |.1: |"i"i\I

= o | o,

|5 E !

LR t

| | g (5

e b e | e

S
|
i} l \H l §
£y Ey £ &
Donde:

T = tension de traccion.
P = carga de traccion.
I = area de la seccion normal a la barra.

£= deformacion especifica producida por P.

Al = alargamiento producida por P.
[ = longitud de la barra cuando P = 0.
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Pandeo anelastico. Limite de aplicacion de la formula de Euler

La expresion de Euler solo es valida mientras que la tensién se mantenga por debajo del limite de
proporcional del material o, lo que corresponde en general a columnas largas. Las columnas

intermedias fallan por pandeo en el rango anelastico y las columnas cortas, no se vuelven
inestables, sino que simplemente fallan por fluencia.

El limite de la aplicacion de la expresion de n’-E n’ E
» ]“lim =

o, = =0 =
Euler puede establecerse como: o ? o,

lim

2
Para acero, por ejemplo: o, =200-MPa  E=200000-MPa w3, = 720000 - ;5

200
300
275 o \\
250 X
225 o5
200 . —
z 175 Hipérbola de Euler:
150 N\ |
125 \«1
100
b N
0" 75 ~——
50
25 Ayl =100
0
0 25 50 75 100 125 150 175 200 225
A
= Acero (sfl=250 Mpa; E=200 Gpa)
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Pandeo anelastico. Teorias de Navier y Tetmajer

Navier fue el primero que hizo notar que por encima de la tension de proporcionalidad o, la
hipérbola de Euler no se cumplia, por lo que dio la siguiente expresion:

o, =300-12-2 [c] = MPa
Tetmajer, luego de cuidadosos ensayos, propuso una ecuacion casi semejante:

o, =300-129-2  [o] = MPa

En la antigua norma DIN 1935 se tomaron las siguientes ecuaciones para el diagrama o,-1

En la fase elastica | Hipérbola de Euler Para A > 105 Tx E(%ﬁ
A

Recta de Tetmajer Para 60 < 4 < 105 O =3100—1140 A4
Enla fase plastica Recta horizontal constante Pglra_O = / =60 | 6¢ =2 300 Kptara
Limitacion Reglamentaria
o
'?ﬂc?;? “. | | N Este método de operar tenia el ménto de su
> 400 w2 - Slﬂ]p?.lﬂldﬂd. aparte de que 1;15 normas se mantenian por
A B debajo de los valores obtemidos expenmentalmente. Sin
1900 C embargo con el transcurso del tiempo, se observaron algu-
’5@5,% nas fallas mas bien conceptuales, como las siguientes:
Oj&%
€¢@, v En B no habia una continuidad entre las rectas AB v
D BC.
\ - " 3 v En C no se produce una tangencia entre la recta de
= Tetmajer BC v la hipérbola de Euler CD.

p—— Fase plastica —sp——— Fase elastica ——
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Pandeo anelastico. Primera teoria de Engesser - Modulo Tangente (1889

Se considera que por encima del limite de proporcionalidad el
modulo de elasticidad E disminuye a E; y es variable mientras
que la tension varia entre o, y oy
Ep =22

de o W
Si para un cierto valor de carga el estado tensional se representa
con un punto como el B en el diagrama de tension-deformacion,
y a través de un incremento AP la carga llega a su valor critico,
la rigidez del material en ese momento esta dada
instantdneamente por la tangente a la grafica, E;. En funcion de

ello propuso la expresién siguiente: 2l E

O = 12
Como las tensiones correspondientes a los médulos referidos a la tangente se pueden obtener a
partir del diagrama oc—¢, larelacion A =1 /i, ala cual la columna alcanzara el equilibrio indiferente,
se puede calcular a partir de la ecuacion mostrada.

Para o= g, > e=g = E=E,=210 GPa
Para o= or — = E=0

Para o, < o< or = & secalcula = E,. secalcula

(LT

0 £, & £ £
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Pandeo anelastico. Segunda teoria de Engesser - Doble Modulo (1895)

Se considera una barra de eje recta cargada axilmente con una fuerza P que produce una
tension por encima de o, indicada con el punto N.

Al producir una perturbacion por flexion, las fibras concavas aumentaran su tension, siguiendo
la recta ND, mientras que las convexas aliviaran su tension siguiente la recta NB.

Esta teoria acepta la hipotesis de Bernoulli, es decir que las secciones se mantienen planas,
aun en el campo anelastico. Ensayos demuestran que esta validez es también aceptable para
materiales no homogéneos como el hormigon.

o,

&

Zona descargada
Zona cargada

a,! (2! o, Tensiones
o |V por flexidn
[
O f
(b) | . |
Y : Tensiones por
Oc =7 1 compresion
X '
\é . N Deformaciones
. I
! . &, dx
N \dpleldx 5

|

(a) (c)
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Pandeo anelastico. Segunda teoria de Engesser - Doble Modulo (1895)

Planteando el equilibrio de tensiones de flexion:

Sr=0 # ~ [ay, +[dY, =0

TM =0 » Ml_‘.-, =P'-”-1I_.,..', - j]-‘r'ﬂ-’:'dﬁ-l— J*vc'-a_:'.df‘f-'_P-“‘:{]
F, F,
2
-T E-I +E -1 2 roo2
Se llega ao—k:ﬂ 3 con T = e [1; dF, |C:J1f dF,
que: A 1 : :

T: mdédulo de Engesser- Von Karman

<
o
Z 8
= =
= =
=2 = :
3 N ' ] o’ O. . .
N a,! TN, ¢ Tensiones
o]V por flexién
L
g, '
2 ; Tensiones por
Oc="7F compresion
1
% . I Deformaciones
. R I
1 | . J
I NG lr%"lgc"dx | tér dx
SEoL
L‘f-dx, 1l £/ dxi

(a) (c)
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Pandeo anelastico. Segunda teoria de Engesser - Modulo Secante (1895)

° Pe - ° - s ..
Ejemplo de calculo del modulo T para una seccion rectangular: Zona traccionada - Zona comprimida

por flexion .

por flexion

h, b-h’ h, b-h’ NG
Sﬁ=b'|;fr'?= 2 ki SE_=EJ'}TC'?= > *
. _ b-h? _ b-h’ : : e
—E-Sp +E, -5 =0 #—E- -,r +E,- jr =0 # E-h’=E,-h’ i b,
2 2 h
Céleulo de hy Caleulo de he h-h’ b-h’
E- —+E - 2 3
) , ) ) E-I,+E, I Py E-h’ +E, -h
hP=E (h—-h) E-(h—h) =E,-h, T=—"t ¢ ¢ =4.— 1 1 =
E-h  =E,-(h—h,) ) 7 WE PE
— — = = 12
VE-h=JE,-(=h)  VE-(-h)={E b : 3 3
|E \'E
. : : .- : =4 E-|——=""—| +E, — | |=
VE-h = "\I'IE: h— ‘u'I‘E: b, VE-h _*“"IJE h, = v E, -h, JVE + *-.,'IIE.- [‘-."E_ ‘\,,'IIE;
hr(\"lf E + 1~‘I-" E, ): x-"IEr - h JE -h= (w'"'E + 1."IE . J h, _ - .
. E-E-JE E-E,E }
hp VE h—h f_w-'E _ \WE+JE, ) VE+JE.] WE+JE )WE+JE
VE +,/E, VE +4E,
E-E, ~E+E 1.F-E
LT T S T, =4-(|,_ BT = T
12 T3 T3 VE+4E | NETAE WE + JE
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Teoria de Engesser-Karman segun norma DIN 4114.

Se establece una relacion tension-deformacion para el periodo

anelastico de la frrm=-
c—-0, e-E—o, _
— =1tgh - Op< O< O

Considerando que o, = 0,80 o, se despeja el valor de o:

C=0p- 0.80+0.20-tghEIE_O'SO'GF ‘ arcigE
| 0200, /e
O & & = &
Recordando: P&y
1’]\]I E ( . 'E— "\ I B 2
LA N AN e
de cosh” £ =70p \ Crp—0Cp ) \Op —0p )
Cr—0p

Introduciendo la ecuacion de Engessser-Karman para seccion

rectangular: 5
T T_E-IE+EI-IF

e I

Queda

01-c
%k 10,5+ f

B Jo0.2:0,F (o -08-0,F

I_1,
A
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Teoria de Engesser-Karman segun norma DIN 4114.

I_1 Jox.
A E

0. 1~0ﬂ or= 240MPa
0,5+

A< Aim

0204 -\ox-08-c Gp=19OMPa
S A

;tlim = IOOMPa

A 2 Mim

280
260
240
220
200
180
160
140
120
100

80

60

40

20

ok [MPa]

0 200 40 60 80 100 120 140 160 180 200
A
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Teoria de Engesser-Karman segun norma DIN 4114. Generalidades

En las barras rectas comprimidas axilmente y en las piezas prismaticas. solicitadas
unicamente por fuerzas axiles y que sélo experimenten un pandeo por flexion, hay que distinguir
(segun las hipotesis establecidas para el calculo) tres valores tedricos diferentes de la compresion

critica:

a) Py como la carga de pandeo ideal de Euler. deducida bajo la hipdotesis de una validez
ilimitada de la ley de Hooke. en conjunto con otras suposiciones igualmente ideales (barra
perfectamente recta, compresion exactamente centrada, 1sotropia perfecta de material).

b) Pr como la carga critica usual de Engesser. para cuya obtencién se prescinde de la vali-
dez ilimitada de la ley de Hooke. manteniendo sin embargo, las otras hipotesis ideales (ba-
ra perfectamente recta, compresion exactamente centrada. 1sotropia perfecta de material).

¢) Pg; como la carga critica real. para cuya determinacion se prescinde también de las otras
hipotesis ideales del tipo geométrico (barra perfectamente recta v compresion exactamente
centrada).
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Teoria de Engesser-Karman segun norma DIN 4114. Generalidades

Si se parte de la carga critica real Pg —para el dimensionado de una barra recta com-

P.
prinida axilmente o de una pieza prismatica no solicitada a tlexi6n— se debe verificar que P < —.

Viy
en donde P es la mayor carga que actua sobre la pieza v v el coeficiente de seguridad real. Asi-
mismo. partiendo de la carga de pandeo usual (de Engesser) Pr o de la carga de pandeo ideal (de

Euler) Pg;. ha de comprobarse que P < 5 o P =75  en donde v es el coeficiente de pandeo
vV, V...
K K

usual (de Engesser) v v ¢l coeficiente de seguridad de pandeo 1deal (de Euler).

Los coeficientes de seguridad viz. vir v v han de estar comprendidos dentro de los
limites que —por motivos de seguridad vy de economia asi como por los de experiencia y conoci-
mientos tedricos— se establecen. Por tanto. han de fijarse tanto mayores cuanto mas puedan apartar-
se de la realidad las hipdtesis fundamentales. ideales v simplificadoras. admitidas para el calculo.

El coeficiente de seguridad real vy, se tomara en general siempre v cuando, para la
determinacion de la carga critica real, se haya tenido en cuenta la maxima excentricidad posible en
la aplicacion de la fuerza, “practicamente inevitable™ v segun los siguientes valores:

vir=1.71  Para la hipdtesis de carga 1 (solicitaciones prineipales)

vi; = 2.50 Para la hipdtesis de carga 1 (solicitaciones principales)
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Teoria de Engesser-Karman segun norma DIN 4114.
Coeficiente de pandeo o

Algunos problemas de pandeo se pueden simplificar al determinarse la carga de pandeo en una
barra comprimida y articulada en sus extremos, de seccion constante F e igual esfuerzo de
compresion P mediante la introduccion de una luz de pandeo |,. Se aplica simplemente

F < O¢ adm

Donde o, ., €s la tension critica admisible a compresion de la barra. Se lleva a la forma:

P
w~;£aadm

Donde o4, es la tension admisible del material.

Luego, el coeficiente de pandeo o queda definido como:

Los coeficientes de pandeo dependen del tipo de material y de la esbeltez de la barra.
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Coeficiente © (DIN 4114)

oy Kgfom- '

3ol '

EXUEY

2 4

2 (Wl

| EWMI

uﬂ 24 g RGO 00 120

T. ﬁhﬁ - -
2880

Sl

i 2

P ..-\.-‘.-\:\.'h-'
e
e

qu_

5

Tensiones de panden

i Engesser .

Tensiones de pandeo

idenles T

40 3
A O OF T¢ adm VE
20 51.815 2397 1.349 1.77

103,898 1.920 1.920 707 2,72

o
=
(o)

adm

c,adm

Table 1: Coellelentes de pandeo o para el acero St 33 1) y St 37

A At i
0t ]2 13 [ 45 [ 6 71 |8 ]9
20 1,04 1,04 104 105 105 1,06 106 107 107 1,08 20
3 1,08 1,00 1,00 1,10 Lo LIt L2 L3 L1330
40 114 114 115 116 116 11T L8 119 149 120 40 !
50 120 1,2 1,23 125 124 125 12 1% 128 1,9 5
60 130 131 132 133 134 4,85 436 137 139 140 60
0 141 142 144 145 1,46 1,48 140 150 1,32 1,53 70
80 15 15 1,58 150 161 162 164 166 168 160 80
8 LM 1T 174 176 178 180 182 184 18 18 90
100 190 1,92 1,94 1,06 108 200 202 205 207 2,08 100
10 211 214 216 218 221 223 227 231 235 239 110
120 243 247 251 255 260 264 268 272 271 281 120
130 28 290 294 200 303 308 312 317 32 3% 130
40 331 33 341 345 350 35 360 365 370 375 140
150 380 385 390 395 400 406 411 416 422 427 150
160 432 438 443 449 454 460 465 471 477 482 160
170 488 494 500 505 511 51T 523 52 535 541 1710
180 547 553 539 566 572 578 58 591 597 603 180
190 610 616 625 62 63 642 649 65 662 660 190
200 6715 682 68 69 71,08 7,00 71,17 12 131 138 200
210 745 762 759 766 773 781 788 795 803 810 210
20 817 825 832 840 847 8355 883 870 878 886 220
220 893 901 909 917 925 933 941 949 957 965 230
240 973 981 98 997 1005 1014 1022 1030 1030 1047 240
| 250 1055 250

Valores intermedios no necesitan ser interpolados




1. PANDEO DE BARRAS DE EJE RECTO

Dimensionamiento - Método directo segun DIN 4114

Meétodo Directo de la DIN 4114:

- - » - - |'_ - r
Para el caso de secciones semejantes., ademas de que la expresion A-+/@ =cfe., también lo es la

relacion:
S'j/l j: =¢le=7 (coeficiente de forma)
_ ép adnf) & P #ﬁ ﬁ‘(’\ﬁ ] E —
’11\4:1:.— V L mm‘ﬁ :I: = '

" - caracteristica de la barra

En manuales existen tablas C - @ - /.
Atento a la forma de la seccion. en publicaciones especificas figura el valor del coeficiente z

., . : , .. F —
(también puede determinarse haciendo el calculo de la relacion ;/?;‘;g;l 7f )
Conocido el coeficiente _, de la tabla respectiva sacamos un valor para ©. Se calcula:

ie) _ &P
™ o
Con la seccion necesana adoptamos un perfil {5 )f:e calcula 7. —P'!/k””’i v de tabla A - @ se
obtiene un x'a_lm' de @; se verifica entonces que:




1. PANDEO DE BARRAS DE EJE RECTO

Dimensionamiento - Método directo segun DIN 4114

SECCION | - z
i?

A

F,-.afa ‘?:_U',GS = -?,G,GE;
Paca ¥-0,00 = 2-1128
Pava 920,20 = Z-200

N 10 al?
0 ‘

2

M {

L {10
- Al a 415
R

£

Y 160




1. PANDEO DE BARRAS DE EJE RECTO

Dimensionamiento - Método AISC (American Institute of Steel Construction)

Para columnas largas, se propone la férmula de Euler, es decir, con un factor de seguridad de
1,92=23/12.

Asi la t?gsmg pgrmlsmle resulta: Py Suponiendo que la férmula de
 perm = ”—2 con A, <A<200 y A= |—— Euler puede aplicarse hasta
23-A on una tension critica de c,/2

Las columnas que tienen relaciones de esbelteces menores que A, si disefian en base a una
férmula empirica que es parabdlica y tiene la forma:

=7 A
O max = _2'12 O 71
c

3
El factor de seguridad FS que se aplica depende de la esb'éﬁagjL%-% —é-[iJ

La tension permisible queda:




1. PANDEO DE BARRAS DE EJE RECTO

Pandeo elastico. Método energético

Indiferente

Energia del sistema
en equilibrio

Energia del sistema
en equilibrio

Energia del sistema
en equilibrio

<

Energia del sistema
perturbado

Energia del sistema
perturbado

Energia del sistema
perturbado



1. PANDEO DE BARRAS DE EJE RECTO

Pandeo elastico. Método energético

P Debido a la perturbacion, la fuerza P experimenta
‘ un descenso:
2
Uy =l-(1—COS(p)ElT(p
2
La fuerza P, entonces realiza una trabajé%
El incremento de energia del resorte "%
es: , 2
. /- .
@, : ne. pl? Sistema estable
E—= 2 2
’ . . - . . 2
Por analogia se tiene con el ejemplo anterigr”-? _ p.L-® Sistema inestable
2 2

_ :P' _ . P =
5 5 » 2 By 3 » k

[ AUusw Sistema estable

Para una barra cargada en general
4 AU<W  Sistema inestable

AU trabajo de deformacion por flexion de la o _
barra; W trabajo que realiza la fuerza P AU =w Condicion para determinar Pk

durante la flexion) L




1. PANDEO DE BARRAS DE EJE RECTO

Pandeo elastico. Método energético

X

Se postula una elastica de la barra perturbada de la forma
(rex . (mex dy mw-y T-X
= . - Mf. =P- -S| —— — = ——"%.C0S| —
y ymax Sln( l j ]FZ ymax ( l j dx l ( l j
La energia de deformacion de la barra por flexion es

})kz ’ ymax2 . Sin2(ﬂ-l.x) . dx

Mf.-d0 ¢ Mf’-d
M

)2 92.E-J, 2-E-J,

2 2 ! 2 2
Pk .ymax .l. ﬂ.x_lsin 2'7T.x :Pk 'ymax
4-7-E-J. | I 2 1 )|, 4E-J,

El corrimiento vertical del punto B es:

l a1y 1¢(x 7-x))
uB:l—I 1+ —yj E—I(—yj -dx:—j(—-ymax-cos(—jj dx =
0 dx 2\ dx 2\ [

0

P2‘y 2 0
_ Tk max
4EJ 2 2 2
: — Pk ymax 1 T 2 _ T EJZ
Tk 412 ‘ymdx




1. PANDEO DE BARRAS DE EJE RECTO

Pandeo elastico. Método energético

En caso que la ecuacion de la elastica perturbada no sea conocida, se puede aproximar con:

y=a- sin(%) +a,- sin(Z %j +a,- sin(3 ?J +...

. . . . 1 (dyY
Luego se calcula el trabajo que realiza la fuerza axial P, aplicadden B:-u, = F, -f;(—y} ~dx
)
MF.° - dx

El trabajo de la deformacion por flexidon en la barraty =I > 57
l =z

Haciendo AU =W

Puede obtenerse P,, que queda en funcion de las constantes al, a2, a3.b:=PF, (al,ag,ag,-.-.)

Los valores correctos de los coeficientes ai son los que hacen minimo el valor de P,. O sea:

PR—

on _,

5611

oF,

Tk _p

da, — al, a2, a3.... - P,
%o

oa,




3. Ejercicio de aplicacion

Una columna IPN 160 se encuentra empotrada — articulada segun el eje
x-x Yy simplemente apoyada con un arriostramiento intermedio segun y-y.
¢,Cual sera la carga critica segun Euler, y cual el esfuerzo normal maximo
admitido si el material es acero F24, el coeficiente de seguridad Cs=1.6 y

la altura de la columna es de 4 m?
Considere E= 2100000 kgf /cm2.

s <
>~
P & x b

T T 3




3. Ejercicio de aplicacion - Resolucion EULER

Primero analizamos las vinculaciones para determinar las longitudes
equivalentes de pandeo:

0,699 |




3. Resolucion

Si bien el pandeo respecto del eje de mayor inercia, conceptulamente y a
simple vista, no sera el limitante, por procedimiento, calculamos ambos:

Pandeo segun el eje x-x:

by
- b Jl [ |
=, top2 F = 22.8 cm?
0 X—--ﬁj.-'-—)( o
y o
(ﬁ t| Skx = 0.6991 = 0.699 - 400 cm = 279 cm
W
—
LA
PCI’X - Ski
2 kg _ 4
T '2100000W 935cm
Per = (279 cm)?

P, = 248956 kg



3. Resolucion
'3

A

Pandeo segtn el eje y-y:

Y

by _ 4
s Jy=547em
: F = 22.8 cm?
x_h?'_x i Sky = 050=0.5:-400cm = 200 cm

cry = Skj%
2 kg 4
e - 2100000@ -54.7¢em
Pary = (200 cm)?
P, = 28343 kg

Claramente el pandeo sobre el eje de menor inercia sera el limitante:

P = min[Pm.x, Pﬂy] = 28.3 ton

NOTA: En la carga critica de EULER no aparece la tensién del material!



3. Resolucion - Falla x carga de compresion

Como primera medida debemos hallar la maxima carga de
compresion que no genere la falla x solicitacion axil en mi barra:

Calculo por Solicitacién AXIL

g | F = 22 .8 cm?
b, |
: E Acero F-24:
X X o
b Coef de seguridad : y = 1.6
I‘; — ":’rrrn’ml — 2400 ; 15
Y
= Ogdm = 1500 ky‘;f‘?ng
N
F”dm < O adm Nﬂdm = Oaam F
N g = 1 ,(mm- 28cm2 = 34200 kg



3. Resolucion x método w

W

" Nadm

0,699 [

:f'{_::

sk

X

F < Jndr.‘rt

Pandeo segun el eje x-x:

i | iy = 6.40cm

2 | F=228cm?

X ; Xwo
. ] Skx = 0.699 1 = 0.699 - 400 cm = 279 cm
h ~.r - . Sty 279cm . iMenor que
MK = — = =l J | |
i 640cm - ° I,f]isrgzltez

AceroF-24: ' x=44 - w = 1,34

Coef de seguridad : y = 1.6 = 7, = 1500 kg/cm?

dm

kg
i Tadm'F _ 1500°> 22.8 cm2

adm W

_ 22523 kg
1.34



3. Resolucion x método w

Y Pandeo segun el eje y-y:
b~ by =1.55cm
el F = 22.8cm?

NS £ =

v iy 1.55cm

Acero F-24: by =129 - w = 3,21

Coef de seguridad : y = 1.6 — 0,

-}i‘
w-N
A adm < g

kg

Nagm = 10655 kg el 3.21

o | Sky = 0.51=0.5-400cm = 200 cm

= 1500 kg /cm?

_ Gadm'F _ 1500(1}12!22'31:1?1;: 10655 kg
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