Solicitacion x TORSION

/\‘ Estudiaremos la solicitacion por torsion,

gue es el caso en el cual, al trazar los
diagramas de caracteristicas, la unica
solicitacion que aparece en la seccion
es un momento torsor.

Se estudiaran las tensiones y deformaciones producidas por el efecto de
un par o momento torsor. La aplicacion mas comun es la asociada a
arboles o ejes de transmision.

La solucidn rigurosa la dio Saint Venant mediante la funcion de Airy que
escapa a los alcances de Estatica y Resistencia de Materiales.

Primero resolveremos el problema mediante la Hipodtesis de Coulomb
(que solo se cumple para secciones circulares).



Torsion en barras de seccion circular

Hipotesis de Coulomb

i “Las secciones normales al eje longitudinal

[ ([ baricéntrico de la pieza permanecen planas
> y paralelas a si mismas luego de la

deformacion; y mantienen su forma”.
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Esto no ocurre en secciones que no son
circulares




Ecuaciones de equivalencia

Al reducir el sistema de fuerzas

/\‘ actuantes al baricentro de la seccion
solo se obtiene un par contenido en el
plano de la seccion.

e

Por lo tanto, las ecuaciones de
equivalencia se transforman en:
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Seccion circular de material elastico lineal

Determinacion de las tensiones tangenciales

De acuerdo a la ley de Hooke:

siendoJ, = ——
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Esta ultima ecuacion nos dice que la
ley de variacion de la tension
tangencial es lineal respecto de la
distancia al baricentro.
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Seccion circular de material elastico lineal

Angulo de torsidn especifico
Partiendo de la expresion desarrollada en la teoria y a la ley de Hooke:
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Angulo de torsion total

Si queremos encontrar el angulo de torsidn total (rotacidon entre dos
secciones separadas una distancia “1”)

M_1 O — 32M I
- GJ, G.zw.D*
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Al producto G.Jp se lo denomina rigidez a la torsién



Seccion anular
Determinacion de t
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Comparacion Seccion anular vs. circular

Observando el diagrama de
tensiones, vemos que la zona
central de material colabora en
forma escasa a la resistencia;

en cambio en la seccidn anular
|la diferencia de tensiones no es

tan importante.

Esto conduce a deducir que la seccidén anular permite un

mejor aprovechamiento del material, de forma tal que el r = %

peso de un arbol hueco sera menor que el de uno macizo o n.D’

para transmitir el mismo par torsor M.

NOTA: para el mismo My e igual @, como las areas de 16.M D

los diagramas de tensiones son equivalentes, la tpax dela Ty = ——
w.(D, -D,)

seccion anular es levemente mayor que la de la maciza
equivalente, en funcion de Ia relacion de Jyo|ares



Solicitacion por TORSION - resumen

* [ensiones generadas
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Comparacion de Solicitaciones

AXIL TORSION
G.=N./F — M, .R
max JP
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Ejercicio ejemplo N° 1
La barra circular de diametro D, que se indica en la figura, se encuentra empotrada en

ambos extremos y sometida a un par torsor Mt aplicado en la seccion C. De acuerdo
con los datos indicados en la tabla se solicita:

1) Determinar las reacciones de vinculo

2) Realizar los diagramas de momento torsor Mtz, angulo de torsion total @ y

angulo de torsion especifico 9 a lo largo del eje de la barra, explicitando valores
3) Calcular las tensiones tangenciales maximas en cada tramo

: DO : A C Mt B
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Lo primero que tenemos que hacer es
hacer el diagrama de momentos torsores
(el unico D.E.C. posible en torsion pura).

Y lo hacemos ya que las formulas, tanto
de tensiones como de deformaciones,
involucran pares torsores Mt actuantes
en cada tramo a calcular o considerado: Diagrama de Mt actuantes

(estimativo no valorizado)
M ACTUANTE » R
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, A c M B
Determinar las ar | M
reacciones de — E— ——

vinculo . .

1) Equilibrio Estatico. La unica ecuacion que permite la estaticaes: My + Mg =M, (1)

2) Equilibrio Elastico. Ecuacion de

compatibilidad geométrica o de deformaciones:
el angulo de torsion total en “C* es el mismo si
lo considero en el tramo A-C o en el tramo B-C:

.D?
To="3"
Myl Myl () 7(D; - D)
G-J, G,-J, Jor =7 4908,75150,1194 44,8806




Diagramas
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Mt ©
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Calcular las tensiones tangenciales maximas en cada tramo:

SECCION CIRCULAR SECCION CIRCULAR HUECA
I:H.I". T’I'I'I-CIZ".
X

Tomax Tinax

Y MACTUANTE . R
th —

JP
Tramo 1 (A-C): Tramo 2 (B-C):

.M D, . My D,
max max

JOI 2 J02 2



Calcular las tensiones tangenciales maximas en cada tramo:

SECCION CIRCULAR SECCION CIRCULAR HUECA

Ill:'-'ITI..I"'\a. II:III-CIZ“-.

TI'I'IL'.'M. TI:'_'..."'.

Y MACTUANTE . R
th —

JP
Tramo 1 (A-C): Tramo 2 (B-C):

T,letA.DO Trz:MtB.DO
max max

JOI 2 J02 2




Aplicacion para calculo de arboles de transmision:

Con frecuencia, los ejes y tubos con secciones circulares se utilizan para transmitir la potencia
desarrollada por un motor. Cuando se utiliza con este fin, se somete al eje a un par torsor (que se
denomina arbol) que depende de la potencia generada por la maquina y de la velocidad angular del
eje.

La potencia se define como el trabajo realizado por unidad de tiempo. Por su parte, el trabajo
transmitido por un eje giratorio es igual al par aplicado por el angulo de torsion. Por lo tanto, si durante
un periodo de tiempo dt un par de torsion Mt aplicado hace que el eje gire un angulo dQ, entonces la
potencia instantanea es: . Mt dO

dt
Como la velocidad angular del eje es OE [/0a potencia puede expresarse de la siguiente manera:
L=Mtw

Para poder utilizar esta expresion deben emplearse unidades consistentes. Por ejemplo en el sistema SI
(SIMELA para nuestro pais), la velocidad angular Ode mide en seg-1, el momento torsor Mt se mide
en kN m y, en consecuencia, la potencia L en kJ/seg. Sin embargo, estas no son unidades empleadas
normalmente en la practica.

Al medirse la potencia en CV, llamandola N, la velocidad angular en rpm, llamandola n, y el momento

en kN cm, llamandolo Mt, la expresion anterior se convierte en:
Mt [kN.cm] =716,2 N/n

Para 1 ' 1 si scnico: T
ara las unidades del sistema técnico Mt [kg.cm] = 71620 N [CV] / n [rom]



Ejercicio ejemplo N° 2

Dado un arbol motriz sobre el cual estan montadas cuatro ruedas segun se observa en la
figura, y de acuerdo con lo indicado en la tabla de valores, se solicita calcular los
diametros de los ejes d1, d2, d3 y d4.

L Ay e B
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Condiciones de borde o de calculo:

1) Consideramos la potencia en CV (para uso del coeficiente mas usado en la practica).
Recordemos que 1 HP son 1,0138 CV

2) Consideramos que los rendimientos mecanicos son ideales (no existen pérdidas de
potencia).

3) Consideramos que las 4 cuplas reactivas son iguales.

4) Consideramos para el calculo la situacion mas desfavorable o comprometida: las 4

cuplas reactivas toman potencia simultaneamente.

(1) Si obtenemos de la chapa de caracteristicas técnicas del motor eléctrico el nimero n [rpm] y
la potencia N [CV], el Mt entregado por el motor sera Mt [kN.cm] =716,2 N/n = 358 kNcm

(2) Sino existen pérdidas de potencia puedo considerar que el par entregado por el motor sera
el mismo aplicado al eje cuyos diametros deberé calcular: Mt = 358 kNcm

(3) M4 =My =M3=My =M,

Dimensionamiento por resistencia (tensiones):

3
\,
B MrﬂCTUﬂNTE‘ D _ Mt scruante | ds 16 M

o - T-T
max Jﬂ 2 W ‘ admn ‘

o0 R

Tadn =2 T

con Wp=1.D3%16



Dimensionamiento (calculo de los diametros):

Lo primero que tenemos que hacer es
hacer el diagrama de momentos torsores
(el unico D.E.C. posible en torsion pura).

Y lo hacemos ya que las formulas, tanto
de tensiones como de deformaciones,
involucran pares torsores Mt actuantes
en cada tramo a calcular o dimensionar

Mt actuantes

|\/|i=|\/|1=|\/|2=|\/|3=|\/|4=|\/|t/4

Mt,
Dimensionamiento:

Mt activo del eje a dimensionar = 358 kNcm

Mt/ Mt/ 4 MF  MEE Mt/E
- -
} 74 |
N ST IT IT FT YT IT SE I T X IFE ¥ L IL XL FI T =0
B T N T T T N
4 dy  dg dg
fr ] ) a
- - L 3
F 3
M2
; f -
Mt/d
Mi/d Mt/2
M4 | M2 | Mt df 4 dz

89,525 179,05 = 358,1 8486 1088




Conclusiones

El dimensionamiento se hace:

A) o por rigidez (deformacion)
B) o por resistencia (tension)

A) Si se dimensiona a la resistencia, se calculan los parametros
de la seccion en funcion de la tension admisible. Luego se debera
verificar a la rigidez, comprobando que las deformaciones
maximas provocadas con la estructura ya dimensionada no
superen las deformaciones admisibles.

B) Sise dimensiona a la rigidez, se calculan los parametros de la
seccion en funcion de la deformacion admisible. Luego se debera
verificar a la resistencia, comprobando que las tensiones maximas
provocadas con la estructura ya dimensionada no superen las
tensiones admisibles.



La seccion rectangular sujeta a torsion

Si fuera valida la teoria de Coulomb, en el
vértice A existiria una tension normal al
radio vector que une A con el baricentro,
vector que admitiria dos componentes. Por
cauchy las mismas generarian tensiones
actuantes en las caras laterales lo cual es
imposible .

i
>

En realidad las secciones se
alabean y de lo expuesto no se
cumple la hipotesis de Coulomb.
La solucion exacta la da la teoria
matematica de la elasticidad .




La seccion rectangular sujeta a torsion

Distribucion de Tensiones tangenciales x Torsion en la seccion rectangular
(analogia de la membrana — teoria de Saint Venant)

Tmax

MT
TMax = . a.b2
_ ' b T°=0Q.1T
T o=p M v e
Gab’
3 Tmax
NOTA: @, By ¢ se obtienen de
tablas para la relaciéon entre la base
y la altura del rectangulo (b/a).
Ejemplo:
a M M
—=00=>0=3 =3 T, =3.—L 0=3—=L
b P Max ab’ Gab’
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Ejercicio ejemplo N° 3
La barra rectangular de acero mostrada en la figura sera sometida a torsion.
Teniendo en cuenta los datos que se indican en la tabla, Se solicita:

(1) Para el Mt indicado en la tabla determinar la tension tangencial 7 y el angulo de
torsion (=) total maximos.

(2) Calcular el valor del maximo momento torsor actuante que podria soportar la
barra para que la tension tangencial maxima no supere el valor admisible 7 adm.
(3) Determinar a qué valor deberia reducirse la longitud | de la barra para que,
actuando el momento torsor calculado en (2), el angulo de torsion total no supere el
valor admisible (<) adm.

A




(1) Determinacion de valores maximos ( 7 y (<) ):

Primero debe determinarse la relacion (a/b), que en nuestro caso es 9,2/4,6 = 2
para luego encontrar de tablas y/o calcular los coeficientes o, B, ¢

T

it

Para nuestros datos:

2
#_G-b

W,
a

1 /b o B
1.0 4,80 7.11 1,000
10 | 1.5 | 480 | 433 | 7.11 | 511 | 1.000| 0.859
b 15 | 18 | 433 ] 418 | 511 | 467 | 0859 | 0.820
18 | 20 | 418 ] 407 | 467 | 437 [ 0.820] 0.795
(20 D 25C] 4.07) 3.88Q 4.37 D402 | 0795 0,766
25 | 3.0 [ 388 | 374 | 402 | 3.80 [ 0766 | 0.753
3.0 | 4.0 [ 374 ] 355 | 3.80 | 3.56 | 0753 0,745
40 | 6.0 | 3.55] 335 3.56 | 3.35 [0.745] 0743
60 | 8.0 |335] 326 335326 0743] 0742
8.0 | 100 | 3.26 | 3.20 [ 3.26 | 3.20 | 0742 0742
10,0 | 9990 | 3.20 | 3.00 | 3.20 | 3.00 [ 0742] 0,742
9999 3,00 3,00 0,742
Los valores maximos son:
. Mt
max VVt*
Mt 204918 5,
®mdx = s
G-J




(2) Valor del maximo momento torsor actuante que podria soportar
la barra para que la tension tangencial maxima no supere el valor
admisible 7 adm

r
g y
Mt Taam” W,r

nax

Mt*,,. = 383 kNcm (el Mt dato era 240 kNcm)

El valor del maximo Mt* a aplicar es claramente superior al Mt dato ya que, calculada la
tension maxima ( T max= 5,01 kN/cm? es sensiblemente menor a la T adm de 8kN/cm?)




(3) Valor al que deberia reducirse la longitud | de la barra para que
actuando el momento torsor calculado Mt*,,.,, el angulo de torsion

total no supere el valor admisible ®adm

l*’ _ ®adm G']t*
max Mt* ,

max

I*max = 224 cm (el | dato era 240 cm)

El valor del I*max calculado es inferior a la longitud | dato ya que la deformacion maxima
( @ max) provocada por aplicacion de Mt*max es mayor a la @adm (de 3°)

A
B i‘t‘*
Max
——-

\ Grafico ),




Secciones cerradas simples de pared delgada

Consideremos una seccion cerrada
de pared delgada, con paredes de
espesor pequeno con respecto a las
dimensiones de la seccion. La misma
se presta a un estudio elemental
suficientemente aproximado.

Sin mayor error, la teoria de Bredt establece:

®»Como el espesor es reducido, T se supone
constante.

®»Que la direccion de 1 es tangente al
contorno medio.




Secciones cerradas simples de pared delgada

Tension tangencial:

g

\\\/4
o _ M, Ia’S
4.GQ° " e
En secciones como la de la figura, la integral puede
resolverse mediante una sumatoria de términos,

dividiendo el contorno medio en segmentos finitos,
por lo que el angulo total de torsion sera:

Me-1 K h

_ 1
G)mci*c _ ~ Z_

4-G-Q° g

0

Angulo especifico de torsion:




Torsion en secciones abiertas de pared delgada

.
to

La teoria de Saint Venant puede generalizarse para este tipo de
secciones. Se considera enderezar el perfil tomandolo como un
rectangulo muy alargado:

%=00:>a:3 p=3 TMax=3-MT




Torsion en secciones abiertas de pared delgada

Secciones armadas por rectangulos de distinto espesor

_ 3M,

CGYse
De la expresion (I1)
r =0Ge . 3.M e,

3.Me T s
L Ys.e
llamando Momento de inercia ficticio a:
J = 1257_.81_3 ST, = M,e N M,
3= J . G.J



La barra de seccidén cerrada simple de paredes delgadas mostrada en la figura superior sera
sometida a torsion. Se solicita:

1. Determinar el maximo momento torsor Mt,sxc que puede ser aplicado en la seccién B, de
forma tal que no sean sunerados los valores admisibles de la tensién tangencial Tadm vy del
angulo de torsion total @adm.

2 Sin superar_tampoco los valores admisibles de la tension tangencial T4 ni del angulo de
torsion total @ adm hallar el maximo momento torsor Mt.,o.x5 que puede ser aplicado en la misma

seccion B si, por un efecto de corrosion localizada, la seccion se abre como se indica en la figura
inferior

b d t ] { 2 [ G Tadm @adm I
kN/em? | kN/em? K .

m- 8000 “-




(1) Determinar el maximo momento torsor théxc que puede ser aplicado en
la seccion B, de forma tal que no sean superados los valores admisibles de la

tension 7,y del angulo de torsion total (5)

Contornos cerrados:

Mt
7T ,  =—
max 2 . Q ) tml,n

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

adm

b-d
Q=——
2
2
" h h h gj +d” b
2_122_1+_2:2 + —
i-1 L L h 4 Iy

NOTA: h;yt; son respectivamente las longitudes y los espesores de cada tramo a la altura del

contorno medio

De donde el maximo Mt

Mtcl = Z'Q'tmin T odm

4.G-0°-0

adm

Mth = "
. Z@

i1 L

maxc

Mt.q: limite a la resistencia

Mt.,. limite a la rigidez

es el minimo de las siguientes expresiones
(comprobando tanto a la resistencia como a la rigidez):

Q ﬁ h_2 Mtc] Mth maxc
4 I
cm? kNcm | kNem | kNem
60 16,25 10 768 1 1689,6 768




(2) Determinar el maximo momento torsor Mt

axa

que puede ser aplicado en la

seccidon B (ahora abierta por un efecto de corrosion localizada) de forma tal que
no sean superados los valores admisibles de la tensién Tadmy del angulo de

torsién total ()

Contornos abiertos:

max i 2

h -t

1 1

9_

T

3-Mt,

Gt

Con...

=%
i=1

NOTA: hiyti son respectivamente las longitudes y los espesores de cada tramo

De donde el maximo Mt

maxa

(comprobando tanto a la resistencia como a la rigidez):

3
T Ly
Mtalz adm Z 131
tmdx i=1
GO &bt
Mtaz _ ladm . 131
i=1

Mt,4: limite a la

resistencia
Mt,o.  limite a la
rigidez

es el minimo de las siguientes expresiones

h ‘fl3

3

3

al

3

Mt

a2 maxa

cm’?

2,21867

cm’ | kNem
3,33333/62,1653

kNcm | kNcm
38,7497 38,7497



Influencia de la forma en la eficiencia de
secciones sometidas a torsion

Se proponen 7 secciones de diferentes formas, pero todas con:
e La misma area (F=10 cm?),
 El mismo material (mismo G=1y misma 7adm=1).
* En las secciones delgadas, se toma 0,5 cm de espesor.

En primer lugar, se calcula para cada una su capacidad portante, esto
es el maximo momento torsor que puede soportar sin que las
tensiones admisibles sean superadas.

Como todas tienen la misma area, el momento calculado es una
medida de su eficiencia a la torsion (kNm/ cm2).

Luego, independientemente de su capacidad portante, a todas las
secciones se les aplica un par torsor unitario, calculandose el angulo
de torsidon especifico a cada seccion.

Esta es una medida de su rigidez torsional.



Influencia de la forma en la eficiencia de secciones sometidas a torsion

:[__.’?___

W *=5.52 cm’;
J*=11,5 cm*

Mt W, *= 5,5

maxr — CTadm

Forma de la seccion Fararfllrt'rﬂs Analisis de tensiones Analisis de deformaciones
oeometricos
Seccion circular D=3.57 cm; Teoria de Coulomb: Teoria de Coulomb:
; Jo=15.9 cm*; Mt ; Mt S~
W= L] T = — — = b,
Wo=8.93 cm X {"1"'::: x G _f.:.
Mtymax = Tagm Wa
Mt,,,. = 8,93
D, =6.8Tcm; Teoria de Coulomb: Teoria de Coulomb:
Di=587 cm; Mt 5 Mt 098 1{!‘3
Dp=6.3Tcm; Tmax = Tar =" — U
e={.5 cm; ['lll"rﬂ G -‘F o
Per: 20 cm; Mtyax = Taam Wp = 32,0 :
1.=102cm*: Teoris de Bredt: Teoria de Bredt:
W,=32 cm?; Mt 0. = Mt Per
0=319cm’ A 4G 0N2%e
" - 0,98 102
Mt = Toggm2 Qe=319 |~
Seccion cuadrada a=3,17 cm; Analogia de la membrana Analogia de la membrana
- a=4.8 cm; Mt _2
.......... o B=7.11 cm; Tmax—w* EE:G} i 7,110
EI NN We=657em’s | Wy L W e .
! J*=14.0 cm? max — “adm 't T
Seccion rectangular b=2.24 cm; Analogia de la membrana Analogia de la membrana
h=2h b=4 48 cm; Mt -2
= a=4,07 cm; Tma_x:w* Ez:ﬂj *: 8,710
=437 cm; t t




Influencia de la forma en la eficiencia de secciones sometidas a torsion

Jr*=0.833 cm*

Tmax = fr_*E

Jo=
e

1,7

thux = Tadm

Seccion cuadrada hueca | a=5 cm; Teoria de Bredt: Teoria de Bredt:
: =(),5 cm;
! ;_Z_SCZITI: o :ﬂ Mt Per
' =1J) cm mix " 9 e = . _1,61{]_2
gy | TOESIER g = 2 NE=125,0 o
Perfil doble té h=10 cm; Teoria perfiles delgados abiertos Teoria perfiles delgados abiertos
b b=5 cm; Mt o
e=(0.5 cm ¥ ZﬁE o B = 12010
' . J1*= 0,833 cm? E - T
T
h Mtyax = Taam Tz 1,7
| i-X
Perfil doble té h=10 cm; Teoria perfiles delgados abiertos Teoria perfiles delgados abiertos
b=5 em; Mt p
e=0.5 cm B, = = 12010

_G]T*




Influencia de la forma en la eficiencia de secciones sometidas a torsion

De la informacién suministrada en la tabla anterior surge que, a diferencia de lo que sucede en
solicitacion axil, la forma de la seccion tiene muy fuerte influencia en su eficiencia y rigidez: la

seccion mas eficiente exhibe una capacidad portante del orden de 20 veces mas que la menos
eficiente, y semejante relacion existe también para las rigideces, tratandose del mismo material
y la misma area. De hecho, tanto en tensiones como en deformaciones pueden ordenarse asi:

b

i

h

Mayor eficiencia

Mayor rigidez




Influencia de la forma en la eficiencia de
secciones sometidas a torsion

La seccion ideal para torsion (tanto en tensiones como en
deformaciones) es aquella en la que el area se encuentra lo mas
igualmente alejada posible del baricentro (una seccion anular de
gran diametro y pared muy delgada), y cuanto menos se parece la
geometria a la de un anillo, mas ineficiente es.

Obsérvese que lo menos conveniente para utilizar en torsiéon es un
perfil laminado como el “doble té” o el “U”. La explicacidon es que,
en general para cualquier solicitacion, para que el area sea mas
eficiente debe estar presente en donde existen mayores tensiones.

En particular para torsion, las tensiones en el baricentro son nulas
y aumentan conforme nos alejamos del baricentro, por eso el area
es mas conveniente cuanto mas alejada esta respecto del
baricentro.
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