CapriTULO 1

SOLICITACION POR TORSION

1.1 Teoria de Coulomb: Torsion para Secciones Circulares y Anulares
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Fig. 1.1: Barra solicitada a torsién pura

La teoria de Coulomb describe el comportamiento de las secciones circulares so-
licitadas a torsion pura. Al someter una barra a torsidn, la misma sufrird un giro entorno
a su eje, lo que significa distorsiones angulares. Asumiendo la ley de Hooke esto resulta
en la aparicion de tensiones tangenciales. Dada las condiciones particulares de este tipo
de seccion la direccion de estas tensiones siguen trayecto particular que analizaremos a
continuacion .

Como puede observarse en la Fig. 1.2, la existencia de tensiones no tangentes al
contorno de la seccién implica la existencia de una componente normal al mismo. A
su vez, segun el teorema de Cauchy, resultaria en tensiones tangenciales en la superficie
externa de la barra. Como deben ser tangentes al contorno del mismo y ortogonales al
radio.

Al solicitar una barra a un momento torsor (M,), esta gira respecto a su eje describi-
endo un arco de circunferencia. Se asume que el giro es constante en la seccidn, es decir,
tanto los puntos mds cercanos al baricentro como los més lejanos giran el mismo angulo.

Si analizamos un diferencial de longitud de la barra, como muestra la Fig. 1.3, podemos
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Fig. 1.2: Tensiones tangenciales en el perfil y en un cubo elemental

encontrar una relacion entre el giro y la distorsion.

Abatiendo ambos tridangulos:

dX r

=) Arl @

Fig. 1.3: Giro relativo entre secciones

Planteando semejanza de tridngulos, obtenemos la siguiente igualdad:

Vr-dx =dby-r
do,
=—.r
v dx

Desarrollando la ecuaciéon de equivalencia correspondiente al momento torsor:

do,
Mt:/T-rdAz/(G"}’r)‘VdAZG/')’r'rdA:G/( -r)-rdA
A A A A\ dx

Como el giro es constante en la seccion se puede simplificar la integral:

o, [ , a6,
! dx ,[4 " de P

Siendo Jp el momento polar de la seccién.

De la ecuacién anterior podemos despejar la derivada del giro respecto a x. Este

pardmetro recibe el nombre de giro especifico o curvatura, y describe el giro por unidad
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de longitud. Usualmente se lo representa con la letra griega y:

do, M,
dx  G-J,

X:

Para hallar el giro 8 de una seccidn, basta con integrar el giro especifico a lo largo

de la longitud de la barra:

M, 1
9(x)=/)(dx= dx = /Mde
i [G'Jp GJp l

Es importante notar que la funcién que describe al giro dependerd del diagrama
caracteristico de momento torsor. En el caso de tener un momento torsor constante a lo

largo de la barra, resulta:
Mt X

0 =57
p

Para hallar la expresion de las tensiones se utiliza la ley de Hooke:

de, M, M,
=G-y.=G- rl=G-x-r=G- = :
! 4 (ﬂ ﬁ xer (Gu@)r G-J,
M,
T=—"r
‘]P

Fig. 1.4: Diagrama de tensiones tangenciales debido a M,

Como puede observarse, la tension varia linealmente con el radio. Esto significa

que las tensiones serdn mayores en los puntos més alejados al baricentro.

1.2 Teoria de Bredt: Torsion para secciones cerradas de pared delgada

Describe las tensiones y deformaciones de secciones tubulares de pared delgada sometidas
atorsion. Se basaen la hipétesis fundamental que las tensiones son constantes en el espesor

de la seccion.
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Fig. 1.5: Tubo de pared delgada solicitado a torsién y flujo de tensiones generado

Basdndonos en dicha hipoétesis, planteamos sobre el plano de la seccidon cierta
distribucion de tensiones. Luego, aislamos una parte de la seccion del elemento de la
barra de longitud dx, como se ve en la Fig. 1.5. Por Cauchy, si tenemos las tensiones 7
y T2 en el plano de la seccidn, entonces tendremos una distribucidon de tensiones como se
muestra en la figura para el plano X-Y. Considerando que el elemento estd en equilibrio,
se plantea que la sumatoria de fuerzas en direccion X es igual a cero. La sumatoria de
fuerzas en X se calcula haciendo el producto de las tensiones, que son constantes segun la

hipdtesis mencionada, por la superficie donde actian:
ZF =0=-11-e;-dx+1-er dx

Por lo tanto, podemos establecer una relacion entre las tensiones tangenciales de la
seccién segin su ancho:

T €1 =T €

Definiendo el producto de la tensién 7 por el espesor e como el flujo de tensiones

q, podemos notar que el flujo de tensiones es constante en la seccidn.
Q=92 — q=k

1.2.1 Tensiones segin la teoria de Bredt

Para analizar la dependencia de las tensiones con el momento torsor plantearemos la

ecuacion de equivalencia correspondiente:

M,=/‘r-rdA
A
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Debemos recordar que en la ecuacion anterior la distancia r se mide como la distancia
hasta el baricentro, perpendicular a la direcciéon de 7. En este caso, como las tensiones son
constantes en el espesor, la distancia r resultard igual a 1a distancia a la linea media, medida
perpendicular a esta. Por la misma razon, el diferencial de area resulta del producto de

la longitud por el espesor. Dicha integral se realiza a lo largo de cada tramo de la linea

M,:/ T-r-edl
LM

Como vimos anteriormente, el producto de las tensiones por el espesor es constante

Mt:‘r-e/ rdl
LM

Para analizar como realizar la integral de linea, asilamos un diferencial de longitud

media:

en la seccion, y por lo tanto:

de la pared de la seccidén tubular, como se puede ver en la Fig. 1.6:
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Fig. 1.6: Tensiones en un diferencial de longitud aislado

Considerando el drea del tridngulo marcada en la figura, podemos hacer el siguiente

reemplazo:
rdl=2dQ

Entonces podemos desarrollar la integral de la siguiente forma:

M,=T-e/ rdl=T~e/2dQ=2-T-e/ dQ
LM Q Q

Mi=1-2-¢-Q
Entonces finalmente la expresion para el calculo de las tensiones resulta:

M,

"T2eQ
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Al barrer la linea media en la seccidn, Q resulta ser el drea encerrada por ella.

Fig. 1.7: Area Q encerrada por la linea media

1.2.2  Giro y curvatura segun la teoria de Bredt

El andlisis de los desplazamientos asociados no derivan directamente de las tensiones sino
que serd necesario plantear el problema utilizando consideraciones energéticas.

La energia externa viene dada por el momento aplicado integrado en la curvatura y

Ue://Md)gdL
LJy

Si consideramos cargas cuasiestdticas, entonces la curvatura es proporcional al

en la longitud. Por lo tanto:

momento:
X = k . Mt —_— Mt =

1

1
—>Ue:/‘//£d)(dL=/—/)(d)(dL:/— —dL / “M; - x dL
L)(k Lk)(
—1/M dL
=5 . t° X

Por otro lado, para la energia interna, definimos primero a la energia de deformacién

por unidad de volumen para el caso de tensiones tangenciales como

u,-:/Tdy
Y

Por lo tanto, la energia interna total resulta

Ul://rdde
Vdy
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Aplicando la ley de Hooke:

Ui://G-ydde
vV Jy

1 1
v2 v 2

Si lo reescribimos en funcién de las tensiones tangenciales

1 1 T 1
U=~ vy dV = = = dV=—— [ 2 av
’ 2L77 LKTG 2. G )"

Una vez obtenida la expresion de la energia interna y externa, planteamos la igualdad

entre ambas:

1 1
— M, ydL=—— 2 dA dL
[z £ X lG[AT

1
Mt'X:E‘/ATZdA

Para desarrollar la expresion tomamos en cuenta que estamos analizando los giros

especificos, por lo que consideramos una faja de longitud unitaria. Entonces:

Fig. 1.8: Faja de longitud unitaria

dA =e dl
Ademds, recordemos que:
M,
T =
2:e-Q

Utilizando estas relaciones, desarrollamos:

2 2
1 M, 1 (M e
My -y =— cedl=— - — dl
rx G/(Zaﬁ)e G(zg)/é
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M, 1
M [y
X GAxﬁ/e

Reescribimos la ecuacién, de forma tal que la curvatura es funcién del momento, de

un pardmetro material y otro relacionado con la geometria de la seccion:

M, 1
I T
X ¢G{P/e

Definimos el médulo J; tal que:

J_¢92
1= r
[Lai
Entonces:
X=GI,

Escrita de esta forma podemos observar que la expresion para la curvatura segin la

teoria de Bredt resulta similar a la expresion dada por Coulomb para secciones circulares

1.3 Teoria de Saint-Venant: Torsion en secciones abiertas

La teoria de Saint-Venant se utiliza para describir el comportamiento a torsion de barras
prismaéticas de cualquier seccidn. En este curso se utilizard para las secciones abiertas de
perfiles normalizados.

Tomando como modelo de referencia una seccién rectangular, mediante un razon-
amiento analogo al utilizado en la teoria de Coulomb se puede concluir que las tensiones
han de ser tangentes al contorno de la seccion. Como vimos, no puede haber tensiones con
direccién hacia el borde de la seccidn, entonces las mismas irdn disminuyendo a medida

que nos acercamos a las esquinas, para hacerse completamente nulas en esos puntos.

ATTT TN

1>

Fig. 1.9: Flujo de tensiones tedrico vs. modelo simplificado

El desarrollo de la teoria de Saint Venant parte de la teoria matemética de la
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elasticidad, para barras de seccién uniforme o constante (prismaticas), sin impedimentos
al alabeo, y sometidas a momento torsor constante. Haciendo una serie de hipdtesis
adicionales, en el caso de las secciones rectangulares, quedan definidas la tensién y la

curvatura de forma tal que:

_a"M[
Tmax—m
_IB Mt
X = G-a-b?

Si definimos un pardmetro K como la razén entre los lados de la seccién (K = 37),
entonces se puede construir el siguiente cuadro con ciertos valores de @ y  en funcién de
K:

K 11,00 150 | 1,75 | 200 | 250 | 3,00 | 400 | 6,00 | 8,00 | 1000 «

o (480|433 419407388 374395 336|326 3191300

B |71 | 510 510|468 | 402|380 355 (335326319300

Fig. 1.10: Tabla de valores de a y 8

También es posible aproximar « y £ con las siguientes férmulas:

1,8
a=3+-=
K

5= 3
- 0,63
(1--%

Habitualmente se toma un modelo aproximado con una distribucién lineal de ten-
siones en sentido de la direccion mayor, tal como muestra la Fig. 1.9. En este modelo
simplificado, y asumiendo que la pieza es lo suficientemente angosta para que K tienda a

infinito, la tension maxima resulta:

M; M;
a-bz_%~a~b3

Donde la dimensién b es el espesor de la seccion, entonces lo podemos reescribir

como:
M;
T=—"¢ con J;=
J

'Cl'€3

W =
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Similarmente, la curvatura queda definida como:

Una vez mds, esta expresion es similar a la dada por las teorias de Coulomb y de

Bredt para el giro especifico.

Estas formulas se puede utilizar para secciones abiertas curvas, e inclusive extrapolar

para perfiles laminados, plantedndolos como combinacion de secciones rectangulares.

[ ]
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= I

Fig. 1.11: Célculo del J; para seccién abierta curva y perfil IPN

En el caso de las secciones curvas se tomara el J; correspondiente al rectingulo

resultante de la transformacion.

3

Ji==—-m-d-e

1
3
En el caso de los perfiles laminados se tomard la suma de los J; de cada rectdngulo

que, aproximadamente, componen a la seccion original.

Jt:z;;Jn':ZI%‘hi'f?

Por ejemplo, en el caso del perfil IPN, esto resulta en:

2 1
— 3 3
Jt—g'bf'lf'l‘g'l’lw‘l'w
Como vimos, la tension tangencial es directamente proporcional a e. Por lo tanto

las tensiones maximas se hallaran en las regiones del perfil de mayor espesor.
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