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1 Introduccién

1.1 Estructuras continuas y estructuras de barras

Las estructuras pueden adoptar tipologfas muy diversas, de acuerdo a su geometrfa y
a su forma de trabajar. Asf, podemos hablar de estructuras continuas, cuando no es
posible diferenciar los distintos “elementos” que las forman, y estructuras de barras,
cuando estdn formadas por piezas prismdticas enlazadas entre sf. Entre las estructuras
continuas podemos distinguir aquellas en las que es posible identificar un “espesor”
y hablar de estructuras superficiales, tales como placas, membranas, ldminas, etc., de
aquellas estructuras sélidas o masivas (ver Figura 1.2).

a) b)

i

Fig. 1.1: Estructuras superficiales sometidas a peso propio: (a) placa trabajando a
flezion, (b) membrana trabajando a tensién y compresién
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Fig. 1.2: Ejemplo de estructura masiva: presa béveda con su cimentacion

propio; la placa de la Figura 1.1a trabaja a flexién, mientras que la torre de refrigeracién
de la Figura 1.1b trabaja como membrana, a compresién en la direccién meridional y

masiva tridimensional; se trata de una presa b6veda de doble curvatura y parte de su
macizo de cimentacién.

1.2 Estructuras articuladas y reticuladas

.s diferentes piezas que forman una estructura de barras pueden estar unidas entre
'sf mediante nudos articulados, que impiden los desplazamientos relativos entre las dis-
‘tintas barras concurrentes en él, pero permiten el giro relativo, o nudos rigidos, que no
Miten ni los desplazamientos ni el giro relativos.

Se llama estructura articulada a una estructura formada por piezas prisméticas uni-
das entre sf mediante articulaciones (ver Figura 1.3a). Dado que los enlaces articulados
~ no permiten transmitir momentos flectores de unas piezas a otras, es facil deducir que
Jas barras de una estructura articulada trabajan basicamente a esfuerzo axil, ya que la
tinica flexién a la que pueden estar sometidas es la debida a las cargas transversales
que actiien directamente sobre ellas. Resolver una estructura articulada implica, pues,
determinar el valor de los esfuerzos axiles que actian sobre las diferentes barras.

Se llama estructura reticulada a una estructura formada por piezas prisméticas
~ unidas entre sf mediante nudos rigidos (ver Figura 1.3b). Puesto que los nudos rigidos
sf transmiten los momentos de una barra a otra, las piezas de una estructura reticulada
trabajan fundamentalmente a flexién y, en su caso, también a torsién. Resolver una
estructura reticulada implica, por tanto, determinar las leyes de momentos flectores,
esfuerzos cortantes, esfuerzos axiles y, en su caso, momentos torsores que actiian sobre
las diferentes barras.

Las estructuras de barras pueden ser planas, cuando las directrices de todas las
piezas que las forman estdn contenidas en el mismo plano, o espaciales (ver Figura
1.4c), cuando no se da este requisito. Dentro de las estructuras reticuladas planas se
consideran tres casos particulares de interés:

La determinacién del comportamiento de las estructuras continuas es un proble-
ma complejo que, generalmente, se aborda aplicando métodos aproximados de discre-
tizacién (diferencias finitas, elementos finitos, etc.) a las ecuaciones diferenciales o
integrales de la Mec4nica de Sélidos. '

Aunque es posible aplicar estos mismos métodos al anélisis de las estructuras de
barras, es habitual abordar el estudio de éstas desde los postulados de la Resistencia
de Materiales. Segiin éstos, el comportamiento de las barras que forman la estructura
se determina a partir del principio de Saint-Venant, que establece que, bajo ciertas
condiciones, las tensiones (y deformaciones) sobre una seccién normal de una pieza se
pueden determinar, exclusivamente, a partir de los valores de los esfuerzos que actian
sobre dicha seccién. El principio de Saint-Venant permite reducir el anélisis de estruc-
turas de barras al problema de determinar las leyes de esfuerzos que actian sobre las
diversas piezas que forman la estructura.

» -

a) b)

L

Fig. 1.3: (a) Estructura articulada, (b) estructura reticulada
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a) b) a)

©)

’/9/: B 7 &

Fig. 1.5: Estructuras reticuladas de plano medio: (a) pérticos, (b) marcos

1.5a) cuando estdn formadas a base de soportes y dinteles, y marcos (ver Figura

Fig. 1.4: Estructuras reticuladas: (a) de plano medio, (b) emparrillado plano, 1.5b) cuando las piezas estén unidas formando células cerradas.

(¢c) espacial ¢ emparrillados planos: son aquellas formadas por piezas en las que las secciones
rectas son simétricas respecto a planos perpendiculares al que contiene a las di-
rectrices de las piezas y que estdn sometidas a cargas perpendiculares al plano
de las directrices (ver Figura 1.4b). Las piezas de los emparrillados planos es-
tdn sometidas a momentos flectores y torsores, de eje contenido en el plano del

emparrillado, y a esfuerzos cortantes, perpendiculares a éste.

e vigas continuas: son aquellas en las que las directrices de todas las barras que
forman la estructura estdn alineadas y que estdn sometidas a cargas contenidas
en un plano que contiene a las directrices de las piezas.

En este Libro se tratars especfficamente de la resolucién de estructuras de barras
¥; Sucesivamente, de vigas continuas, de estructuras reticuladas de plano medio y de
estructuras articuladas planas.

e estructuras de plano medio: son aquellas en las que el plano que contiene a las
directrices de las piezas es a su vez plano de simetrfa de éstas y que est4dn sometidas
a cargas contenidas en dicho plano medio (ver Figura 1.4a). Por razones de
simetria, las piezas que forman las estructuras de plano medio estdn sometidas a
momentos flectores, de eje perpendicular al plano medio, y a esfuerzos cortantes
y axiles, contenidos en dicho plano. Se les llama también pérticos (ver Figura



CAPITULO 1. INTRODUCCION

2 Diagramas de esfuerzos en vigas

2.1 Introduccién

Las vigas son elementos estructurales relativamente largos y esbeltos, con cargas que
suelen estar aplicadas en la direccién normal a su eje longitudinal. Estos elementos
transfieren las cargas desarrollando una combinacién de tensiones de flexién y de cor-
tante. Vigas son, por ejemplo, las viguetas de madera que soportan los techos de
viviendas unifamiliares, los miembros horizontales de acero o de hormigén donde se
apoyan las losas en edificios de varias plantas o aquellos elementos que soportan la
calzada en puentes de carreteras.de pequefia luz. Las vigas se pueden usar para abar-
car luces desde algunos centimetros hasta aproximadamente unos 60 m. Para luces
muy grandes dejan de ser una opcién econémica y por tanto se suelen emplear otras
soluciones estructurales.

Generalmente, las vigas se clasifican de acuerdo a la manera en que estdn soportadas.
Entre los tipos mds comunes encontramos la viga simplemente apoyada (ver figura
2.1a), soportada por una rétula en un extremo y un rodillo en el otro; asf como la
viga en voladize (fig. 2.1b) empotrada en un extremo y libre en el otro. Si ambos
extremos estan empotrados, la viga se denomina biempotrada (fig. 2.1c). También
-existe el caso de una viga que, ademds de apoyarse en sus extremos, pbsee soportes
en puntos intermedios (fig. 2.1d). En este caso, si el elemento es continuo en todos
los apoyos internos, se denomina viga continua. Las vigas, como cualquier estructura,
pueden ser estdticamente determinadas (isostéticas) o indeterminadas (hiperestdticas)
dependiendo de si existen o no suficiente ecuaciones de equilibrio para calcular las
reacciones incégnitas. Por ejemplo, las vigas de las figuras 2.1a y 2.1b son isostéticas,
va que en cada una hay tres reacciones incégnita y tres ecuaciones de equilibrio estético
disponibles para calcularlas. Por el contrario, las vigas de las figuras 2.1¢ y 2.1d son
hiperestiticas, porque en cada una hay mds de tres reacciones desconocidas pero sigue
habiendo sélo tres ecuaciones de equilibrio para determinarlas.

7

&



8 CAPITULO 2. DIAGRAMAS DE ESFUERZOS EN VIGAS

©) d

Fig; 2.1: Tipos de vigas: a) simplemente apoyada b) empotrada c) biempotrada d)
continua

Una viga sometida a cargas contenidas en un plano que, a su vez, contiene la directriz
(eje) de la viga trabaja fundamentalmente a flexién. Su resolucién, por tanto, consiste
en determinar las leyes de momentos flectores y esfuerzos cortantes. En su caso, puede
estar sometida también a esfuerzos axiles.

22. EJEMPLO | 9

2.2 Ejemplo 1

Calcular las reacciones y dibujar los diagramas de esfuerzos cortantes y de momento
flector de la viga de la figura 2.2.

10 kN/m . 20 kN

gl il
l

%
.— O
B

Fig. 2.2: Estructura del ejemplo 1

2.2.1 Reacciones externas:

Las reacciones externas de la estructura (figura 2.4a) se obtienen planteando ecuaciones
de equilibrio de fuerzas y de momento flector nulo en la rotula intermedia, lo que origina
un sistema de ecuaciones lineales de fécil resolucién. Sin embargo, en este caso, el
célculo se puede hacer de una manera mds directa, planteando las ecuaciones en un
orden 6ptimo que permita obtener los valores sobre la marcha. Los sentidos positivos
de las reacciones se muestran en la figura 2.4a.

< Momento flector en el punto B, en el tramo B-D: M, %D =0
Vo-1-20-0,5=0

Equilibrio de fuerzas verticales: Ry=0
Va+Vp—-(0-1)—-20=0

Equilibrio de momentos en el punto A: Moy =
Mp+Vp-2-(10-1)-0,5-20-1,5=0
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0.5m

Tan Tea Taa Toc Tac Tes
— = 4 B o
20 kN
Mep Mo Moo, D
( f c }) ( f _____ }
Tes Tep Teo . Toe
—sm

Fig. 2.8: Despiece de la estructura del ejemplo 1

2.2.2 Ciélculo de esfuerzos:

Para calcular los esfuerzos se procede al despiece de la estructura, tal como se muestra
en la figura 2.3.

Nudo A:

En el nudo A es posible identificar el valor del esfuerzo cortante, Tag, con la reaccién
vertical, V4, mientras el valor del momento flector, Mg, tiene igual magnitud y signo
contrario que el momento de empotramiento, Mj, calculado en el apartado anterior.
Observese que esto esta de acuerdo con con el convenio de signo adoptado y que se
muestra con el despiece de la estructura de la figura 2.3.

Tag = Va Tap =20kN| =
Mpp = —Ma Mup = —-15kN-m

22. EJEMPLO 1 11

Tramo A-B:

En el extremo B de este tramo hay una rétula, por lo que el momento flector en ese
punto es nulo y sé6lo existe esfuerzo cortante, Tpa. Este se calcula haciendo equilibrio
de fuerzas verticales en el tramo A-B:

—Tpa +Tap—(10-1) =0

Tga = 10 kN

Nudo B:
Por equilibrio de fuerzas verticales se tiene:

Tgc —Tga =0

Tac = 10 kN

Tramo B-C:

Se hace equilibrio de fuerzas verticales para calcular el esfuerzo cortante, Tcp y
equilibrio de momentos en el extremo C para calcular el valor del momento flector,
Mcg. Nétese la inexistencia de fuerzas externas:

AT
Meg —Tpc-0,5 = 0 Mce =5 kN-m

Nudo C:

En este nudo existe transmisién de momento flector y de esfuerzos cortantes. Para
el cdlculo de estos ltimos se debe incluir la accién externa:

—Tcp+Tce—-20 = 0 Tcp = —10 kN
Mcp —Mcs = 0
Tramo C-D:

Finalmente, haciendo equilibrio de fuerzas verticales se obtiene el valor del esfuerzo
cortante, Tpc, en el extremo D:

The = —10kN

Toc—Tep =0

Nudo D:
El resultado anterior se confirma verificando que el valor del esfuerzo cortante ob-
tenido coincide con la reaccién externa (signo opuesto) calculada al inicio del ejemplo.

Tpc = —-10kN

Toe = ~-Wp

&
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2.2.3 Diagramas de esfuerzos:

Una vez obtenidos los valores de esfuerzos en los puntos de interés, es posible dibujar los
diagramas de los mismos a o largo del eje de la viga, tal como se muestra en la figura
2.4. Observese que en el tramo A-B el diagrama del momento fiector es parabélico
con concavidad hacia arriba, miientras que en el trama B-C el diagrama es lineal. El
diagrama tiene continuidad de su derivada primera en el punto B, debido a que el
diagrama de esfuerzos cortantes es continuo en este punto.

M 10kN lzokN

(-

a)
’ 20
10
i [ H pri
iof {kN]
10
b)
15
(D) Momentos
— flectores
{N-m]
@ s
)

Fig. 2.4: Reacciones y leyes de esfuerzos del ejemplo 1
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2.3 Ejemplo 2

Calcular las reacciones y dibujar los diagramas de esfuerzos cortantes y de momento
flector de la viga de la figura 2.5.

. 20kN/m Jloom
o VT LTIITTTTT]
NA B [ D %E F
I [ S S
4m Sm 4m 4m 3m

Fig. 2.5: Estructura del ejemplo 2

2.3.1 Reacciones externas:

Al igual que en €] ejemplo anterior, se plantean las ecuaciones de equilibrio externo
y de momenbto flector nulo en las rotulas intermedias, dev manera que las reacciones
(mostradas en en la figura 2.8a) se puedan calcular planteando ecuaciones simples, en
lugar de hacerlo considerando un sistema de ecuaciones.

Momento flector en el punto D, en el tramo D-F: M%F =

Vg -4~-(20-4)-2-100-7=0 VE = 215 kN
Momento flector en el punto B, en el tramo B-F: M %F =0
Vo-5+Vg-13—(20-13)-6,5~ 100 - 16 = 0 Vo = 99 kN
Equilibrio de fuerzas verticales: Ry, =0
Va+Vo+VE—~20-13-100=0 Va =46 kN
Momento flector en el punto B, en el tramo A-B: M, %B =

My —Va-4=0 My =184 kN-m

v
1
i
¥
i
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2.3.2 Cilculo de esfuerzos:

Para calcular los esfuerzos se procede al despiece de la estructura, tal como se muestra
en la figura 2.6.

L 25m
—.—?IOOKN
M“’(A____ B B___!__ CMCB
R
AB BA BA BC BC CB
4 #——m——l'
; r ey
MCB [t MCD MCD E_—__D e
T .
(o CcD DC pC DE
$T—$
%som TT T;F ‘moxn
D —
J—L}) ( 7. ) ({
DE ED E EF
*4—m4 3m

Fig. 2.6: Despiece de la estructura del ejémplo 2
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Nudo A:

En el nudo A los valores del esfuerzo cortante, Tap y de momento flector, Mg, se
obtienen a partir de la reaccién vertical, V) y del momento de empotramiento, Ma,
respectivamente, calculados en el apartado anterior:

Tag = Va Tap =46 kN
Mag = - My Mup = ~184 kN-m

Tramo A-B:
En el extremo B de este tramo hay una rétula, por lo que el momento en ese punto
es nulo y sélo existe el esfuerzo cortante. Este se calcula haciendo equilibrio de fuerzas

verticales:
Tea = 46 kN

—Tga+Tap =0

Nudo B:
Al tratarse de una rétula el valor del momento flector es nulo, solamente se transmite
el esfuerzo cortante. Por equilibrio se tiene:

—Tho+TBa =0

Tramo B-C:
Se hace equilibrio de fuerzas para calcular el esfuerzo cortante y el momento flector
en el extremo C:

~Tcs+Tgc—20-5 = O Tcp = —54 kN
Mcp —Tpc-5+(20-5)-2,5 = 0 Mcp = —20 kN-m

Nudo C:
En este nudo existe transmisién de momentos flectores y de esfuerzos cortantes.
Para el cdlculo de estos tiltimos se debe incluir la reaccién externa, Vp: -

0 Tcp =45 kN
0 Mop = —20 kN-m

—Tep + Tep + Vo
Mcp — Mcs

Tramo C-D:

Haciendo equilibrio de fuerzas verticales se obtienen el valor del esfuerzo cortante
en el extremo D. El momento flector es nulo en ese punto, debido a su condicién de
rétula:

~Tpc+Tcp—20-4=0

Tpc = —35kN-m
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Nudo D:
En la rétula solamente se transmiten esfuerzos cortantes.

Tog = —35 kN

—Tpe +Tpc =0

Tramo D-E:
Se plantea el equilibrio de fuerzas verticales y de momentos el extremo E:

Tep = —115 kN

[ Mgp = —300 kN-m|

~Tgp +Tpg—20-4 = 0
Mgp—Tog-4+(20-4)-2 = 0

Nudo E:
Se plantea el equilibrio de fuerzas verticales (incluiendo la reaccién externa, Vg) y
de momentos flectores en el nodo E:

~Ter+Tep+VE = O Ter = 100 kN
Mgp~Mgp = 0 [ Mgr = —300 kN-m|

Nudo F:
No hace falta estudiar el equilibrio del ultimo tramo E-F ya que conocemos el valor
de los esfuerzos identificandolos con las acciones externas en el nodo F. El nodo es un

extremo libre cargado con una fuerza puntual y de acuerdo con el convenio de signos
tenemos:

Mpg =0

2.3.3 Diagramas de esfuerzos:

Una vez obtenidos los valores de esfuerzos en los puntos de interés, es posible dibujar
los diagramas de los mismos a lo largo del eje de la viga (ver figura 2.8). Sin embargo,
atin falta obtener los puntos méximos del diagrama de momentos flectores, que estdn
ubicados en la seccién de la viga donde el diagrama de cortantes se hace nulo. Al
construir el diagrama de cortantes, se observa que existen dos puntos donde se anula el
valor del cortante: uno en el tramo B-C, que denotaremos, B’ y otro en el tramo C-D,
que Hamamos, C'.

2.3. EJEMPLO 2 B 17

Las ubicaciones de estos puntos se obtienen mediante las equaciones de equilibrio
vertical de los despieces A-B’ y C-C’ (ver figura 2.7). Los valores de momento flector
méximo se obtienen planteando ecuaciones de equilibrio de momento flector en A ¥y en
C para los mismos despieces.

Tramo A-B’:

Tag—20-2zg = O
. zB
Mg, — - .
B — Map — (20 .'I:B)(4+ 2) = 0

Tramo C-C’:

Top~20-30 = 0
z
MC/—MCD—(20-zc)~?C = 0 Mg = 30,625 kN-m]|
MAB=—184kN-m iOkN/m
( A B B)MB'
Xp
T, ;=46 kN
a)
( c C>Mc
Xc
'§m=45kN
b)

Fig. 2.7: Céiculo de la ubicacién y de la magnitud de los momentos mdzimos en el
ejemplo 2
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M 20 kKN/m
A( TPt
A—__-‘E“_—_——_C“_ D E
B I .
a)
100
A o
T T i
l—ﬁo—t jop } 35 e
l. 225 | Hs
! b | 300
[
184 : :
l l
) | 2@ ! ©
l T
25 © 30625 ©
<)

Fig. 2.8: Reacciones y leyes de esfuerzos del ejemplo 2

100 kN

Esfuerzos
cortantes

Momentos
flectores

[kN-m]
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2.4 Ejemplo 3

Calcular las reacciones y dibujar los diagramas de esfuerzos cortantes y de momento
flector de la viga de la figura 2.9.

EEEEE EENEREE
/A B %C D %E F
N N S T

3m 3m © 3m 3m 4m 4m

400 kKN

3

—

Fig. 2.9: Estructura del ejemplo 3

2.4.1 Reacciones externas:

Las reacciones verticales (ver figura 2.12a}) en los apoyos A, C, E y G se calculan de
acuerdo a las siguientes ecuaciones de equilibrio:

Momento flector nulo en la rétula F, en el tramo F-G: MES =0
Vg-4—(20-4)-2=0 Ve = 40 kN

:

Momento flector nulo en la r6tula B, en el tramo A-B: : ‘}33 =0
—~VA-34(40-3)-1,5=0 Vi =60 kN

=

3

Equilibrio de momentos en el punto C: M =0
~VA-6+(40-6)-3—-400-34+ V- -6—(20-8)-10+Vg-14=0

Equilibrio de fuerzas verticales:
Va+Vo+VE+Vg—-40-6—-400—-20:8=0

5
]

‘

Ve = 313,33 kN

Vo = 386,67 kN
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E:

]

AC ca c Ten Tpe
i —
3m 3m 3m

Tep  Teg
400kN
)" =" (' E ‘)
M I e ]
Toc Toe DE Tep Ve
3m

-
—

Fig. 2.10: Despiece de la estructura del ejemplo 8

2.4.2 Ciélculo de esfuerzos:

Para calcular los esfuerzos se procede al despiece de la estructura tal como se muestra
en la figura 2.10
Nudo A:

En el nudo A el esfuerzo cortante es iguai a la reacci6rt vertical calculada en el

apartado anterior:
Tac=Va Tac = 60 kN
Tramo A-C:
Se puede estudiar el tramo A-C directamente, sin dividir en B, ya que en ese punto

los valores de cortante y momento flector se transmiten de forma continua. La rétula

2.4. BJEMPLO 3 21

presente en B se tomaré en cuenta al momento de graficar los diagramas de momento,
como punto de valor nulo. A continuacién se calcula el esfuerzo cortante y el momento
flector en el punto C:

—Tca+Tac—40-6 = 0 Tca = —180 kN
Mca+(40-6)-3-60-6 = 0 [ Mca = —360 kN-m]

Nudo C:

En este nudo existe transmisién de momentos flectores y de esfuerzos cortantes.
Para el célculo de estos 1ltimos se debe incluir la reaccién externa, Vg:

Tcp = 206,67 kN

[Mcp = —360 kKN-m]

-Tep+Tca+Ve = 0
Mcp-Mca = 0

Tramo C-D:
Equilibrio de fuerzas vertivales y momentos en el tramo:

~Toc+Tep = 0 [ Toc = 206,67 kN-m |
Mpc—Mcp-Tep-3 = 0

Mpc = 260 kN-m
Nudo D:

Equilibrio de fuerzas vertivales y momentos en el nudo:

~Tpe+Tpc—400 = 0
Mpg~Mpc = 0

| Toe = —193,33 kN]

Mpg = 260 kN-m
Tramo D-E:

Equilibrio de fuerzas vertivales y momentos en el tramo:

~Tep+Toe = 0
Mgp — Mpg - Tpg - 3

Nudo E:
Equilibrio de fuerzas vertivales y momentos en el nudo:

—Tgc+Tep+Ve = 0 Teg = 120 kN

Mgc ~Mgp = 0 [ Mgc = —320 kN-m]

| Tep = —193,33 kN]
0 [Mgp = =320 kN-m |

Nudo G:

Finalmente, en el punto G el valor del esfuerzo cortante se identifica con la reaccién
externa de acuerdo a sus respectivos convenios de signos:

Tge = —Vg Tge = —40 kN
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2.4.3 Diagramas de esfuerzos:

- Una vez obtenidos los valores de esfuerzos en los puntos de interés, es posible dibujar
los diagramas de los mismos a lo largo del eje de la viga (ver figura 2.12). Sin embargo,
atin falta obtener los puntos méximos del diagrama de momentos, que estin ubicados

en la seccién de la viga donde el diagrama de cortante se hace nulo. Al construir el -

diagrama de cortantes, se observa que existen dos puntos donde esto occurre: uno en
el tramo A-B, que denotaremos A’ y otro en el tramo E-G, que llamaremos G’. Las
ubicaciones de estos puntos se obtienen mediante las equaciones de equilibrio vertical
de los despieces A-A’y G’-G (ver figura 77). Los valores de momento flector méximo se
obtienen planteando ecuaciones de equilibrio de momento en A y en G para los mismos
despieces.

Tramo A-A’: '
Tac—40-z4 = 0
M- (10-2) 2 = o
Tramo G’-G:
~Tgg—20-2¢ = 0
Mart(020) 5 = o
40 KN/m 20 kKN/m
SNaEn L
XA XG
T, ~60KN Tgg=—40kN
a) b) «

Fig. 2.11: Célculo de la ubicacién y de la magnitud de los momentos mdzrimos en el
ejemplo 3

24. EJEMPLO 3

23

40 kN/m J400 kKN
SN NN NN
A B C D e F ] G
Ya Ve Ve A
a
206.67
2.4 o | R e 12
= . [H\ T cort:;zt:ss
NG ol RS
50, |
| 180 193.33 i
|
l 360 ® :
: 320 :
' |
: (D) (D) : Momentos
—— flectores
() © m) [kN-m]
260
<)

Fig. 2.12: Reacciones y leyes de esfuerzos del ejemplo 9

)



24 CAPITULO 2. DIAGRAMAS DE ESFUERZ0S EN VIGAS

2.5 Ejemplo 4

Calcular las reacciones y dibujar los diagramas de esfuerzos cortantes y de momento
flector de la viga de la figura 2.13.

100kN 30 kN/m
HERERENEREEEN )womm
,A B C%D E% F G
N ] ]
2m 2m 1m 6m 1m Sm

Fig. 2.18: Estructura del ejemplo 4

2.5.1 Reacciones externas:

Las reacciones verticales (ver figura 2.16a) en los apoyos A, D, E y G se calculan de
acuerdo a las siguientes ecuaciones de equilibrio:

Momento flector nulo en el la rétula F, en el tramo F-G: MEG =0

Vg -5—~100—(30-5)-2,5=0 Vg =95 kN

Momento flector nulo en el la rétula C, en el tramo A-C: MAC =0
—Va-4-100-2=0 V

Equilibrio de momentos en el punto D: ) Mpy =
—Vi-5+100-3+Vg-6+V;-12~(30-12)-6—-100=0 Vg = 178,33 kN

Equilibrio de fuerzas verticales: Ry =0

Va+Ww+VE+Vg-100~-30-12=0 Vb = 136,67 kN

A
'
et
|
‘
1

25. BJEMPLO 4

" 25

I e ]

Vp Tpe Tgp
— Il
6m M
4 3m
Tep Tig — ——t

(‘r ("T ———————————— 1)

Ve Tes Tae
%; { i
1m 5m A

Fig. 2.14: Despiece de la estructura del ejemplo 4

2.5.2 Ca&lculo de esfuerzos:

Para calcular los esfuerzos se procede al despiece de la estructura tal como se muestra
en la figura 2.14

Nudo A:

En el nudo A el esfuerzo cortante es igual a la reaccién vertical calculada en el

apartado anterior:
Tas = 50 kN

Tap=Va

&
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Tramo A-B:

Equilibrio de fuerzas vertivales y momentos en el tramo:
~Tga+Tas = 0 Tga = 50 kN

Nudo B:

En este nudo existe transmisién de momentos y de. esfuerzos cortantes. Para el
céleulo de estos ultimos se debe incluir la accién externa:

Tgp = —50 kN
Mpp = 100 kN-m
Tramo B-D:

Se puede estudiar el tramo B-D directamente, sin dividir en C, ya que en ese punto
los valores de cortante y momento flector se transmiten de forma continua. La rétula
presente en C se tomaré en cuenta como punto de valor nulo en el diagrama de momento
flector. A continuacién se calcula el momento flector y el esfuerzo cortante en el extremo

—~Tgp +Ta —100 = 0
Mpgp —Mpa = 0

D:
Tog—~Tep = 0 Tpp = —50 kN-m
Mpg—Tsp-3—Mpp = O Mpp = =50 kN-m

Nudo D: )
En este nudo existe transmisién de momentos y de esfuerzos cortantes. Para el
célculo de estos iltimos se debe incluir la reaccién externa:

&
]
|

53
3
2

~Tpe+Top+V = 0 = 86,

Mpg — Mps 0 Mpg = -50 kN'm

Tramo D-E: ’
Equilibrio de fuerzas vertivales y momentos en el tramo:

Tep = —93,33 kN

—Tep +Tpg —30-6 = 0

Mgp +(30-6)-3-Tpe-6 = 0 Mgp.,=—-70kN-m
Nudo E:
Equilibrio de fuerzas vertivales y momentos en el nudo:
—Teg+Tep++VE = 0 Tec = 85 kN
Mgc—Megp = 0 Mgg = =70 kN-m
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Nudo G:
Finalmente, el valor de los esfuerzos se identifica con las acciones externas en el
punto G, de acuerdo a sus respectivos convenios de signos:

TGE = -—VG TGE = —95 kN
'MGE = -100 kN-m|
Mpe=-50kN-m  30kN/m M 30 kN/m Mgp=-100kN-m
LTIy
(H_D)Mu ( S )
Xp XG
Tpp=86.67kN Teg=—95 kN
a) b)

Fig. 2.15: Célculo de la ubicacidn y de la magnitud de los momentos mdzimos en el
ejemplo 4

2.5.3 Diagramas de esfuerzos:

Una vez obtenidos los valores de esfuerzos en los puntos de interés, es posible dibujar
los diagramas de los mismos a lo largo del eje de la viga (ver figura 2.16). Sin embargo,
ain falta obtener los puntos méximos del diagrama de momentos, que estdn ubicados
en la seccién de la viga donde el diagrama de cortante se hace nulo. Al construir el
diagrama de cortantes, se observa que existen dos puntos donde esto occurre: uno en
el tramo D-E, que denotaremos D’ y otro en el tramo E-G, que llamaremos G'.

*  Las ubicaciones de estos puntos se obtienen mediante las equaciones de equilibrio
vertical de los despieces D-D’ y G’-G (ver figura 2.15). Los valores de momento flector
méximo se obtienen planteando ecuaciones de equilibrio de momento en D y en G para
los mismos despieces.
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Tramo D-D’:

I
=)

Tpg — 30 zp
T
Mp — Mpe — (30-zp) - —2D' =0 Mp = 75 kN-m

Tramo G'-G:

Toe-30-2¢ = 0
—MG,+MGE+(30-zG)-%‘3 =0 Mg = 50 kKN-m

100 kN 30 KN/m
| O Ty
A B C o E} F G
1-; ]Vb VE vc.
a)
50 o 85 3.7
B B P —
[ fof | | it l | =TS
* l_2’,:;:;—+ 9333 : 95
‘| b) } 100
50 (n) : (u)/\ : (DV Momeatos

1

v \JW ) fixt-ed

°)

Fig. 2.16: Reacciones y leyes de esfuerzos del ejemplo 4
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2.6 Ejemplo 5

Calcular las reacciones y dibujar los diagramas de esfuerzos cortantes y de momento
flector de la viga de la figura 2.17.

SOKN 30 kKN/m 100 kN

r_.
u

4m 3m

Fig. 2.17: Estructura del ejemplo 5

2.6.1 Reacciones externas:

Las reacciones vertivales en los apoyos B y D y las reacciones de vinculo en el empo-

tramiento F (ver figura 2.19a) se calculan de acuerdo a las siguientes ecuaciones de
equilibrio:

Momento flector nulo en la rotula C, en el tramo A-C: M, %C =0
50-5+30-3-1,5-V-3=0 Vs = 128,33 kN

Momento flector nulo en la rotula E, en el tramo A-E: M, QEE =0

50-12+(30-6)-7—-Vg-10—-Vp-4=0 Vo = 144,17kN
Equilibrio de fuerzas verticales: Ry=0
W+Ve+1p—-50-30-6-100=0 Vr = 57,5 kN

Momento flector nulo en la rotula E, en el tramo E-F: M?E) =

Mg +Ve-3=0 @——172,5kN~m|
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Tsa Tep Tramo A-B:
SOKN Equilibrio de fuerzas vertivales y momentos en el tramo:
MBA MBA B MBD
'_.A__.__._ B) (-"_'-— —) Tga—Tap = 0O Tga = —50 kN
_ } ? Mpa+50-2 = 0 | Mpa = —100 kN-m]
V,
Toa B Nudo B:
-r—zT—{' En este nudo existe transmisién de momentos y de esfuerzos cortantes. Para el
cdlculo de estos iltimos se debe incluir la reaccién del apoyo:
Tos Tpz ]
180KN ~Tgp+Tga+Ve = 0 Tep = 78,33 kN
Mpp Mpz  Mpg DE
(B _______________ l?) (— = ) Mgp —~Mpa = 0 |A/I39=—100kN-m|
C
{ 1 _f Tramo B-D:
Tap Tpe Vo Equilibrio de fuerzas vertivales y momentos en el tramo:
b T ¢ ~Tog+Tap —30-6 = 0 Tpp = 101,67 kN
Mpg — Mpp —Tpp - 6+(30-6)-3 = 0 | Mpp = —170 kN-m|
100 kKN M
Mpgp D E ‘ E ENE Nud.a.D.: ‘
( _________ - O e——em————— Equilibrio de fuerzas vertivales y momentos en el nudo:
E
( 1 1— —‘ f ‘ ~Toe+Tpp+Vp = 0 Tpg = 42,5 kN
T, Tep Tep Ter Ter Teg

> Mpg - Mpg = 0 | MpE = —170 kN-m |
— — —_—t

4m 3m Tramo D-E:

Equilibrio de fuerzas vertivales (el extremo E es una rotula):

~Tgp +Tpg =0 Tep = 42,5 kN
Nudo E:

- Equilibrio de fuerzas vertivales (este nudo es una rotula):

—Ter+TEp —100=0 Tgr = —57,5 kN

Fig. 2.18: Despiece de la estructura del ejemplo 5

2.6.2 Cdlculo de esfuerzos:

Para calcular los esfuerzos se procede al despiece de la estructura tal como se muestra
en la figura 2.18

Nudo A:
El valor del cortante se identifica con la accién externa eft el punto A, de acuerdo a

sus respectivos convenios de signos:

Tap = —50 kN

Nudo F:
Finalmente, los esfuerzos internos en el nudo F se identifican con las respectivas
reacciones de empotramiento:

Ty = -W Trg = —57,5 kN

Mpg = My lMFE =-172,5 kle

@
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2.6.3 Diagramas de esfuerzos:

Una vez obtenidos los valores de esfuerzos en los puntos de interés, es posible dibujar
los diagramas de los mismos a lo largo del eje de la viga (ver figura 2.19). Sin embargo,
aun falta obtener los puntos méximos del diagrama de momentos, que estin ubicados
en la seccién de la viga donde el diagrama de cortante se hace nulo. Al construir el
diagrama de cortantes, se observa que existe un punto en el tramo B-D, que denotaremos
B’, donde esto occurre. La ubicacién de este punto se obtiene mediante la equacién de
equilibrio vertical del despiece B-B’ (ver figura 2.20). Finalmente, el valor del momento
flector méximo se obtiene planteando la ecuacién de equilibrio de momento en B para
el despiece.

50 kN 30 KN/m 100 kN
L 11 00N
A BT ¢ T} 5 E  F|
VB vD VP
a)
78.33
™ 9 s Bst
T mtes
] ! fof ] Cmw
50 ] i 515
2.61 | 101.67
[ b)
: 170 1725
w |
(El) : (U) . (D) Momentos
pay
@226 (N-m]

Ps

c)

Fig. 2.19: Reacciones y leyes de esfuerzos del ejemplo 5

2.6. EJEMPLO 5
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Tramo B-B’:

Mg~ Mpp - (30 - zg) - z—;

Tep—-30-zp = 0

=0 Mg = 2,26 XN-m
30 kN/m
MBD=— 100 kNl'.l<
D
Xp
Tap=7833 kN

Fig. 2.20: Célculo de la ubicacion y de la magnitud del momento mdzimo en el

ejemplo 5
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3 Diagramas de esfuerzos en estructuras
reticuladas

3.1 Introduccién

El comportamiento a flexién no se da exclusivamente en vigas aisladas. A menudo estos
elementos estdn conectados entre sf, formando una viga continua o una estructura. Una
de las tipologfas estructurales mas habitual es la estructura reticulada, que est4 formada
por piezas sometidas a flexién, conectadas de tal manera que no existe giro relativo entre
ellas en los enlaces entre pieza y pieza. Como consecuencia, tanto momentos como
fuerzas se transfieren de una pieza a otra a través del nudo de conexién (a diferencia
de las estructuras articuladas, en las que las piezas est4n enlazadas entre sf por una
rétula, que sf permite el giro relativo entre ellas, e impide, por tanto, la transmisién de
momentos en los nudos de conexién).

Si todas las piezas que forman la estructura reticulada estdn en un mismo plano y
las cargas que soporta estdn contenidas también en dicho plano, la estructura trabaja
fundamentalmente a flexién. Su resolucién, por tanto, consiste en determinar los dia-

gramas de momentos flectores, esfuerzos cortantes y esfuerzos axiles en todas las piezas -

que forman la estructura. ) .
. Obviamente, existen estructuras reticuladas estéticamente determinadas (isostati-
cas) y estiticamente indeterminadas (hiperestdticas). Las leyes de esfuerzos de las
estructuras isostdticas se pueden determinar utilizando dnicamente las ecuaciones de
equilibrio estdtico. Las de las estructuras hiperestéticas, no.

En este capitulo se presentan ejemplos de resolucién de estructuras reticuladas pla-
nas e isostéticas. En ellos se pone de manifiesto que el procedimiento de solucién se
ve a menudo facilitado considerando las condiciones de equilibrio est4tico para cada
"elemento” (barras y nudos) de los que se compone la estructura.

35
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Taa
"&euai ”%1_8
3.2 Ejemplo 1 M“f 1 Mo, MY _} -
Trn Tha Mnc\j
. E N,
Calcular las reacciones y dibujar los diagramas de esfuerzos axiles, cortantes y de mo- —_ Be
mento flector de la estructura de la figura 3.1. Mnc/{"
TBC——-] B
i
l
100 kN : 4m
-— B :
A Tes ——llc
me./
4m Neg
. . M Neg
] 50 kN . T\
. r— C |— CB ——==
Clf—e—s0iN
e p—— /
Mm\
4m Nep
| I— o
~ NE D To—ic
!
S |
2m 2m | m
|
!
Fig. 8.1: Estructura del ejemplo 1 Toc iIp
MA s
Npe
N,
3 . M, pe
3.2.1 Reacciones externas: g . ‘o 2N )
Las reacciones en el empotramiento E se calculan imponiendo el equilibrio de fuerzas Mmf _______ \Mbs Mpe J' e
y momentos al conjunto de la estructura, considerando el convenio de signos tal como ¥ Ngp \fE D; 7 Ny, ND;E t_ D
se indica en la figura 3.3a. s Tog
Tep Toe
Equilibrio de fuerzas verticales: R, =0 Fig. 3.2: Despiece de la estructura del ejemplo 1
V& —-100=0 Vg = 100 kN
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Equilibrio de fuerzas horizontales: x =0
Hg~50=0 Hy =50 kN

Equilibrio de momentos en el punto E: Mg =0
Mg+50-4-10-2=10" Mg =0

b

3.2.2 Ci4lculo de esfuerzos:

Para calcular los esfuerzos se procede al despiece de la estructura, tal como se muestra
en la figura 3.2.

Nudo A: .
Empezando por el extremo A, podemos identificar los esfuerzos con las acciones
externas en el nodo. Teniendo en cuenta los respectivos convenio de signos, tenemos:

Npp = 0 kN Tap = ~100 kN
Tramo A-B:
Equilibrio de fuerzas y momentos en €] tramo:

Nga—Nag = 0 Nga =0
~Tga+Tas = 0 Tsa = —100 kN
Mpa —Mpg—-Tga-2 = 0 |MBA = —200 kN-m]

I!

Nudo B:
Equilibrio de fuerzas y momentos en el nudo:

Moo+ T = 0
~Tac—Nga = 0 Tsc=0kN
Mpc— Mgy = O ,MBC = —200 kN-m]

a
l

AR
3
3

Tramo B-C:
Equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo:

I |

~Ncg+Npc = 0O

Ngp = —100 kN

—Tcg+Tgc = 0 Top =0 kN
Mcp —Mpc~Tec-4 = 0 [Mcg = —200 kN-m

3.2. EIEMPLO 1 39

Nudo C:
Equilibrio de fuerzas y momentos en el nudo teniendo en cuenta la fuerza exterior:

~Nep+Neg = 0 Ngp = ~100 kN
—Tep+Tcg —50 = 0 Top = —50 kN
Mcp—-Mcg = 0 Mgp = =200 kN-m

Tramo C-D:
Equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo:

~Npc+Nep = 0 Npg = -100 kN
~Tpc+Mep = 0 _—TDC = =50 kN
Mpc —Mcp -Tcp - 4 0 Mpc = —400 kN-m

Nudo D:
Equilibrio de fuerzas y momentos en el nudo:

Npg = —50 kN

—Npg+Tpc = 0

ToE+Npeg = 0 Tpg = 100 kN
Mpg—Mpc = 0 WDE = —400 kN-m]

Tramo D-E:
Equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo:

—Ngp+Npg = 0 Ngp = —50kN
Tep—Tpg = 0 [Tep = 100 kN

Mgp — Mpg — Tpe - 4

0 Mgp =0

Nudo E:
Los resultados anteriores se confirman si los comparamos con las reacciones externas
calculadas al inicio del problema.

@
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3.2.3 Diagramas de esfuerzos:

. - 3.3 Ejemplo 2
Una vez obtenidos los valores de esfuerzos en los puntos de interés, es posible dibujar

los diagramas de los mismos en cada tramo de la estructura.

Calcular las reacciones y dibujar los diagramas de esfuerzos axiles, cortantes y de mo-
mento flector de la estructura de la figura 3.4.

20 kN/m

» 50
a) b) 6m
100 ©
o _
0 D
+— W
| 1 |
T 3m 52m v
— Fig. 8.4: Estructura del ejemplo 2
2 P
50 €

3.3.1 Reacciones externas:

\ ﬂ © |uo.

100
c) d

Las reacciones en el empotramiento D se calculan imponiendo el equilibrio de fuerzas
y momentos al conjunto de la estructura, considerando el convenio de signos tal como '
se indica en la figura 3.6a.

“

Fig. 8.8: Ejemplo 1: a) Reacciones b) Ley de esfuerzos aziles ¢) Ley de esfuerzos
cortantes d) Ley de esfuerzos de momentos flectores
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Tpg —e—l

D
\r: ::ns

Fig. 3.5: Despiece de la estructura del ejemplo 2

Equilibrio de fuerzas horizontales:

Equilibrio de fuerzas verticales:
Vb —20-8,20=0

Eguilibrio de momentos en el punto D:
Mp—20-5,20-2,60+20-3.1,5=0

Mpy =
Mp = 180,4 kN-m

33. EJEMPLO 2 43

3.3.2 Célculo de esfuerzos:

Para calcular los esfuerzos se procede al despiece de la estructura, tal como se muestra
en la figura 3.5.

Nudo A:
El nudo A es un extremo libre y por lo tanto los esfuerzos son nulos:

|NAB=0I i ’TAB=OI Mg =0

Tramo A-B:

Estudiaremos el equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo. El equilibrio de
fuerzas se realizard considerando los ejes locales de la barra o sea segun las direcciones
paralela y perpendicular a la misma:

Npa +(20-3) . cos(45°) = 0 Npa = —42,43 kN
~Tpa ~(20-3) sin(45°) = 0 Tpa = —42,43 kN
Mpa +(20-3)-1,5 = 0 Mga = —90 kN-m

Nudo C:
El nudo C es otro extremo libre y por lo tanto los esfuerzos son nulos:

Fo=0] [Tw=0] [Mm=0

Tramo B-C:
Equilibrio de fuerzas (segun ejes locales) y momentos en el tramo.

—NBc ~104-cos(60°) = O Npc = -52 kN
. Tgc — 104 -sin(60°) = 0 Tgc = 90,07 kN

~Msgc — (20-5,2) 2,6 0 IMBC=—270,4kN-m|
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Nudo D:
En el extremo D podemos identificar los esfuerzos con las reacciones de empotra-
miento en el nodo. Teniendo en cuenta los respectivos convenio de signos, tenemos:

Npg = A-VD Npp = —164 kN
Tos = -Hp

Mps = Mp | Mpp = 180,4 kN-m |

Tramo B-D:
Equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo:

Ngp-Npg = 0 Npp = —164 kN

—Mpp + Mpp —Tpg - 6

0 | Mpp = 180,4 kN-m |

Nudo B: J
Haciendo equilibrio con todos los esfuerzos provenientes de los tramos B-A, B-Cy
B-D es posible verificar los resultados obtenidos: '

—NBp + Npa - sin (45°) + Tga - cos (45°) + Npg - cos (60°) — Tpc -sin(60°) = 0
—TBp + Npa - cos (45°) + Tga - sin (45°) + Npc - sin (60°) — Tpc - cos (60°) = 0
Mpp+Mpc—Mpa = 0

3.3. EJEMPLO 2

T 45

3.3.3 Diagramas de esfuerzos:

Una vez obtenidos los valores de esfuerzos en los puntos de interés, es posible dibujar
los diagramas de los mismos en cada tramo de la estructura.

20 kN/m

[T
N

i’ .

42.43

)

[

Y

4243

52

b)

2704

©Q

1804

@

d

Fig. 3.6: Ejemplo 2: a) Reacciones b) Ley de esfuerzos aziles ¢) Ley de esfuerzos
cortantes d) Ley de esfuerzos de momentos flectores
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3.4 Ejemplo 3

Calcular las reacciones y dibujar los diagramas de esfuerzos cortantes, axiles y de mo-
mento flector de la estructura de la figura 3.7

20 KN/m

10m

Fig. 3.8: Despiece de la estructura del ejemplo 2

Fig. 8.7: Estructura del ejemplo 3
3.4.2 Cdlculo de esfuerzos:

Para calcular los esfuerzos se procede al despiece de la estructura,
en la figura 3.8.

3.4.1 Reacciones externas: tal como se muestra

Las reacciones en la articulacién A y en el apoyo C se calculan imponiendo el equilibrio E
de fuerzas horizontales y vericales y momentos en el nudo C para el conjunto de la %

estructura, considerando el convenio de signos tal como se indica en la figura 3.9a. Nudo A:

En el nudo A podemos identificar los esfuerzos con las reacciones de la articulacién
Descomponiendo dichas reacciones en las direcciones paralela y perpendicular a la barra
A-B y teniendo en cuenta los respectivos convenio de signos, tenemos:

Nap = —Hj -cos(26,56°) — Vj - sin (26, 56°) Nap = ~100, 62 kN
Tap = ~—Hjy -sin(26,56°) + Vj - cos (26, 56°) Tap = —22,36 kN

El momento flector es nulo por definicién de articulacién.

. Bquilibrio de fuerzas horizontales: R, =0

Hp—-20-5=0 Hp =100 kN
Equilibrio de momentos en el punto C: My =0
—VA-10+(20'5)-2,5=0 Va =25 kN

Equilibrio de fuerzas verticales: Ry =0

Ve+Va=0 Vo =—-25 kN
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Tramo A-B:

Estudiaremos el equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo. El equilibrio de
fuerzas se realizara considerando los ejes locales de la barra o sea segun las direcciones
paralela y perpendicular a la misma:

'3.4.3 Diagramas de esfuerzos:

Una vez obtenidos los valores de esfuerzos en los puntos de interés, es posible dibujar
los diagramas de los mismos en cada tramo de la estructura.

B 100.62
/E 20 kKN/m E:J 25
H
. c
l vl

Nga=Nag = 0 | NBa = ~100,62 kN]|
~Iga+Tap = 0 Tpa = —22,36 kN
Mpp ~Tap-v/102+52 = 0 |MBA = —250 kN-m|

Nudo C: E
En el nudo C podemos identificar los esfuerzos con la reaccién del apoyo. Teniendo -

en cuenta los respectivos convenios de signos, tenemos: A
2) b)
N, = W Ncp =25 kN 250
cB ¢ cB \Q\ 100 250
236 N
: €
El momento flector es nulo siendo el nudo C un apoyo.
Tramo B-C: }
Equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo, teniendo en cuenta la carga exterior:
Npc—Nep = 0 Ncp = 25 kN °) 9

Tec—Tcg—20-5 = 0 Tce = 100 kN
~Mac-Tcp-5-(20-5)-2,5 = 0 [Mop = =250 kN-m]| Fig. 3.9: Ejemplo 3: o) Reacciones b) Ley de esfuerzos agiles c) Ley de esfuerzos

cortantes d) Ley de esfuerzos de momentos flectores
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3.5 Ejemplo 4

Calcular las reacciones y dibujar los diagramas de esfuerzos axiles, cortantes y de mo-

mento flector de la estructura de la figura 3.10

B D
——a —
]
-
_— 25m
Qa, o
—
20 KN/m : Y —+
-
1 25m
]
— L
LA E} —s
p B
. ) B

25m 25m

Fig. 8.10: Estructura del ejemplo 4

3.5.1 Reacciones externas:

Las reacciones en las articulaciones A y E se calculan imponiendo el equilibrio de fuerzas
horizontales, vericales y momentos, considerando el convenio de signos tal como se
indica en la figura 3.13a.

Equilibrio de momentos en el punto E:
~VA-5—(20-5)-2,5=0

Mpy=0

Equilibrio de fuerzas verticales: Ry=0
VE+Va=0 Vg = 50 kN

25. EJEMPLO 4 51

Momento flector nulo en el punto C, en el tramo C-D-E: M %DE =0
Ve-2,5+Hg-2,5=0 Hg =-50kN|

Equilibrio de fuerzas horizontales: R, =0

Hy+Hg+20-5=0 Hjy = —50 kN

3.5.2 Cilculo de esfuerzos:

Para calcular los esfuerzos se procede al despiece de la estructura, tal como se muestra
em la figura 3.11.

Nudo A:

En el nudo A podemos identificar los esfuerzos axil y cortante con las reacciones de
la articulacién. Teniendo en cuenta los respectivos convenios de signos, tenemos:

Nap = =V Nap = 50 kN
Tap = —Hy Tap = 50 kN

Fig. 8.11: Despiece de la estructura del ejemplo 4
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Tramo A-B:
Equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo, teniendo en cuenta la carga exterior:

Npa—Nag = 0 Npa = 50 kN
Tga — TA.B +(20-5) 0 Tea = —50 kN

Mps —Tap-5+(20-5)-2,5 0 Mpga =0

i

il

Nudo B:
En este nudo podemos calcular los esfuerzos para el extremo B del tramo B-C
equilirandolos con las acciones relativas al tramo A-B. Descomponiendo dichos esfuerzos
en las direcciones paralela y perpendicular a la barra B-C y teniendo en cuenta los -
respectivos convenio de signos, tenemos: ;

Npc = —Npa -cos(45%) + Tpa - sin (45°) | Nsc = —70,71 kN|
Tac = —Npa -sin(45°) — Taa - cos (45°)
Mpc = Mpa

Tramo B-C:

Estudiaremos el equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo. El equilibrio de
fuerzas se realizars considerando los ejes locales de la barra o sea segun las direcciones
paralela y perpendicular a la misma:

Nes — Nae
—Tce +The
Mcp — Mpc — Tac - 2,5V2

I
=

[ Ncg = —70,71 kN|

[Mog = O]

— N
=v

il
o

AA_—
iVICB

Obsersese como el momento flector es nulo en el nudo C respetando su condicién de "
articulacién.
Nudo C:
En este nudo podemos calcular los esfuerzos para el extremo C del tramo C-D
equilirandolos con las acciones relativas al tramo B-C. Descomponiendo dichos esfuerzos 2
en las direcciones paralela y perpendicular a la barra C-D“y teniendo en cuenta los
respectivos convenio de signos, tenemos:

Nep = ~Tsc
Tecp = Ngc Tcp = 70,71 kN

0

Mcp = Mpe Mcop

o TR A S T e T ey e

3.5. EJEMPLO 4
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Tramo C-D:

Equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo considerando los ejes locales de la
barra: -

Npc—Nep = 0 Npc =10
Mpc — Mop ~Top - 2,5v2 = 0 [Mpc = —250 kN-m|

Nudo D:
Poe equilibrio en este nudo tenemos:

Npg = —Npc - cos (45°) + Tpg - sin (45°)

Toe = -—Npc - sin(45°) — The - cos (45°)

Mpe = Mpc [ MpEg = —250 kN-m]|
Tramo D-E:

Equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo:

~Nep+Npg = 0 Ngp = —50 kN
~Tep+Tpg = 0 Tep = 50 kN

Mgp — Mpg - Tpe - 5

!
5
o

i
=)

Nudo E:

Finalmente, los resultados anteriores se confirman al coincidir los valores de las
reacciones externas en la articulacién E.

Nep = -V Ngp = ~50 kN
) Tep = —Hp Tegp = 50 kN
Mgp = 0 Mgp =0

L e e s memere TETTTSE memsees s i st DT TE TS e e fes o e ST
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3.5.3 Diagramas de esfuerzos:

Una vez obtenidos los valores de esfuerzos en los puntos de interés, es posible dibuja.ri
los diagramas de los mismos a lo largo del eje de cada barra. Sin embargo, aiin falta
obtener los puntos méximos del diagrama de momentos flectores, que estdn ubicados
en las secciones donde el diagrama de cortante se anula. Al construir el diagrama de
cortantes, se observa que existe un punto con estas caractericticas en el tramo A-B,
que denotaremos A’. La ubicacién de este punto se obtiene mediante una equacién de
equilibrio de fuerzas hortogonales al tramo A-A’ (ver figura 3.12). El valor de momento
flector méximo se obtiene planteando la equacién de equilibrio de momentos en A para
el mismo despiece:

Tramo A-A’:

My —(20-2)- 2 = 0 M = 62,5 kN-m
Mo~
1A

|
|
|
20 kN/m | XA
—
i
:
| A
Tan

Fig. 8.12: Calculo de la ubicacion y de la magnitud del momento mézimo del tramo
AB en el ejemplo 4

3.5, EJEMPLO 4
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20 kKN/m

°)

70.71
50 50

9

Fig. 3.13: Ejemplo 4: a) Reacciones b) Ley de esfuerzos aziles ¢) Ley de esfuerzos
cortantes d) Ley de esfuerzos de momentos flectores




56 CAPITULO 3. DIAGRAMAS DE ESFUERZOS EN ESTRUCTURAS RETICULADAS 36. EJEMPLO 5

57

3.6 Ejemplo 5

Calcular las reacciones y dibujar los diagramas de esfuerzos cortantes, axiles y de mo-
mento flector de la estructura de la figura 3.14

(o}

-+~

2m o

2m 30 kN/m

L

|

+—

-+

Fig. 8.14: Estructura del ejemplo 5

Fig. 8.15: Despiece de la estructura del ejemplo 5

3.6.1 Reacciones externas:
3.6.2 Ci4lculo de esfuerzos:

horizontales, vericales y momentos, considerando el convenio de signos tal como se 3 Para calcular los esfuerzos se .
procede al despiece de la estruct
indica en la figura 3.16a. en la figura 3.15. ura, tal cogo Se muestra

Nudo A:
Equilibrio de fuerzas horizontales: Ry =0 En el nudo A es un extremo lib
re y por lo t.
Hp 4+30-20 Hy = “60EN son nutlos: ¥ por lo tanto todos los esfuerzos en este extremo
Equilibrio de fuerzas verticales: R, =0 Mpp =0
=0 Tramo A-B:

Equilibrio de fuerzas Y momentos en el tramo, teniendo en cuenta la carga exterior:

Equilibrio de momentos en el punto D:  Mmpy =0
Mp—-(30-2)-3=0 My = 180 kN-m
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Npa—Nap = 0

Toa — Tap + (30 - 2) Tga = —60 kN

a4 Myp ~Tup -2+ (1021
Nudo B:

Estudiamos el equilibrio de este nudo para ver como se transmiten los esfuerzos en
el extremo B hacia la barra B-C. Teniendo en cuenta los respectivos convenios de signo

y siendo a = arctan (%) = 26, 56°, tenemos:
Nsc = Nay -sin(26,56°) — Tga - cos (26, 56%)
Tac = Nga - cos(26,56°) + T sin (26,56°)
Mzc Mg =

Tramo B-C:

I
=)

l
[e=4
5
>
I
3
2
=]

=
a
!

&
B

Estudiaremos el equilit;rio de fuerzas y momentos en el tramo. El equilibrio de
fuerzas se realizard considerando los ejes locales de la barra 0 sea segun las direcciones

paralela y perpendicular a la misma:
—Nep+Npc = 0 Ncp = 53,66 kN
Teg—Tsc = 0 Top = —26,83 kN

—Mcp +Mpc—Tec - V2+42 = 0 Mcp = 180 kN-m
Nudo D:

Se puede continuar con la resolucién del problema empezando desde el nudo D. Iden- v

tificando los esfuerzos que se dan en este extremo con las reacciones de empotramiento,
tenemos:

Tpc = =-Hp Tpc = 60 kN

Mpc = -Mp Mpc = —180 kN-m

“

Tramo C-D:
Equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo:

e - o = 0
Tep = 60 kN
0 Mgp = 180 kN'm

Tecp~Ipc = O
Mep - Mpc —Thc -6

1]

36. EJEMPLO § 59

3.6.3 Diagramas de esfuerzos:

Una vez obtenidos los valores de esfuerzos en los puntos de interés, es posible dibujar
los diagramas de los mismos a lo largo del eje de cada barra, tal como se muestra en
la figura 3.16. Observese como el momento flector es tangente a la barra A-B en el
extremo A de acuerdo con el valor del cortante.

53.66
c
B
30 KN/m
A
1'XD
Dl—
\'/MD
vD
a) b)
26.83
/O/ xaﬁ
60
= o
=
g
60 180
©) 9

Fig. 3.16: Ejemplo 5: a) Reacciones b) Ley de esfuerzos axiles ¢) Ley de esfuerzos
cortantes d) Ley de esfuerzos de momentos flectores
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3.7

EJEMPLO ¢

3.7 Ejemplo 6

Calcular las reacciones y dibujar los diagramas de esfuerzos axiles, cortantes y de mo-
mento flector de la estructura de la figura 3.17 :

20 kN/m

——

L
4m 4m

Fig. 3.17: Estructura del ejemplo 6

3.7.1 Reacciones externas:

Las reacciones en las articulaciones A y E se calculan imponiendo el equilibrio de fuerzas :
horizontales, vericales y momentos en las articulaciones, considerando el convenio de 3

signos tal como se indica en la figura 3.19a.

Egquilibrio de momentos en el punto E: M), =0
~VA-8-(20-3)-1,5=0 Va = —11,25kN
Ry =0

V& = 11,25 kN

Equilibrio de fuerzas verticales:
VE+Va=0

TBC BC

Momento flector nulo en la articulacién C, para el tramo C-D-E:

Hp-6+Vg-4=0

Equilibrio de fuerzas horizontales:
Hy +Hg +(20-3)=0

Tcs  Tep,
Ng/
Nes / \\NCD
C/ Nea Ncn\\c
oy

B NBC 4m

Fig. 3.18: Despiece de la estructura del ejemplo 6

N
im AND MDc
N,
! Tpc/ M

MERE =0

Ry =0

Hy = -52,5 kN

/e

ND
N
)
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Nudo E:

Se puede continuar con la resolucién del problema empezando desde el nudo E.

Identificando los esfuerzos que se dan en este extremo con las reacciones que se generan
en la articulacién, tenemos:

Nep = - Ngp = —11,25 kN
Tep = —-Hg Tep = 7,5 kN
Tramo D-E:

Equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo.

Npg-Ngp = 0 Npg = —11,25 kN
Tog—Tep = 0 Tpe = 7,5 kN

~Mpe ~Tgp -3 = 0 | Mpg = —22,5 kKN-m|

3.7.2 Cdlculo de esfuerzos:

Para calcular los esfuerzos se procede al despiece de la estructura, tal como se muestra
en la figura 3.18.

Nudo A:
Identificando los esfuerzos en este extremo con las reacciones que se dan en la
articulacién, tenemos:

Nag = —-WVa Nap = 11,25 kN
Tap = —Ha Tap = 52,5 kN

Tramo A-B:
Equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo, teniendo en cuenta la carga exterior

" Npa—Nap = 0 Npa =11,25kN Nudo D:
Ton — T +(20-3) = 0 Ton = —7.5 kN . En el extremo D de la barra D-E los esfuerzos se transmiten hacia la barra D-C.
tudiando el equilibrio de estos esfu 1 :
Mon—Ta 3400315 — 0 |MBA - kN»zﬂ q s esfuerzos en el nudo D, tenemos:

Npc = Npg - sin (36,87°) — Tpg - cos (36,87°%) Npc = -12,75 kN
TDC = " Npg - cos (36, 87°) + Tpg sin (36, 87°) Tpc = —4,5 kN
Mpc = Mpg . Mpc = —22,5kN-m

Tramo C-D:
Equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo.

Nudo B:
Estudiamos el equilibrio de este nudo para ver como se transmiten los esfuerzos en
el nudo B hacia la barra B-C. Teniendo en cuenta los respectivos convenios de signo, ;
tenemos:

Npc = Nga -sin(36,87°) + Tha - cos (36,87°) Npc =0,75 kN

Tec = —Npa -cos(36,87°) + Tga sin (36,87 Tsc = —13,5 kN
» o ( ) ( ) | = 1 . Necp—Npc = 0 Nep = —-12,75 kN
BC = BA M C = 67, 5 -m
’ B ; Tep—Ipc = O Tep = —4,5 kN
Tramo B-C: ’

El momento flector es nulo siendo C una articulacién. Es posible verificarlo escri-

Equilibrio de fuerzas y momentos en el tramo. biendo la ecuacién de equilibrio de momentos.

Neg—Ngc = 0 Nop = 0,75 kN
~Tocg+Tgc = 0 Tes = —13,5 kN

Mo — Mgc ~ Tpc - V32 + 42 0 Mcg =0

Se puede observar como el momento flector en el nudo C es nulo siendo una articulacién. V;:
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3.7.3 Diagramas de esfuerzos:

Es ahora posible dibujar los diagramas de los esfuerzos a lo largo del eje de cada barra,

tal como se muestra en la figura 3.19. Se observa que existe un punto donde se anula -4

el cortante en la barra A-B: este punto, que denotaremos A’, corresponde al momento

flector méximo en dicha barra: La ubicacién de este punto se obtiene mediante uns '3

equacién de equilibrio de fuerzas hortogonales al tramo A-A’ (ver figura 3.20). El

valor de momento flector méximo se obtiene planteando la equacién de equilibrio de :

momentos en A para el mismo despiece.
12,75

) d)

Fig. 3.19: Ejemplo 6: a) Reacciones b) Ley de esfuerzos azjles c) Ley de esfuerzos
cortantes d) Ley de esfuerzos de momentos flectores

@

3.7. EJEMPLO 6
’ 65

Tramo A-A’:

—TAB+ 20 x4
MA”‘(20'$A)'£2& = (

It
o

| Mas = 68,91 kN-m]

|
I
]

20 kN/m |—| X
I
|
L

Fig. 8.20: Céleulo de la ubicacion y de la magnitud del momento mdzimo del tramo
AB en el ejemplo 6
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3.8 Ejercicios propuestos

A continuacién se propone una serie de ejercicios donde se pide calcular esfuerzos axiles,
cortantes y momentos flectores para las estructuras propuestas. En las soluciones se
muestran los relativos diagramas de esfuerzos.

3.8.1 Ejercicio 1

20 kKN/m.

2

Sm

SIENERNERNEERE
|

5m

Fig. 8.21: Estructura del ejemicioﬁl

8. EJERCICIOS PROPUESTOS

Diagramas de esfuerzos

—
20 KN/m C
— fvc=2oo KN
A -
V=~200kN H,=-200kN
a)

<)

Fig. 8.22: Solucidn del ejercicio 7: a) Reacciones
esfuerzos cortantes d) Ley de esfuerzo,

1414
7\

d

b} Ley de esfuerzos agiles c) Ley de
s de momentos flectores

67
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£ A R

3.8.2 Ejercicio 2 Diagramas de esfuerzos:

it

10 kN/m

10 kN/m

T

C

40 kN

b)

L | 3
1m 3m N fui
10
N iof —
Fig. 3.23: Estructura del ejercicio 2 a
.
N
969 20
=
20
c) d)

Fig. 3.24: Solucion del ejercicio 8: a) Reacciones b) Ley de esfuerzos axiles ¢) Ley de
esfuerzos cortantes d) Ley de esfuerzos de momentos flectores
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3.8.3 Ejercicio 3

20 kKN/m

L

30kN

2m

L
:

10m

Fig. 8.25: Estructura del ejercicio 8

38. EJERCICIOS PROPUESTOS 71

Diagramas de esfuerzos:

20 KN/m
HERRREEED " o8
D O
: ¢
0| Ele 30N c:>
A F 160 100
tvfxoom o V=100 kN b

Fig. 8.26: Solucién del ejercicio 9: a) Reacciones b) Ley de esfuerzos aziles c) Ley de
esfuerzos cortantes d) Ley de esfuerzos de momentos flectores

<)
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3.8.4 Ejercicio 4 Diagramas de esfuerzos:

20 kN/m

20 kN/m

L

T 46,67 ,O/ :(3)3/ \oizm
B D
H,=1333 KN Hg=-13.33kN [l‘] I%l
s El——
v,

) 60 20
A=60 kN tVB=20 kN

Fig. 3.27: Estructura del ejercicio 4

c) d)

Fig. 3.28: Solucidn del ejercicio 10: a) Reacciones b) Ley de esfuerzos aziles c) Ley de
esfuerzos cortantes d) Ley de esfuerzos de momentos flectores
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3.8.5 Ejercicio 5

[T

Fig. 8.29: Estructura del ejercicio 5

28. EJERCICIOS PROPUESTOS 75

Diagramas de esfuerzos:

20 kN/m

LT 552367

H,=41.67TkN

— A

1VA= 100 kN
a)

c) d)

Fig. 3.30: Solucion del ejercicio 11: a) Reacciones b) Ley de esfuerzos aziles ¢) Ley de
esfuerzos cortantes d) Ley de esfuerzos de momentos flectores
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3.8.6 Ejercicio 6 Diagramas de esfuerzos:

3 kN/m

10KN-m 20 kN‘ ] 10kN-m 1Vm 20k
A : B[ l l I c 10kN 1 A I0KN
% - ) 5 H,=-30.74kN B C D
7 ag
}! V,=0.67kN
Hg=20.
em 1 g| He=20741N
’ § Vg=34.33 KN
E e 2
LT | 1 -~
| |
' I5m T sm 10m ' i 1
] ;
Fig. 8.31: Estructura del ejercicio 6 8
E7ET)
. b) m
1ol 067 = fai
| e———
sy 2
20.74
<)
200
@ w
10 (D) oﬁ '”(D)
I
. 16552 =
~
g
d)

Fig. 3.82: Solucion del ejercicio 12: a) Reacciones b) Ley de esfuerzos aziles ¢) Ley de
esfuerzos cortantes d) Ley de esfuerzos de momentos flectores
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4 Diagramas de esfuerzos en estructuras
articuladas

4.1 Introduccién

En este capitulo se estudian las estructuras articuladas y se presentan diferentes ejem-
plos resueltos. Dichas estructuras estén formadas por elementos enlazados entre sf por
medio de una rétula permitiendo asf el giro relativo entre ellos, e impidiendo, por tan-
to, la transmisién de momentos en los nudos de conexién. Si podetuos aproximar las
fuerzas exteriores que soporta la estructura a través de unas cargas puntuaels aplicadas
exclusivamente en los nudos, en dicha estructura los tinicos esfuerzos presentes serdn
axiles. Su resolucién, por tanto, consiste en determinar el diagrama de esfuerzos axiles
en todas las barras que forman la estructura.

En esta seccién, nos ocuparemos exclusivamente de estructuras articuladas planas y
estdticamente determinadas (isostdticas). Presentaremos la resolucién de varios ejom-
plos aplicando el metodo del equilibrio de nudos en el cual se plantean las ecuaciones de
equilibrio de fuerzas en cada nudo de la estructura o bien el metodo de Culmann-Ritter
que permite calcular répidamente los esfuerzos en las barras més solicitadas.

79
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Equilibrio de momentos en el punto E: M, A =0
VB-1-100-(1+2)+200-(1+2)=0 VB = —300 kN
Equilibrio de fuerzas verticales: Ry =0

Va+VW-100-3=0 Va = 600 kN

4.2 Ejemplo 1

Calcular todos los esfuerzos axiles de la estructura de la figura 4.1.

100 kN 100 kN 100 kN

100 kN 100 kN ‘100 KN

G H N, .

+— F 10 200 kN ® 9 N9 NlO N]o
11 ﬂ@ 200 kN
1m 6 8 13
iy N,
N, /

I 12 200 kN s Ns JNB

D E

1 2 ; 4
m ' EQ
H
a A A 1 B N
N,
2 % é /57 8 1Nu
V,
A {
VB © NS N5 le Nu I
| | ! ) ) 200 kN
T 1m v Im ®

Fig. 4.1: Estructura del ejemplo 1

EQ
- 4.2.1 Reacciones externas:
- N
] 2 N,
Las reacciones en la articulacién A y en el apoyo B se calculan imponiendo el equilibrio; /:a 4
de fuerzas y momentos al conjunto de la estructura, considerando el convenio de signos "3
s as i H, N N
tal como se indica en la figura 4.1. o ! 1

Equilibrio de fuerzas horizontales: Rx=0

Hy —200-200=0 Hj =400 kN
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4.2.2 Calculo de esfuerzos:

Para calcular los esfuerzos axiles se procede al despiece de la estructura, tal como se
muestra en la figura 4.2. Se trata de aislar todos los nudos de la estructura articulada
y plantear las ecuaciones de equilibrio de fuerzas horizontales y verticales.

Nudo B:
Teniendo en cuenta que para cada nodo se pueden escribir dos ecuaciones de equi- 3§
librio, tenemos que empezar la resolucién del problema desde un nudo que tenga como
mucho dos esfuerzos incognitos:

BR® =0 [N =0
R =0 Ny-300=0 [N;=300kN

Nudo A: ,
Equilibrio de fuerzas horizontales y verticales en el nudo:

RM=0 N@Z+N+400=0 |N;=—400vVZkN
RM=0 Np+N3Z+600=0 [Np=—200kN

Nudo F:
Equilibrio de fuerzas horizontales y verticales en el nudo:

R,(‘F)=0 Ny =0
R,(,“"):o —Ng-100=0 Ng = —100 kN

Nudo C:
Equilibrio de fuerzas verticales y horizontales en el nudo:

BO=0 ML+Ne~N=0 |Ny=-100v2kN
RO =0 N+ML=0 N5 = 100 kN

42. EJEMPLO I
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Nudo G:
Equilibrio de fuerzas horizontales y verticales en el nudo:

G,
RO =0 Ng-No—Ny=0 Nig = ~100 kN
B9=0 -Ng-NLZ-100=0
Nudo E:
Equilibrio de fuerzas horizontales y verticales en el nudo;
RB =0 -Ny-200=0 [Nyp=—200kN
E
R§ ) =0 Nl3 =0

Nudo H:
Equilibrio de fuerzas verticales en el nudo:

H
R =0 -Nu¥-Ny3-100=0 |Ny=—100v3kN

En la tabla siguiente se resumen los valores de los esfuerzos axiles calculados para
la estructura dada. Recordamos que un valor positivo corresponde a un esfuerzo axfl
de traccién y negativo de compressién.

Ny =0 Ng = —100 kN Nj; = —100v2 kN
Ny = —200 kN Ny = —100v/2 kN | Ny3 = —200 kN
N3 = ~400v2kN | N5 =0 Niz=0

Ns= 300kN Nog=0

Ns = 100kN Nig = —100 kN
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4.3.2 Cilculo de esfuerzos:

Para calcular los esfuerzos axiles se procede al despiece de la estructura, tal como se
4.3 Ejemplo 2 muestra en la figura 4.2. Se trata de aislar todos los nudos de la estructura articulada

y plantear las ecuaciones de equilibrio de fuerzas horizontales y verticales.

Caleular todos los esfuerzos axiles de la estructura de la figura 4.3.

®
. O A
Y X

& ©

b T
|

2m 2m

2N
2 zf
A\

Fig. 4.3: Estructura del ejemplo 2

N4
H, / N,
®
V,

A

\/Nz N, \ll©°°

4.3.1 Reacciones externas: Fig. 4.4: Despiece de la estructura del ejemplo 2
Las reacciones en la articulacién A y en el apoyo B se calculan imponiendo el equilibri

de fuerzas y momentos 2} conjunto de la estructura, considerando el convenio de sign
tal como se indica en la figura 4.4.

Nudo C:

Empezamos el calculo desde el nudo C donde solo hay dos incognitas. Equilibrio
de fuerzas verticales y horizontales en el nudo:

R9=0 NP-100=0 [N =100v2KN
RO =0 —-Np—N;L2=0 [Np=-100kN

Equilibrio de fuerzas horizontales: Ry=0

Hy+100=0

Eguilibrio de momentos en el punto A: M =0
Ve-2-100-1—200-1—100-(3+4)=0 _ﬁa=500kN
Equilibrio de fuerzas verticales: Ry=0

Va+ Ve —100-2—200=0
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Nudo F:
Equilibrio de fuerzas verticales y horizontales en el nudo:

RP =0 —NeZ-NZ-100  [Ng=-200/2kN
RO =0 -No-NeZ+NL=0 |Np=300kN

Nudo B:
Equilibrio de fuerzas verticales y horizontales en el nudo:

R® =0  NgLZ -+ Ng¥Z +500 =0 Nj = ~300v2 kN
B =0 -N-NsZ+NeZ+Np=0 [Ni=0
Nudo A:
Equilibrio de fuerzas horizontales y verticales en el nudo:
RN =0 NZ+N -100=0 |Na=100V2kN
RM=0 N3+NZ-100=0 [N3=0

Nudo D:
Equilibrio de fuerzas horizontales y verticales en el nudo:

RP =9 Nyg+100=0

En la tabla siguiente se resumen los valores de los esfuerzos axiles calculados para

la estructura dada. Recordamos que un valor positivo corresponde a un esfuerzo axfl’
de traccién y negativo de compression.

Ny =0 Ns= 100V2kN | N;= 100v/2kN
Ny = ~100 kN | N5 = —300v/2 kN | Ng = —100kN
N3 =0 Ng = —200v2kN | Ng= 300kN

N AN St VR

iyt

T s il

44. EJEMPLO 3
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4.4 Ejemplo 3

Calcular los esfuerzos axiles en las barras 1, 2 y 3 marcadas en la figura 4.5.

SKN TkN lSkN 7kN 5KN TKN ‘sm TEN
. Ye
1
2 3m
HAA 3
Y B
v, v,
N N WO IR BN R B
2m @ 2m 2m ' 2m @ 2m  2m ' 2m

Fig. 4.5: Estructura del ejemplo 3.

4.4.1 Reacciones externas:

Para calcular los esfuerzos que nos pide el problema, haremos uso el metodo de Culmann-
Ritter. Si dividimos la estructura articulada en dos partes segun un corte que pasa por’
{as barras 1, 2 y 3 (ver figura 4.6) para el calculo de los esfuerzos solo séré necesario
calcular previamente la reaccién en el apoyo B. Esta reaccién la calcularemos imponien-
do el equilibrio de momentos al conjunto de la estructura en el punto A. Considerando
el convenio de signos tal como se indica en la figura 4.5, podemos escribir:

Equilibrio de momentos en el punto A: M, 0

A 3
VB-8~7-(24+6+10+14)~5-(4+8+12)=0 |Vg=43kN
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4.4.2 Calculo de esfuerzos:

Los esfuerzos en las barras 1, 2 y 3 se pueden calcular imponiendo tres ecuaciones 4.5 Ejemplo 4

de equilibrio a la parte derecha de la estructura, tal como se muestra en la figura E

4.6 Teniendo en cuenta el valor del angulo o = arctan (2\ 3) = 33, 7%, tenemos:

Equilibrio de fuerzas verticales:
—Ny-cos(a) +43-7-3-5-2=0

Equilibrio de momentos en el punto C:
—N;-3+43-2-7-(4+8)—5-(2+6)=0

. Equilibrio de fuerzas horizontales:
'—Nl —Nz-sin(a) -—N3 =0

R, =0
Miey=0
Re=0

Ny = 4,6 kN

7N S5KN 7N lSkN 7KN
N, (o]
Ny 3m
N,
VB
I S B B
Y ™2m ' 2m = 2m 2m

Fig. 4.6: Corte de Ritter propuesto para el ejemplo 3.

LY

Calcular los esfuerzos axiles en las barras 1, 2 y 3 marcadas en la figura 4.7.

200kN 200 kN 200 kN 200 kN

100 kN

Fig. 4.7: Estructura del ejemplo 4

4.5.1 Reacciones externas:

Para el calculo de los esfuerzos serd necesario calcular previamente las reacciones en
la articulacién A y en el apoyo B. Estas reacciones las calcularemos imponiendo el
equilibrio de fuerzas y momentos al conjunto de la estructura. Considerando el convenio
de signos tal como se indica en la figura 4.8, tenemos:

Equilibrio de fuerzas horizontales: Ry=10

Hy—~100-4=0 Hy = 400 kN
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Equilibrio de momentos en el punto A: Mppy=0
Ve-4—200-(2+4+6)—100-(2+4)=0 |V =450kN

Equilibrio de fuerzas verticales: Ry =
Va+Vg—200-4=0 - Va = 350 kN
200 kN 200 kN
N,
-+
2m /1(2
—-— N3
C -
2m {
H, 100 kN
A
Va
2m

Fig. 4.8: Corte de Ritter propuesto para el ejemplo 4. Equilibrio de la parte de la
isquierda.

4.5.2 Cilculo de esfuerzos:

Usando el metodo de Culmann-Ritter, dividimos la estructura articulada en dos partes :

segun un corte que pasa por las barras 1, 2 y 3 (ver figuras 4.8 4.9). El esfuerzo en la

barra 1 se puede calcular imponiendo una ecuacién de equilibrio de momentos respecto .
al punto C en la parte isquierda de la estructura, tal como se muestra en la figura 4.6.

Fquilibrio de momentos en el punito C: My =0
~N; - 2+4200-2—-100-2—350-24400-2=0 |N; =150kN

45. EJEMPLO 4
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200 kN 200 kN
N, D
100 kN {
N}/ 2m
Ny 10kN |
2m
IOOkN_‘L

B
vB

2m

Fig. 4.9: Corte de Ritter propuesto para el ejemplo 4. Equilibrio de la parte de la
derecha.

Los esfuerzos en las barra 2 y 3 se pueden obtener imponiendo una ecuacién de
equilibrio de momentos respecto al punto D y una ecuacién de equilibrio de fuerzas
horizontales en la parte derecha de la estructura (ver figura 4.9).

Equilibrio de momentos en el punto D: Mpy=0
~N3-2+200-2-100-(2+4)—200-2=0 N3 = —500 kN

Equilibrio de fuerzas horizontales: Ry=0

~N-N¥ —N;—100-3=0 Nz = 50v2 kN
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4.6 Ejemplo 5

Calcular los esfuerzos axiles en las barras 1, 2 y 3 marcadas en la figura 4.10.

20 kN
-
1 2m
2 C —_—
15KN llSkN B
3 2m
Vs
15kN
2m
H, A -1
4 1SkN
i
| | | | ! }
T 2m M 2m M 2m 2m 2m

Fig. 4.10: Estructura del ejemplo 5

4.6.1 Reacciones externas:

Para el calculo de los esfuerzos solo serd necesario calcular.previamente la reacci
en el apoyo B. Esta reaccién la calcularemos imponiendo el equilibrio de momentos al
conjunto de la estructura en el punto A. Considerando e] convenio de signos tal como
se indica en la figura 4.10, podemos escribir:

4.6. EIEMPLO 5

Equilibrio de momentos en el punto A: My =0
VB-10-15-(2+4+6+8)—20-6=0 Vg =42 kN

4.6.2 Cidlculo de esfuerzos:

Los esfuerzos en las barras 1, 2 ¥ 3 se pueden calcular imponiendo tres ecuaciones de
equilibrio a la parte derecha de la estructura, tal como se muestra en la figura 4.11.

Equilibrio de momentos en el punto C: Miy=0
—N-¥2.2-20.2-15.2442.4=0 [V, = —69 3kN

Equilibrio de fuerzas verticales:

i

~Ng-E N 1524420 N3 = 86,26 kN
Equilibrio de fuerzas horizontales: Ry=0
—Nz—N1-’§—N3-‘2£2+20=0 N; =8 kN
I 2m T 2m "
20 kN
I‘y 2m
C |
. C N, {ukn ‘wm '
B

Fig. 4.11: Corte de Ritter propuesto para el ejemplo 5.
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4.7. EJEMPLO 6 95

Equilibrio de momentos en el punto A: My =0
Ve 46100 (1 4243+4)+100. F(14+243) =0
4.7 Ejemplo 6
Equilibrio de fuerzas verticales: Ry =0
Calcular los esfuerzos axiles en'las barras 1, 2 y 3 marcadas en la figura 4.12. Va+ VB ~100-4=0 : Va = 350 kN
JIOO KN
LT ()
By 100 kN
S ——
100 kN
—
100 kN
N, B

Fig. 4.13: Primer corte de Ritter propuesto para el ejemplo 6.

Fig. 4.12: Estructure del ejemplo 6

4.7.2 Ciélculo de esfuerzos:

Usando el metodo de Culmann-Ritter, dividimos la estructura articulada en dos partes
s:egun un primer corte que pasa por la articulacién C ¥ la barra A-B, que indicaremos
con 4 (ver figuras 4.13). Una vez conocido el valor del esfuerzo axil Ny, considearemos
un segundo corte que divida las barras 1, 2y 3 (ver figuras 4.14).

El esfuerzo en la barra 4 se puede calcular imponiendo una ecuacién de equilibrio
de momentos respecto al punto C en la parte derecha de la estructura, tal como se
muestra en la figura 4.13.

4.7.1 Reacciones externas:

Para el calculo de los esfuerzos serd necesario calcular previamente las reacci.onw en
la articulacién A y en el apoyo B. Estas reacciones las calcularemos imponiendo el
equilibrio de fuerzas y momentos al conjunto de la estructura, Considerando el convenio
de signos tal como se indica en la figura 4.13, tenemos:

Equilibrio de fuerzas horizontales: Ry=0

Hpy—100-3=0 Hp = 300 kN
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4.8. EJERCICIOS PROPUESTOS

97

N
1006N| "4
N.
| s
1oom‘ r //Nz
H, )@ N,

e

L,

Fig. 4.14: Segundo corte de Ritter propuesto para el ejemplo 6.

Equilibrio de momentps en el punto C: M) =0

~N;y-2v/6-100- 8 (1+2+3)+50-2v6=0 |Na=—-100kN

Los esfuerzos en las barra 1, 2 y 3 se pueden obtener imponiendo tres ecuaciones

de equilibrio en la parte isquierda de la estructura (ver figura 4.14).

Equilibrio de momentos en el punto D:
N3-1+100- %8 —350-v/6 + (300 — 100) - V6 =0

Equilibrio de momentos en el punto A:
—(Np-3)-2v3+N;-1-100- F(142) =0

Equilibrio de fuerzas segun la dm»:cczdn de Ny:
Ny + Np ¥ 4+ N3 — (100 + 100 — 300 — 350 + 100) ¥Z =0

ME =0

N3 = 100v6 kN
My =0 :
N2=—50\/§kN

R

!

4.8 Ejercicios propuestos

A continuacién se propone una serie de ejercicios donde se pide calcular los esfuerzos
axiles indicados para las estructuras propuestas.

4.8.1 Ejercicio 1

10 kN 2

Fig. 4.15: Estructurae del ejercicio 1
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e s 4.8.4 Ejercicio 4
4.8.2 Ejercicio 2
lm
e . 1
: 3 —r
3 i 2 1m
1m
'vl 10kN
H, §> 1 -t
3 4 lm
2 3
H,
104N 1
4 g 10KN 10kN
: 10 kN V]
3 A Fig. 4.18: Estructura del ejercicio 4
! v, 4.8.5 Ejercicio 5
s i 10 1
Fig. 4.16: Estructura del ejercicio 2 ‘ kN m
4.8.3 Ejercicio 3 10kN
10 kN
1m
i 1 ) 10 kN
; I 4
| 2 1m :
2 3 lm
H, i H,
% 3
” ‘10 KN llo N @ 2 ! ,
1 Y 1 Y2 Vi v,

Fig. 4.17: Estructura del ejercicio 3 Fig. 4.19: Estructura del ejercicio 5
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4.8.6 Ejercicio 6

o

im
Hl
7 10N
v, 4
i \ |3
10 XN
200
HZ
——
v2

Fig. 4.20: Estructura del ejercicio 6

4.8.7 Ejercicio 7

10kN 10kN T__l;n_T
3 10kN 6
2 3 im
H, ’ 10N
Y ! 4
LY
\A v, A4

Fig. 4.21: Estructura del ejercicio 7

49. RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS ' 101

4.9 Respuestas a los Problemas Propuestos

A continuacién se presentan las respuestas a los problemas propuestos: recordamos que
de acuerdo con la convencién adoptada valores positivos corresponden a esfuerzos de
traccion.

Ejercicio 1:
N, =17,6TkN Ny =-17,5kN
N3 =3,54kN Ny =2,5kN

Ejercicio 2:
Ny =-5kN Ny=-10kN
N3 =—-5kN Ng=10kN

Ejercicio 3:
N1 =-16,67TkN N2 =2,36 kN N3 =25kN

Ejercicio 4:
Ni=T7,0kN Ny =-5kN
N3 =-7,0TkN Ny =5kN

Ejercicio 5:
Ny =10kN N,
Ny =6,6TkN N5

—14,14kN N3 = —6,67kN
~9,43 kN

Ejercicio 6:
Ny =—-10kN N;=4,T1kN
N3 =3,33kN Ng=-3,33kN
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5.2 Ejemplo 1

Para la estructura de la figura 5.1, identificar los diagramas de esfuerzo cortante y
momento flector cualitativamente correctos entre los que se proponen en la figura 5.2.

—)

Fig. 5.1: Estructura del ejemplo 1

5.2.1 Solucién:

Se trata de una viga empotrada en el extremo A. Hay una carga concentrada en el punto
B y un momento concentrado en el extremo libre C. La carga concentrada tiene que dar
lugar a un salto en el diagrama de cortantes, asf como a una variacién en la pendiente
(derivada) del momento flector. Podemos de ese modo descartar los diagramas (T'1) y
(T'4) de cortante que no presentan ningdn salto.

Por otro lado, el momento concentrado en el extremo C provoca un valor de mo-
mento flector no nulo en el extremo libre de la estructura. Este momento tracciona
las fibras superiores en el tramo B-C, asi que quedan descartados los diagramas de
momento flector (M1) y (M2) propuestos. v

En el tramo B-C el diagrama de cortante tiene que ser constante (no hay cargas
distribuidas aplicadas): observando que en el extremo C el valor del cortante es nulo,
esto da lugar a un diagrama nulo en todo el tramo B-C. Los diagramas (72) y (T3)
son ambos admisibles.

En el punto B hay una carga concentrada que provoca un incremento (salto) del
cortante en sentido horario; el valor alcanzado en este punto (horario) se tiene que
mantener constante en todo el tramo A-B: el diagrama cualitativamente correcto es el
(T3).
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fot

A B C A B [

&) ®
— |7 [ e 8

A B [¢ A B C

Fig. 5.2: Posibles diagramas de esfuerzo cortante y momento flector para la
estructura del efemplo 1.

: En el tramo B-C, de la viga propuesta no hay cargas distribuidas y el cortante es
nulo, asf que el momento flector tiene que ser constante: queda descartado el diagrama
(M4).

En el tramo A-B tampoco hay cargas distribuidas aunque exista cortante, o sea que
la variacién en el diagrama del momento flector tiene que ser lineal. Por otro lado, el
momento flector en el punto A tiene que tener un valor superior al del punto B ya que
se suman los efectos del momento aplicado en C y lo que provoca la carga en B. Por
este motivo el diagrama de momento flector (M3) es admisible.
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5.3 Ejemplo 2

Para la estructura de la figura ‘5.3, identificar los diagramas de esfuerzo cortante y
momento flector cualitativamente correctos entre los que se proponen en la figura 5.4.

A 7B D

»} [

Fig. 5.8: Estructura del ejemplo 2

‘.

5.3.1 Solucién:

Se trata de una viga apoyada en el extremo A y en el punto B. El estado de carga
consiste en un momento concentrado en B y una carga uniforme distribuida en el
tramo B-C. _

La reaccién vincular del apoyo vertical en B, asf como el momento concentrado en
el mismo punto, dan lugar a saltos en los diagramas de cortante y momento flector en
este punto: todos los diagramas presentan cualitativamente estos saltos.

Debido a la presencia de la carga distribuida en B-C, el diagrama del cortante tiene
'que mostrar una variacién lineal y el momento flector tiene que ser parabdlico. Por otro
lado, en el tramo A-B el diagrama del cortante tiene que ser constante y el momento
flector tiene que ser lineal: queda descartado el diagrama (T7'4) de cortante ya que
presenta una variacién lineal en A-B.

Si ahora tenemos en cuenta el sentido de la carga distribuida (hacia abajo), podemos
afirmar que el diagrama del cortante en el tramo B-C tiene que ser horario y creciente,
¥ el diagrama de momentos tiene que tener la concavidad hacia arriba: por este motivo
descartamos los diagramas de cortantes (T'2) y el de momentos (M3).

El punto C es un extremo libre para la estructura y por lo tanto no sujeto a cargas:
el cortante tiene que ser nulo y adems4s este punto coincide con el vértice del diagrama
parabélico de momentos. Queda descartado el diagrama (M4) que presenta el punto
de méximo (cortante nulo) en el punto D.
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fof

® o
®

@ ot

ol

-{o
a
>
w

¢

Fig. 5.4: Posibles diagramas de esfuerzo cortante y momento flector para la
estructura del ejemplo 2.

-

Si tuviéramos que escribir una ecuacién de equilibrio de momentos en el punto B,
nos darfamos cuenta que el momento provocado por la carga distribuida sumado al mo-
mento concentrado en B, solo se puede equilibrar con una reaccién vertical descendiente
en la articulacién A. Por tanto, el cortante en el punto A debe de ser negativo (antiho-
rario), descartando el diagrama de cortantes (T'1). El iinico diagrama cualitativamente
correcto resulta ser el (T3).

Por otro lado, en el extremo A hay una articulacién, o sea que el momento flec-
tor debe ser nulo. Desde este punto el momento crecers linealmente (no hay carga
distribuida aplicada en el tramo A-B) traccionando las fibras superiores de la viga (la
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reaccién en A debe de ser hacia abajo) hasta el punto B : ambos diagramas (M1) y
(M2) propuestos son admisibles.

Finalmente, por equilibrio de momentos en B, se deduce que Mps = Mpc + M
(siendo M el valor del momento concentrado en este punto). O sea que Mpy tiene que
ser mayor a Mpc, descartando asf el diagrama (M2) y dando por bueno el diagrama
(M1).
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5.4 Ejemplo 3

Para la estructura de la figura 5.5, identificar los diagramas de esfuerzo cortante y
momento flector cualitativamente correctos entre los que se proponen en la figura 5.6.

EIA B@

(—

Fig. 5.5: Estructura del ejemplo 3.

5.4.1 Solucién:

Se trata de una estructura reticulada apoyada en los puntos B y C. Hay dos momentos
concentrados en los extremos A y D, respectivamente, y una carga distribuida uniforme
a lo largo del tramo B-C.

Observando la condicién de carga en los extremos A ¥ D de la estructura se puede
ripidamente descartar el diagrama de momentos (M3), que presenta un valor nulo para
el momento flector en dichos puntos. De igual manera podemos descartar el diagrama
de cortantes (T1) que sugiere valores no nulos.

En los tramos A-B y D-C el diagrama del cortante tiene que ser constante (no hay
cargas distribuidas aplicada) y siendo nulo su valor en los extremos A y D serd nulo
a lo largo de ambas vigas. Los diagramas (T'2) y (T3) propuestos pueden ser ambos
correctos. Por otro lado, si no hay carga distribuida y el cortante es nulo, el diagrama
del momento flector tiene que ser constante: podemos asf descartar el diagrama (M1)
que presenta una variacién lineal en A-B y D-C.
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fot

®
®

1=l

e

Fig. 5.6: Posibles diagramas de esfuerzo cortante y momento flector para la
estructura del ejemplo 3.

El diagrama (M2) que nos queda para el momento flector presenta una distribucién
constante e indica una traccién en las fibras externas en los tramos A-B y D-C de
acuerdo con el sentido de los momentos aplicados en los extremos. En el tramo B-C, la
variacién es parabélica y la concavidad concuerda con el sentido de la carga uniforme
distribuida en esta parte de la estructura.

Debido a la simetrfa de la estructura, condiciones de carga y de vinculo podemos
deducir que las reacciones horizontales en los apoyos B y C deben ser iguales entre
si, y opuestas al sentido de la carga distribuida (para que xista equilibrio horizontal).
Queda asf descartado el diagrama de cortantes {T2) que presenta valores del cortante
se signo equivocado. El diagrama (T3) resulta ser el dnico admisible. Este diagrama
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presenta una variacién lineal de acuerdo a la condicién de carga y una anti-simetrfa
respecto al punto central E. En este punto el cortante toma valor nulo y el diagrama
de momentos presenta su valor méximo.
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5.5 Ejemplo 4

Para la estructura de la figura 5.7, identificar los diagramas de esfuerzlo gorta:;esy
momento flector cualitativamente correctos entre los que se proponen en la figura 5.8.

Fig. 5.7: Estructura del ejemplo 4.

5.5.1 Solucién:

Se trata de una estructura reticulada empotrada en el punto E.. Hay dos ca.rgdaistcc.)sc.e;;
tradas en los puntos C' y D, respectivamente, y una carga uniformemente distribui
largo del tramo A-C. .
: 1OTZnieondc:) en cuenta la tipologia de carga se puede descartar el diagrama de cortaite;
(T'1) porque, debido a la carga distribuida, la va.ria.ci()n‘ del cortante enBli)]; t;alz)z;oz AB
y B-C tiene que ser lineal mientras que, por lo contrario, (-‘fn el tramo el e ser
constante. De acuerdo con el sentido de la carga distribuida, el cortante e;l ; T: e
A-B tiene que ser horario y anti-horario en el tramo B-C: queda descartado :1: : xigr::nte
(T'4). Finalmente, considerando la viga B-D-E, se puede ver como el vaio:l e ;:a e
en B-D (inducido por la carga en C) debe ser menor que en D-E debido a : buexglo
presente en D. Por este motivo podemos descartar el diagrama (7'2) y tomar po:
el diagrama (T3).

8.5. EJEMPLO 4 113

>
foi
w
>
o
=)

T
C @ c @
A A
B ) E B I‘, 2
/&
. ® JE®
A A
=i ot
B
B b E A )
C QCM

Fig. 5.8: Posibles diagramas de esfuerzo cortante y momento flector para la
estructura del ejemplo 4.

Considerando ahora las diferentes opciones Para el diagrama de momentos, se pue-
den desechar el diagrama (M3) que presenta un valor de momento no nuio en el extremo
C, y el diagrama (M2) que indica un momento Ccuyo signo no se corresponde con el
sentido de la carga distribuida en los dos tramos A-B y B-C de la estructura.

Por otro lado, al escribir una ecuacién de equilibrio de momentos respecto al punto
E, se observa que el momento en el empotramiento en el punto E no puede ser nulo.
El diagrama (M1) queda asf descartado.

El diagrama (M4) que nos queda, sugiere una variacién lineal del momento flector
en el tramo B-D, cuya pendiente se ve incrementada en e} siguiente tramo D-E. Este
resultado est4 corroborado por el diagrama de cortantes que indica un valor mayor en
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el tramo D-E que en el tramo B-D. Finalmente, la simetrfa de la carga d'istrib‘uida. con
respecto al punto B produce un momento flector Mpp r.mlo v v'alores idénticos ];:ra
los momentos Mpa y Mpc, respectivamente, como indica el diagrama (M4). Este
diagrama es cualitativamente correcto para la estructura dada.
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5.6 Ejemplo 5

Para la estructura de la figura 5.9, identificar los diagramas de esfuerzo cortante y
momento flector cualitativamente correctos entre los que se proponen en la figura 5.10.

Fig. 5.9: Estructura del ejemplo 5.

5.6.1 Solucién:

En este ejemplo el dintel A-B-C estd apoyado en el punto A y en el pilar B-E, y soporta
una carga uniforme en toda su longitud. El pilar recibe la carga del dintel a través de
la articulacién B y soporta adem4s una carga concentrada en D.

En primer lugar, debido a la simetrfa de la carga se puede deducir (équilibrio de
momentos en B para e} dintel A-B-C) que la reaccién en el apoyo 4 tiene que ser nula.
Esto quiere decir que los valores del cortante en A asf como en el extremo libre C son
nulos, descartando los diagramas (1°2), (T3) y (T'4). Por otra parte, los diagramas
(T3) y (T4) presentan una variacién lineal en el tramo D-E que no es compatible con
la condicién de carga.

Los diagramas (T'1) y (T'5) presentan una variacién linea! en los tramos A-B y B-C,
un diagrama constante en D-E y un valr nulo en el tramo B-D. Efectivamente, a través
de la articulacién B el pilar s6lo recibe una accién vertical (esfuerzo axil), o sea que el
cortante tiene que ser nulo hasta el punto D) donde hay una carga concentrada ortogonal
a la viga que provoca un cortante que se mantiene constante hasta el empotramiento
E. Las diferencias entre los diagramas (T'1) y (I'5) residen en los signos de la accion.
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Claramente, ¢l diagrama (T'1) presenta signos opuestos en los tramos A-B y D-E. La
opcién que se presenta con el diagrama (T5) es cualitativamente correcta.

Fig. 5.10: Posibles diagramas de esfuerzo cortante y momento flector para la
estructura del ejemplo 5.

El diagrama del momento flector debe presentar una variacién parabslica en los tra-
mos A-B y B-C (carga uniforme), ser nulo en B-D y ser lineal en D-E. Descartamos pues
el diagrama (M1). Por razones de simetrfa los diagramas (M3), (M3) y (M5) quedan
igualmente descartados: los momentos M, 'BA ¥ Mpc deben ser ignales. Finalmente,
observando las fibras traccionadas, podemos descartar también el diagrama (M4) que
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sugiere una disposicién opuesta respecto a la condicién de carga. El diagrama (M2)
resulta ser la unica alternativa cualitativamente correcta. Como tltima nota, se puede
constatar que en los tramos A-B y B-C los puntos de minimo (vértices) estdn en los
extremos A y C de acuerdo con el valor nulo del cortante en dichos puntos.
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b i s e

5.7 Ejemplo 6

Para la estructura de la figura 5.11, identificar los diagramas de esfuerzo cortante y
momento flector cualitativamente correctos entre los que se proponen en la figura 5.12.

NN
A B%

1c 3R
Fig. 5.11: Estructura del ejemplo 6.

5.7.1 Solucién:

Se trata de una viga continua apoyada en B y empotrada en D. Una carga uniforme
actia en los tramos A-B y B-C, y existe una carga concentrada en la articulacién C.

La variacién del cortante debe de ser lineal en los tramos A-B y B-C, y constante
en el tramo C-D. Ademds, se tienen que observar dos saltos como consecuencia de la
reaccién vertical en B y la carga concentrada en C. Podemos descartar el diagrama
(T2).
" Por simetrfa (equilibrio de momentos en B para la viga A-B-C) el cortante Tcp
tiene que ser nulo, descartando asf el diagrama de cortantes (7'4) .

Por una cuestién de signos, descartamos también el diagrama (7'1) y aceptamos el
diagrama (T3) como correcto.

El diagrama del momento flector debe ser parabdlico en los tramos A-By B-C, y
lineal en el tramo C-D. Podemos asf descartar el diagrama (M1).

Se tienen que observar dos discontinuidades en el valor de la pendiente como con-
secuencia de los saltos en el valor del cortante en By C.

Por razones de simetrfa podemos también descartar el diagrama (M2): la variacién
del momento flector en los tramos A-B y B-C tiene que ser simétrica respecto al apoyo
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Fig. 5.12: Posibles diagramas de esfuerzo cortante y momento flector para la
estructura del ejemplo 6. '

B. El diagrama (M3) presenta dos extremos en E ¥ F que no se corresponden a los'
puntos de cero en el diagrama de cortantes: estos puntos deben ser el extremo 4 y la
articulacién en C como sugiere el diagrama de cortantes (T'3) y ratifica el de momentos
(M4). Finalmente, este tltimo diagrama indica traccién en las fibras inferiores para el
tramo C-D de acuerdo a la accién de la carga concentrada en C.
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Fig. 5.15: Diagramas de esfuerzo axil, cortante y momento flector relativos a las
demds condiciones de carga y apoyo propuestas en el ejemplo 7.

flector resultante tiene que empezar en A traccionando las fibras exteriores de la viga
A-B y tener una variacion lineal. Por otro lado, en el tramo B-C la carga tracciona las
fibras interiores con una variacién parabélica hasta el punto B. La unién rigida entre
las vigas A-B y B-C da lugar a la continuidad del momento flector, y por consiguiente
tracciona las fibras interiores en el punto B de A-B como nos indica el correspondiente
diagrama de esfuerzo.

En la figura 5.15 se presentan los diagramas de las acciones internas para todas las
demss condiciones de carga y apayo presentadas en la figura 5.14.

5.9. BIJEMPLO &
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5.9 Ejemplo 8

En la figura 5.16 se muestran los diagramas de cortante y momento flector de una viga
continua isostdtica. Se pide identicar la condicién de carga y de apoyo compatible con
-estos diagramas entre las propuestas en la figura 5.17

Fig. 5.16: Diagramas de esfuerzo cortante y momento flector para el ejemplo 8.

5.9.1 Solucién:

En el tramo A-B el diagrama del momento flector es lineal mientras es parabélico en
los tramos B-C y C-D. Esto nos lleva a suponer una carga uniforme en los tramos
B-C y C-D. Observando la pendiente del diagrama de cortantes podemos ver como
su variacién es igual en ambos tramos, o sea que la carga uniforme tiene que tener el
mismo valar tanto en B-C como en C-D. Podemos asi descartar el diagrama e) que
indica una carga uniforme en los tramos A-B y C-D. De acuerdo con la concavidad
del diagrama parabélico de momentos también resulta inaceptable la hipétesis d), que
presenta una carga uniforme hacia arriba.

El extremo D de la viga continua presenta valores nulos para el cortante y momento
flector: este punto tiene que ser un extremo libre. La opcién b) supone un apoyo en D.
A partir de la ecuacién de equilibrio de momentos respecto al punto B es evidente que
en este apoyo debe haber con una reaccién vertical hacia arriba no nula, en desacuerdo
con el diagrama de cortantes mostrado.

De la ecuacién de equilibrio de momentos respecto al punto B para la opcién a)
resulta ahora que en el apoyo A existe una reaccién vertical hacia abajo no nula. Esta
reaccién da lugar a traccién en las fibras superiores en el tramo A-B, asf como un

[c]
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cortante anti-horario. Ambas circunstancias est4n en desacuerdo con los diagramas de
esfuerzos mostrados.

A pttdiiliidl
% %)IC D

W st L
1 A  pC P y
c)

P—— — >
§>,
o
¥

i,
A. % %C D
e) :

Fig. 5.17: Condiciones de carga y de apoyo propuestas para el ejemplo 8.

La opcién correcta tiene que ser la c). Empezando desde el extremo A, se puede
‘comprobar que el diagrama de cortantes debe de ser horario y mantenerse constante en

todo el tramo A-B. La ecuacién de equilibrio de momentos respecto al punto C nos dece

que la reaccién en el apoyo B es vertical hacia abajo, dando lugar a un salto como indica
el diagrama de cortantes. A continuacién el esfuerzo cortante se veria increment.aflo .a
consecuencia de la carga uniforme hasta el otro apoyo en C. La ecuacién de equilibrio
de momentos respecto al punto B nos indica una reaccién vertical hacia arriba que se
ve reflejada en el diagrama de cortantes como otro salto hacia arriba. Finalmente, en f:l
tramo C-D el cortante tiene que empezar con valor nulo en el extremo libre D para, ir
incrementandose (en sentido horario) hasta el punto C por efecto de la carga uniforme.

Por lo que concierne al diagrama de momento flector, en el tramo A-B el momento

tiene que crecer linealmente de A hasta B a causa de la carga concentrada en 4 que
tracciona las fibras inferiores.

-3
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Fig. 5.18: Diagramas de esfuerzo cortante y momento flector relativos a las demds,
condiciones de carga y apoyo propuestas en el ejemplo 8.

En el tramo C-D 1a carga uniforme da lugar a una variacién parabdlica que empieza
con valor nulo en el extremo libre D ¥ se incrementa hasta el punto C, traccionando las
fibras superiores de la viga. Finalmente, otra variacién parabélica tiene que cerrar el
diagrama en el trama B-C uniendo los valores (con signo opuesto) conseguidosen By C
respectivamente. Todas estas observaciones se confirman en el diagrama de momentos.

En la figura 5.18 se presentan los diagramas de .cortante ¥y momento flector para
todas las demds condiciones de carga y apoyo presentadas en la figura 5.17.
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5.10 Ejemplo 9

En la figura 5.19 se muestra el diagrama de momento flector de una estructura isost4tica.
Se pide identicar la condicién de carga y de apoyo compatible con este diagrama entre
las propuestas en la figura 5.20.

Fig. 5.19: Diagrama del momento flector para el ejemplo 9.

5.10.1 Solucidén:

El diagrama de momento flector muestra una variacién lineal en el tramo A-B que se
transmite sin discontinuidades (Mp4 = Mpc) al extremo B del tramo B-C. En este
tramo la variacién es parabélica y acaba anulandose en C con tangente nula (punto de
mfnimo). Estas observaciones nos llevan a suponer una carga uniforme exclmi@ente
en el tramo B-C, siendo € un extremo libre: se descartan la opcién b), que indica una
carga uniforme en el tramo A-B, asf como la opcién e), donde, adem4s, hay una carga
concentrada en C que implica un cortante no nulo en este punto (si el cortante no es
nulo este punto no puede ser el minimo para el momento flector).

Se puede desechar por varios motivos la opcién a): en primer lugar, el sentido de la
carga uniforme tracciona de las fibras inferiores en el tramo B-C. En segundo luga?', el
momento de empotramiento necesario para garantizar el equilibrio de la estructura tiene
que ser horario, resultando en un momento flector que tracciona las fibras interiores en
el tramo A-B.

5.10. EJEMPLO 9 127

)

8 9 0

Fig. 5.20: Condiciones de carga y de apoyo propuestas para el ejemplo 9.

La opcién ¢) presenta una carga distribuida ascendente en el tramo B-C, asf como
una articulacién en. C: el correspondiente diagrama de momentos tiene que mostrar un
valor nulo en C para después ir creciendo hasta B, traccionando las fibras inferiores
en todo el tramo B-C. Adems4s, el momento fector en el tramo A-B sélo puede ser
constante y debe traccionar en las fibras interiores de la viga de acuerdo con el momento
concentrado en A. Esta opcién queda desechada.

La alternativa c) presenta una carga uniforme que tracciona las fibras superiores en
el tramo B-C. Empezando con valor nulo en el extremo libre C, el momento flector se
incrementa hasta llegar a B. El valor alcanzado se transmite sin saltos (Mpe = Mpa) al
extremo B del tramo A-B. Desde B hasta A el momento flector tiene que incrementar
su valor de forma lineal a causa de la carga concentrada en B, alcanzando su valor

méximo en el empotramiento A. Esta variacién se corresponde con la que se presenta
como dato del problema. :
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En la figura 5.21 se presentan los diagramas de momento flector para todas las
demds condiciones de carga y apoyo presentadas en la figura 5.20.

a) b)

d . ’ €)

Fig. 5.21: Diagramas del momenio flector relativos a las demds condiciones de carga
y apoyo propuestas en el ejemplo 9.
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5.11 Ejemplo 10

En la figura 5.22 se muestra el diagrama de momento flector de una estructura isost4tica.
Se pide identificar la condicién de carga y de apoyo para dicha estructura que satisfaga
este diagrama entre las propuestas de figura 5.23.

Fig. 5.22: Diagrama del momento flector para el ejemplo 10.

5.11.1 Solucién:

El diagrama de momento flector muestra una variacién parabélica en el tramo A-B,
un salto en el punto B y una variacién lineal en el tramo B-C, tomando valor nulo en
C. Estas observaciones nos llevan a suponer una carga uniforme exclusivamente en el
tramo A-B: se puede descartar la opcién a) que indica una carga uniforme en el tramo
B-C.

En la opcién e) el tramo B-C estd libre de cualquier accién externa, asf{ que el
momento flector tiene que ser nulo en todo el tramo. Esta configuracién de carga no
es compatible con el diagrama propuesto.

La opcién d) presenta una carga concentrada en el extremo C que da lugar a un
momento flector lineal y creciente como muestra el diagrama. Por otro lado, aunque
la-carga uniforme en el tramo A-B justifica la variacién parabdlica que sigue, no se
explica el salto (discontinuidad) que se halla en B. La carga concentrada aplicada en
este punto darfa lugar a una variacién en la pendiente del diagrama, mientras que
una discontinuidad en sus valores solamente puede ser consecuencia de un momento
concentrado (un par) aplicado sobre este punto.
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Fig. 5.23: Condiciones de carga y de apoyo propuestas para el ejemplo 10.

"A continuacién, se puede observar como el diagrama del momento flector presenta
un valor no nulo en el extremo A y traccién en las fibras superiores de la viga A-
B. Podemos desechar la opcién a) puesto que en 4 existe una articulacién ¥, por
consiguiente, un valor nulo para el momento flector.

Finalmente, la configuracién de cargas que se muestra en la opcién c) es compatible
con el diagrama de momento flector propuesto. Empezando por el extremo C, podemos
ver como la carga concentrada da lugar a una variacién lineal del momento flector que
desde el valor nulo en C crece traccionando las fibras superiores del tramo B-C hasta el
punto B. El momento concentrado en B provoca un incremento del momento flector que
se refleja en el diagrama propuesto. Por iltimo, la carga uniforme obliga a que se sigua
incrementando el valor del momento flector segtin una ley parabélica. El valor final del
momento flector en el extremo A coincide con el valor del momento de empotramien_to.
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En la figura 5.24 se presentan los diagramas de momento flector para todas las
demads condiciones de carga y apoyo presentadas en la figura 5.23. :

\

)
H
A B
a) b)
)
——i

C A

\\ ®

C A B C

d) €)

Fig. 5.24: Diagramas del momento flector relativos a las demds condiciones de carga
y apoyo propuestas en el ejemplo 10.
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6 Problemas de Teoria de la Elasticidad

6.1 Introduccién
En este capitulo se presenta una colecién de problemas resueltos relativos

de Teoria de la Elasticidad.

al capitulo
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6.2 Formulario
Leyes de elasticidad de Hooke:

é["z_” (U,,+a‘,)] =
€v=%[av"”(6=+al)] ) Yoz = &

€= lo: —v (02 + )] 714:‘%"
Uz=27]€z+/\(5z+€y+€8) TW=G7zy
oy=2ney+A(ez+ey+e) Tes = G Ypz
g:=2n¢e:+ ) (€2 + €y +Es) Ty: =G Vyz

Constantes de Lamé:
vE E
A=— § :G:—
O+ -2 ' " 2(1+2v)

Deformacién volumétrica:
Ey=E€Ez+ Ey +E€;

Tensién hidrostética o tensién media:

o oz+t;“+o',

Relacién entre deformacién volumétrica y tensién media:
Op = K Ey

Moédulo de compresibilidad volumétrica:

E

K=3a-)
Variacién de longitud:
Al

—_—=Ey

l
Variacién de seccién transversal:

AA
y B (1+e)(1+e)—1mey+e:
Variacién de volumen:
AV
e (l+ex)(1+ey)(Q+e)—1mer+eyte:=6
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Rotacién de ejes:

03+a’y+a’z_

O

% cos (20) + Tay * 8in (20)

2 2
T = ZV;—U’ sin (2a) + T4y - cos (2a)

Tensiones principales:

or = om+R
or;r = om—R
Tensién media: iy

Radio del cfrculo de Mohr:

2
Oz — O

Angulo de rotacién hacia los ejes principales:

2 0;,,- b= ay
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6.3 Ejemplo 1

Los ejes {1 forman un dngulo o = 30 con los ejes zy como se indica en la figura
Calcular el valor de la tensién normal o¢ sabiendo que el tensor de tensiones segiin los
100 —-20

ejes zy es el siguiente o [M Pa] = [ _iaps® 98

Fig. 6.1: Ejemplo 1

6.3.1 Solucién:

En la figura 6.2 se muestra el plano inclinado de un dngulo o = 30° y las respectivas
componentes del vector traccién en las direcciones normal y tangente, o¢ y ¢, resp

s 3 o T e -
tivamente. Las componentes del tensor de tensiones o = [ "™ | nos indican e

Tyz Oy
valor de las tensiones normales y tangentes segun los planos cartesianos zy.

Si escribimos la ecuacién de equilibrio R¢ = 0 segun la direccién del eje £ tendre

o¢ - dl — o5 - cos30 - (dl - cos 30) — Tay - 8in 30 - (dl - cos 30) —
—0y -sin30 - (dl - sin30) — Ty - c0s30 - (dl - sin30) = 0

Eliminando dl y sustituyendo los respectivos valores de las componentes del tensor

6.3. EJEMPLO 1 137

dy=dl-cos

Fig. 6.2: Ejemplol
de tensiones, se obtiene:
o¢ = 65,17 [M Pa

El mismo resultado se puede conseguir aplicando las férmulas de rotacién de ejes. En
este caso tenemos una rotacién en sentido antihorario (positiva) de un dngulo o = 30°.
La tensién normal segin este plano inclinado se calcula como:

0¢ = 04 (30°) = 05 - cos? 30 + gy, - sin® 30 + 274, - sin 30 - cos 30

de donde se obtiene:
o¢ = 65,17 [M Pa)

que corresponde con el resultado anteriormente calculado.

At o
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6.3 Ejemplo 1

Los ejes £n forman un déngulo a = 30° con los ejes xy como se indica en la figura 6.1. ‘f

Calcular el valor de la tensién normal o¢ sabiendo que el tensor de tensiones segiin los

100 —20
-20 30

ejes zy es el siguiente o [M Pa| = [

Fig. 6.1: Ejemplo 1

6.3.1 Solucién:

En la figura 6.2 se muestra el plano inclinado de un dngulo a = 30° y las respectivas

componentes del vector traccién en las direcciones normal y tangente, o¢ y 7¢, respec-
Oz Tazy
Tyz Oy
valor de las tensiones normales y tangentes segun los planos cartesianos zy.

tivamente. Las componentes del tensor de tensiones o = nos indican el

Si escribimos la ecuacién de equilibrio R¢ = 0 segun la direccién del eje £ tendremos:

0¢-dl — oz - cos30 - (dl - cos 30) — Ty - sin 30 - (dl - cos 30) —
—0y - 8in30 - (dl - sin30) — Ty, - c0s 30 - (dl - sin30) = 0

Eliminando dl y sustituyendo los respectivos valores de las componentes del tensor
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Ten  \d/
dy=dl-cosa \(G‘

Iﬂ_«

dx=dl-sen a

Fig. 6.2: Ejemplol
de tensiones, se obtiene:
o¢ = 65,17 [M Pa)

El mismo resultado se puede conseguir aplicando las férmulas de rotacién de ejes. En
este caso tenemos una rotacién en sentido antihorario (positiva) de un dngulo a = 30°.
La tensién normal segiin este plano inclinado se calcula como:

0¢ = 05 (30°) = 05 - cos? 30 + oy, - sin? 30 + 274, - sin 30 - cos 30

de donde se obtiene:
o¢ = 65,17 [M Pa

que corresponde con el resultado anteriormente calculado.
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6.4 Ejemplo 2

Utilizando el tensor de tensiones del problema anterior, calcular el valor de la tensién
tangencial méxima.

6.4.1 Solucién:

En la figura 6.3 se puede apreciar el cfrculo de Mohr correspondiente al estado tensional
del problema propuesto. El valor de la tensién tangencial mdxima 7Tmax se da cuando
la tensién normal toma el valor medio o,, = %“ En estas condiciones la tensién
tangencial maxima es igual al radio del circulo de Mohr:

2
Oz —0
Tmax=R=\/(—12 v) + 713,

Sustituyendo los respectivos valores de las componentes del tensor de tensiones, se
obtiene:

Tmax = 40,31 [MPa)

T[MPa)

Tow

“Ty=20

O [MPa]

R A [ D A A 51(Cu. Tey)

Fig. 6.3: Ejemplo 2
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6.5 Ejemplo 3

Calcular el valor de la tensién o, para el estado tensional de la figura 6.4.

Fig. 6.4: Ejemplo 3

6.5.1 Solucién:

En primer lugar, podemos identificar el valor de la tensién normal o, = 10 [MPa] y
la tensién tangencial 7., = 71 todavfa incégnita. El problema pide la tensién normal
oy por lo cual es conveniente considerar un corte con un plano de normal y. En la
figura 6.5 es posible apreciar un estado tensional que hace referencia a los dos planos
cartesianos mds un plano inclinado 45° respecto al eje .

Las incégnitas son la tensién tangencial 7y = 7,y y la tensién normal . Por
equilibrio en la direccién horizontal podemos escribir:

—10- (dl - cos45) + Tay - (dl - sin45) — 20 - cos45 - dl + 50 - sind5 - dl = 0
Eliminando dl y despejando en funcién de 74y se obtiene:

Tey = —20 [MPa]
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Fig. 6.5: Ejemplo 3

Podemos ahora calcular o, considerando la siguiente ecuacién de equilibrio en la
direccién vertical:

oy (dl-sind5) — 74y - (dl - cos45) — 20 - sin45 - dl — 50 - cos 45 -dl =0
Eliminando dl y despejando en funcién de o, se obtiene:

oy =50 [MPa]
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6.6 Ejemplo 4

Calcular el valor de la tensién principal médxima oy y la correspondiente rotacién de
ejes para el estado tensional del problema anterior.

6.6.1 Solucién:

El tensor de tensiones obtenido como solucién del problema anterior es:

o [MPa] =

10 -20
—-20 50

Las tensiones principales se pueden obtener aplicando las siguientes formulas:

o = om+R
ol = Om—R
2
siendo o, = %" la tensién media y R = (%‘) + 72, el radio del circulo de
Mohr. Para los datos del problema, se tiene:
w SED0 _ on P

Om = 2
2
\/ (10 7 50) + (—20)? = 28,28 [M Paq]

asf que las tensiones principales tienen los siguientes valores:

R

or 30 + 28,28 = 58,28 [M Pa]
orr = 30-—28,28=1,72 [MPa]
Para poder calcular la posicién de los ejes principales, se puede recurrir a la férmula

que proporciona el d4ngulo de rotacién (antihorario) necesario para pasar desde los ejes
cartesianos originales a los ejes principales (ver figura 6.6):

2T 2y

Op = %arctan( ) = 22,5°

Oz — Oy
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6.7 Ejemplo 5

Calcular el valor de la tensién tangencial 7; para el estado tensional de figura 6.8.

Fig. 6.6: Ejemplo 4

La figura 6.7 muestra el circulo de Mohr correspondiente al estado tensional del
problema; se puede observar como con una rotacién horaria de 20, = 45° el estado
tensional (0, 7T4y) se transforma en la tensién principal menor (oyz,0), mientras el
otro estado tensional (o,, —74y) se tranforma en la tensi6én principal mayor (o7,0), o
sea:

or = 0y(22,5%)
oz (22,5%)

Fig. 6.8: Ejemplo 5

anr

6.7.1 Solucién:

T{MPa] | El problema se resuelve aplicando las condiciones de equilibrio horizontal y vertical
para estado tensional propuesto. Las inc6gnitas del problema son la tensién tangencial
71 = —T2 y la tensién normal o3. Por equilibrio en la direccién horizontal podemos
escribir:

~Txy=20
—0g - cosd5 - (dl - cos45) + 72 - sin45 - (dl - cos45) + 5 - di+

+10 - cos45 - (dl - cos45) + 71 - sin45 - (dl - cos45) =0

Eliminando dl y despejando en funcién de o2 se obtiene:

o9 = 20 [MPd]
Ein-E
. P1(Cx, Tey)

Podemos ahora calcular 71 considerando la siguiente ecuacién de equilibrio en la

direccién vertical:
Fig. 6.7: Ejemplo
4 el 4 o9 -sind5 - (dl - cos45) + 72 - cos 45 - (dl - cos 45) — 20 - dI+

+10 - sin45 - (dl - cos45) — 71 - cos45 - (dl - cos45) =0
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Eliminando dl, sustituyendo el valor de o anteriormente, calculado y despejando
en funcién de 7, (acordandose que 71 = —732), se deduce:

71 = —5 [MPa
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6.8 Ejemplo 6

Calcular las tensiones principales para el estado tensional del problema anterior.

6.8.1 Solucién:

En el problema propuesto existen dos planos ortogonales que definen un estado tensional
que se puede resumir con un tensor de tensiones del tipo:

o 78 TG

Tén 99
Tomamos esta configuracién rotada como punto de partida para el cédlculo de las
tensiones principales (éstas no dependen de la configuracién de partida). En estas

10 5
5 20

Las tensiones principales se calculan como:

condiciones, el tensor de tensiones vale:

o [MPa) =

or = om+R

orr = om—R

En nuestro problema, la tension media y el radio del cfrculo de Mohr valen respec-
tivamente:

Om = 10 —; L 15 [M Pa
2
5 (10 ; 20) +52 = 7,07 [MPa]

asf que las tensiones principales tienen los siguientes valores:

15 + 7,07 = 22,07 [M Pa
15 — 7,07 = 7,93 [M Pa]

ar

arr
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6.9 Ejemplo 7

Suponiendo que la tensién principal méxima sea oy = 100 [M Pa] y la tensién principal
mfnima sea o5 = 40 [M Pa], calcular la tensién tangencial méxima.

6.9.1 Solucién:

Observando el cfrculo de Mohr relativo a un estado tensional genérico, se puede obsevar
como la tension tangencial mdxima, Tmax, toma un valor equivalente al radio R de dicho
cfrculo:

Tinax =-It

Por otro lado, el diametro del circulo de Mohr se puede calcular restando los valores
de las tensiones principales, asf que:

L= 91 _ 30 [MPa]

Tmax = R= 2

PR,
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6.10 Ejemplo 8

Un cable tiene una longitud inicial de | = 4 [m] y una seccién transversal de A =
2 [mm?]. Calcular el alargamiento que experimenta al someterlo a una fuerza de
traccién de F' = 100 [Kgf]. El médulo de elasticidad del material vale E = 200 [GPa].

6.10.1 Solucién:

En primer lugar, es conveniente uniformar los datos del problema en unidades del
sistema internacional S.I.:

= 4 [m]

2 [mm?] =2-107° [m?]
= 100 [Kgf] = 981 [N]
= 200 [GPa] =2-10"! [Paq]

(o > [ S

El cable estd sometido a un estado de traccién uniaxial que podemos expresar como:

F
og = Z=490'5'106 [Pa]
oy = 0:=0

Toy = Tgz=Tyz=0

Para calcular el alargamiento del cable, podemos recurrir a las leyes de elasticidad
o leyes de Hooke, asf que la deformacién &, que experimenta el cable en la direccién de
carga es:

1
=% [oz — v (oy + 02))
y en nuestro caso resulta: i
x —
ez =5 =2,45-10 a
El alargamiento del cable se obtiene multiplicando la deformacién por la longitud

original del cable:
Al=¢e,-1=9,8-10"2 [m] = 9,8 [mm]
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6.11 Ejemplo 9

Un bloque ciibico de acero (E = 200 [GPal, » = 0,3) de 1 [m] de lado y cuyas ari

son paralelas a los ejes zyz se somete a la siguiente distribucién de tensiones:

500 (M Pa), o, = 700 [MPa}, 0, =0 [MPa] y Tay = Tgz = Ty: = 0 [MPa]. Calcula

la disminucién de espesor del bloque en direccién z.

6.11.1 Solucién:

La disminucién del espesor del bloque en direccién z se calcula a partir de la deformac

£. en dicha direccién_ como:
Al =Ez"* l

La deformacién ¢ se calcula a partir de las leyes de elasticidad o leyes de Hooke:
&y == % [o:—v(oz+0y) =-1,8- T
Asf que la disminucién del espesor del bloque en direccién z vale:

Al=-1,8-10"2-1 [m] = —1,8 [mm]

6.12. EJEMPLO 10

6.12 Ejemplo 10

Calcular la variacién de volumen del bloque del ejercicio anterior.

6.12.1 Solucién:

La variacién de volumen del bloque se calcula a partir de la deformacién vol
£y COMO:
AV =¢,-V
La deformacién &, se calcula como suma de las deformaciones segin los S
cartesianos: ‘
Ey =&z t+EytEx

donde:
& = % [0z —v(oy+05)] =1,45-1073
& = gloy—v(oe+0)] =275 10
E= %[ﬂ, —v(oz+0y)=-1,8- 1073

Asf que la variacién de volumen del bloque resulta:

AV =2,4-10"2.1 [m?] =2,4 [dm?]
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6.13 Ejemplo 11

Se somete una probeta cilfndrica de acero (E = 200 [GPal, v = 0,3) a un ensayo
de traccién uniaxial. Determinar el valor de la tensién (en direccién axial) cuando la
seccién transversal se ha reducido un 0, 3%.

6.13.1 Solucién:

La variacién de seccién transversal % de la probeta se calcula en funcién de las defor-

maciones transversales ¢, y €. como:
AA

T=(1+ey)(l‘+e,)—lzey+ez

Por otro lado, las deformaciones €, y ¢. se pueden expresar en funcién del estado
tensional utilizando las leyes de la elasticidad.

1)
By - E [oy —v(oz+02))

1
€ = E[a,—u(a,+a,,)]

La probeta estd sometida a un estado de traccién uniaxial que podemos expresar
como:

o6z #£ 0

ay = 0O0;= 0

Toy = Tez=Ty:=0
por lo cual resulta: P

Ey=¢€= —EO';-
Sabiendo que QAﬂ = —0,003 y sustituyendo las expresiones de las deformaciones
transversales se obtiene:
AA
—0,003 = T =gyte;= —2—'5',/0‘,,-

y despejando la tension o, resulta:

. 1011
o =£.M=2.l.0,003=1 [GPa)

6.14. EJEMPLO 12 151

6.14 Ejemplo 12

Se somete una probeta cilindrica de seccién A = 5 [mm?] y longitud | = 10 [em] a
un ensayo de traccién uniaxial aplicando una carga F' = 2500 [N]. Suponiendo que la
longitud de la probeta aumenta 0,5 [mm], determinar el médulo eldstico E' del material.

6.14.1 Solucién:

En el caso de un ensayo uniaxial se puede escribir:
Oz = E L

La tensién axial o, se puede calcular a partir del estado de carga:

Por otro lado, la deformacion axial e, se obtiene a partir del alargamiento de la
probeta:

Al 0,5:107°
i Tt 7 o 0,005 =0,5%
El médulo eldstico E del material es:
_ 0z _ 500- 106 ik
E= e Y 100 [G Pa]
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6.15 Ejemplo 13

Se somete una probeta ciibica de acero (E = 200 [GPa), v = 0,3) de arista | = 10 [em]
a una furza cortante F' = 1000 [K N]. Determinar la distorsién resultante g o

6.15.1 Solucién:

En primer lugar, calculamos el esfuerzo cortante al que est4 sometida la probeta:

1-108
0,1-0,1

Tay = % = =100 [M Pq]

= \
La distorsién resultante Yy € calcula utilizando la ley de elasticidad siguiente:

,
=g

que relaciona el esfuerzo cortante con la correspondiente distorsién angular en funcién

del médulo de rigidez a cortante:

Gi= m =177 [GP a]
Soutituyendo este valor en la ley de elasticidad, se obtiene:
_ 100108

Sl b
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6.16 Ejemplo 14

En un ensayo triaxial, las tensiones principales valen: o1 = 300 [M Pa], o7y = 200 [M Pa)
y o1 = 100 [M Pal. Determinar la deformacién longitudinal méxima, asf como la va-
riacién de volumen que experimenta una probeta de acero (E = 210 [GPal, v = 0, 3).

6.16.1 Solucién:

La deformacién longitudinal méxima se obtiene aplicando la ley de elasticidad de Hooke
segiin la direcci6én de la tensi6én principal mdxima, o:

Er— % [0'[ —v (ogr +0‘111)] =0,1%

La variacién de volumen 9% de la probeta se puede expresar en funcién de las
deformaciones transversales ¢z, £y y € como:

A—‘}/=(1+E:)(1+5y)(1+52)—'1z€z+5y+€;

La misma expresién es vélida cuando se introducen las deformaciones segin los ejes
principales de tensién:

% =1+er)(1+em)(M+emur) —1~er+en+em

El término de la derecha representa la deformacién volumétrica &, = %K, definida
como:
Ey =&z +Eyt+E:=€rt+eErt+ern

Por otro lado, se puede relacionar dicha deformacién con la tensién hidrostatica o
tensién media, o, definida como:

Oz +0y+o0: ort+on+onr — 200 [MPa)
Om — =
3 3
a través de la relacién:

e.,=%"—=o,11%

siendo K = 37755 = 175 [GPal el médulo de compresibilidad volumétrica del material.
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