DERIVADAS PARCIALES SEGUNDAS

EN FUNCIONES COMPUESTAS

EJERCICIO 17 DE LA GUIA 4
CURSO 4 - ANALISIS MATEMATICO 11

1. Consigna

Suponiendo que f tiene derivadas parciales continuas de todos los 6rdenes y z = f(z,y) donde z = 2s + 3t

2 2 2
ey=3s—2t calcule 33, 2% y 2=,

2. Arbol de Dependencias

Sea una funcién compuesta h(s,t) = f o g, donde

fiR? =R\ z= flay)
§:R?* = R\ (2,y) = g(s.1)

Si se quieren calcular sus derivadas parciales, un camino posible es usando el arbol de dependencias, el cual

se muestra en la Figura 1.
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Figura 1: Arbol de dependencias para h(s,t) = f o §.

La construccién del mismo se hace indicando, en orden, las dependencias de las distintas variables. En este
caso, se observa que z depende de = e y por medio de f, mientras que x e y dependen cada una de s y ¢ por
medio de g. En el drbol se empieza indicando la variable correspondiente a la composicién, en este caso z y
se sigue con las dependencias directas de la misma (z e y) formando las primeras ramas.Luego, se indican las
dependencias de la variable de cada rama (s y t). En las flechas se indica la funcién a través de la cual se da

la dependencia.

Si se quisiera hacer el arbol para un caso en el que f depende de, por ejemplo, x, y y z, se tendian inicialmente
tres ramas y luego habria que indicar la dependencia de cada una de ellas. Es importante ver que no se podria
usar la funcién ¢ tal como se muestra mas arriba porque sélo indica dependencias para x e y. Esto pasa porque
no se cumple la relaciéon de dimensiones que debe cumplirse al hacer una composiciéon.

Una vez que se terminé el arbol se calculan las derivadas parciales de la siguiente manera:

Oh 0 0 7] 0
G5t = @) G50+ S w2 ) 1)
oh 0 0 7] 0
G50 = @) G 5.0+ S w5 s) &)
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El procedimiento para hallar la expresion 1 es: se quiere calcular la derivada de h con respecto a s, por lo
que se deben buscar en el arbol todas las s, recorrer el camino desde z a cada una de ellas y sumarlos. En este
caso hay 2 caminos: uno pasando por x y otro pasando por y. Para pasar de z a = se debe usar f, tal como
se indica en el arbol. Por lo tanto, se deriva f con respecto a x. Luego, se pasa de x a s usando ¢, por lo que
se debe derivar la expresiéon que da ¢ para x con respecto a s. Multiplicando las dos derivadas mencionadas,
se obtiene el primer camino. Para el segundo camino, el procedimiento es similar pero con y en lugar de z. El
primer término de la Ecuacién 1 corresponde al primer camino y el segundo término al segundo.

Para la expresiéon 2 es totalmente andlogo. Se buscan todas las ¢ en el diagrama y se calcula cada camino.

3. Resolucion

La idea es primero calcular las derivadas primeras usando las matrices jacobianas y luego modificar ligera-
mente el arbol de dependencias para calcular las derivadas segundas. Se definen las siguientes funciones:

fiR? = R\ 2= f(z,y)
G:R?* = R*\ §(s,t) = (25 +3t,35s — 2t) = (z,y)
h:R* = R\ h(s,t) = fog=f(2s+3t,3s — 2t)

Ademds, como en la consigna se indica que f es C2, se sabe que es diferenciable en todo su dominio. §
también lo es porque cada componente es un polinomio y los polinomios son funciones elementales. h también lo
serd porque surge de componer dos funciones diferenciables. Por lo tanto, se puede aplicar la regla de la cadena
en cualquiera de sus formas: matrices jacobianas y arbol de dependencias. Se empieza calculando las derivadas
primeras de la siguiente manera, donde se indica con J la matriz jacobiana de cada funcion:

In(s,t) = J5(g(s,1))-J5(s, 1) 3)

Dado que f va de R? en R', su matriz jacobiana es 122 (ver relacién con las potencias a las que se eleva
R en los conjuntos de salida y llegada). De la misma manera, se ve que las matrices jacobianas de gy f son de
222 y 1z2 respectivamente. Por lo tanto, las dimensiones son légicas, se puede resolver sin problemas.

La matriz jacobiana de g se calcula usando la definiciéon ya que la misma es conocida:

75 = E _32} ()

La funciones f y h son desconocidas, por lo que reemplazo en la Ecuacién 3 directamente con la definicién:

(gg(s,t),g?(s,t)) (gi( ), %(xay>>'[§ 32}

(5e:0.506.0) = (25 w435 w3 w2 )

Aclaracién: uso f(z,y) en lugar de f(g(s,t)) para que quede mds legible, pero recordar que, por como se definié
g, © e y son funciones de s y t por medio de g.

Hasta ahora se calcularon las derivadas primeras, por lo que se procede a calcular las derivadas segundas.
Para esto, se piensa a cada una de las derivadas primeras como una funcién (de hecho lo son) y se las deriva
con respecto a s y t usando el arbol de la Figura 1. La diferencia es, entonces, que en lugar de f, se tiene %Z
porque es la funcién que relaciona x e y con z. Recorriendo los distintos caminos para llegar a s, tal como se

explicé anteriormente, se obtiene:
0%h 0 (0h ox 0 (Oh Jy
@(Svt) = oz <8s(3’t)> ~%(3’t) + o ((98(370> 83(8 t)

Reemplazando con la expresiéon para ah(s t) obtenida usando las matrices jacobianas y calculando %(s, t)
y gz (s,t) usando la definici6 de §:
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2 9 ) 0 0 0 0 0 9
%(s,t) =5 (23£(x,y) + 385(96,1/)) .a—i(s,t) T 5y <23£($7y) +3a§(x’y)) '8%(8’”
(st =2
dy _

%( >t) =3

Por lo tanto, usando la linealidad de la derivada y reemplazando con las derivadas de x e y, se puede escribir:

222(375) (gzé(a:y)+382f(x,y)>2+< 82f( )+352£(xy))3

0xdy 0yox
Dado que f es C?, se sabe por el teorema Schwarz que sus derivadas segundas cruzadas son iguales:
>*f >*f
8y8m( T,y) = 920y (z,9)

Finalmente, se usa la observacién anterior y se reagrupan los términos obteniéndose uno de los resultados
deseados:

aZh 82 2 2
0= 152w +9i Ly + 120 ]

Dyn (z,y)

El procedimiento es completamente andlogo para calcular ai? (s,t). Se usa el drbol de dependencias pero
con f = ah(s t) y buscando caminos para llegar a t:

0%h 0 (0h ox g (0h oy
W(svt) = 9% <6t(s’t)> N (s,t) + oy (&t(s’t)> 'E(Sat)

a0 =5 (3Z e —2Zwn) Seo+ L (5w -2 wn) Lo

Jdy \ Oz 0 ot
gatc(s t)=3
Yy _
5(87”_—2
82 82 82 62 2
() = (3aj<x n-22 g< 0)s+ (33yg;< 0= 255w -2
a2h _ an 2f 2f

Por tltimo, calculo las derivadas cruzadas. Es lo mismo calcular ﬁ(s t) o %(s t) ya que h es C2. A
continuacion se muestra un caso pero se deja el otro como eJerc1c10 para verificar que el resultado es el mismo.
Se lleva a cabo el mismo procedimiento usado para %tg(s t) y 22 (s,t) pero con f = 22(s,t) y buscando los

. 2
caminos que llevan a t. En el caso que queda como ejercicio se debe usar aa—t(s t) como f y buscar caminos
hacia s.

St = o () e+ 5 (Ghesn) S
e = o (25w + 3% ) ) S0+ o (25w + 35 ) St
-
%(s,t):—Q
S = (25 4@+ L )3+ (25 L) +35 5 wn)) (-2)
e (5:0) =65~ 65 L) +5 0 Ly



