TB065 / 86.05 - Sefiales y Sistemas

Hoja de férmulas

Senales utiles

Por convencidn, usamos la sinc normalizada.

Sinc
sinc(7) = sin(rt)
it
Asinc(é) — Aﬂ_f sin(%t)
Sinc periddica
sinc(r) _ sin(nt)

~ sinc(t/N)  Nsin(nt/N)

sinc(t/A) Asin(rt/A)

. t
ASlnCN(K) = Asinc(t/(NA)) - N sin(nt/(NA))

-2A  -A A 2A

N impar

N impar

N par
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Formulas utiles

Identidades de Euler

Suma geométrica

e? = cos6 +jsin6

cosf =
sing =
aM — o™
l-«a

el 4 ei0
2
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Sistemas LTI

Convolucion

Continuo Discreto
Y0 = om0 = [ x@n-nar il = (el = ) xlkIhl = 4]
Conmutatividad Xxy=y*x
Distributividad (x1+x)xh=x1*h+xyxh
Asociatividad (x s hy) s hy = x % (hy * hy)
Traslacion (Dgx) x=h =x % (Dgh) = Dy(x % h) (Dg: retardo de a)

Propiedades de sistemas LTI

Continuo Discreto
W) =0, t<0 h[n] =0, n<0
Causalidad h(t) "[f] T
-~ o !
o ! 0] 1 o
Estabilidad / |h(1)| df < o0 Z‘g |h[n]| < oo
—00 ne

Respuesta de sistemas LTI

Continuo Discreto
Y(0) = Hw)X(w) Y(Q) = H(Q)X(Q)
el 1 H(w)el®! el 5 H(Q)el¥
Autofunciones y
autovalores et > H(s)e™ 2~ H(z0)2]
s € ROC{H(s)} z0 € ROC{H(2)}



TB065 / 86.05 - Sefiales y Sistemas

Hoja de férmulas

Series de Fourier

Continuo
Frecuencia 2n
= 2 = —
fundamental @o 7 fo To
- 1 —jk wot
Coeficientes Ak = 7 x(t)e dr
0 J1;
Serie x(1) = Z ageltn!
keZ
Periodicidad de ay X

Convolucién
periddica

(x@r, y)(1) = / *(D)y(i = 1) dr

To

Discreto

2
QQZZFFQZWH

z
L

Z x[n]e‘jmo”

ar =

Z| =
S
1
o

z
L

x[n] agelkon

~
1l
(=}

ak+N = Ak

N-1

(xen y)nl= ) x[flyln-{]
=0
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Propiedades

xeag, ye b

Retardo

Inversion

Conjugacién

Realidad

Modulacion

Producto

Convolucién
periddica

Derivada / diferencia

Integracion

Parseval

Continuo

x(t — 19) & ape Tkwoto
x(=t) & a_g

x*(t) & a’,

x(t)real & a_; = a;

x(1)elm s ap_,

x(0)y(1) & > acbi

leZ

(x &1, y)(t) & Toarby

x'(1) & jkwoay

Y () =x(t) (a=0)

a
by = —— (k #0, by libre)

1 / 2 2
— x(¢)|“dr = ar
7, OF dr= 3 e

keZ

Discreto
—jkQong

x[n —ng] & are

x[-n] & a_y

kS

x*[n] & a*,

—_ *
x[n] real & a_x = aj,

x[n]e™ " o ap .,

N-1

xlnlyln] & ) acbi-s

7=0
(x®n y)[n] & Nagby

x[n] —=x[n—1] & (1 —e #*)q,
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Casos particulares

Seiial continua

ejwot

cos(wot)

sin(wqt)

=

1
D

i

0

siney| —| w=2M+1)
Ty

Seiial discreta

eijon

cos(mQon)

sin(mQon)

oOF————eo—

Coeficientes a;
a;j=1; ap=0parak #1
ay =a—_; =%; ar =0parak # =1

a=-a_| = zij; ar =0parak # =1

ar = 1/Ty
D/Ty
D . kD LARS
ajp = — SInc|{ —
T T T k
-To/D Ty/D
0

{1/N, k| <M,
ap =

RERERE

Coeficientes a;, m e Z

ak=26[k—m—€N]

CeZ

ar %Z(é[k—m—KN] +6[k +m —CN])

CeZ

1
ap = 2—j£é(6[k—m—€N]—6[k+m—€N])
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Transformada de Fourier de tiempo continuo

X(w) = [ oox(t)e_j“” dr

Propiedades

Retardo

Modulacién

Escala temporal

Conjugacién

Derivada

Multiplicacién por ¢

Integracion

Convolucién

Producto

Dualidad

Seiial
x(t —tg)
el x (1)
x(at)

x* (1)
x(@) (1)

tx(t)

/_; x(t)dr

(x o y) (1)
x(1)y(1)

X(w)la)=t

x(t) = % ‘/_mX(w)ej‘”’ dw

Transformada
eI X (w)

X(w - wo)

()
X*(~w)
(jw)1X(w)
X' (w)

X(w)
jw

+ 71X (0)6(w)
X(w)Y (w)

! Xx*xY
(X))

27 x(1)],=

—w
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Simetrias

Seiial

x(t) real

x(t) par

x(t) impar

x(t) real y par

x(t) real e impar

Parseval

Relacion con serie de Fourier

Transformada
X(~w) = X*(w)
X(~w) = X(w)

X(~w) = -X(w)
X (w) real y par

X (w) imaginaria pura e impar

(o) 1 (o)
Lo Ix(0)|*dr = 5/_00 1X(w)|* dw

X(w) =2n Z aré(w — kwoy).

keZ
2ra_q
2rag 2ray
2ra; T 2ra;
—2wy —wo 0 wo 2wo
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Casos particulares

Seial x(r)

eja)ot

cos(wot)

sin(wqt)

u(t)

e u(t)

1941
(g - 1!

e "u(t)

ealr]

D2 D/2

(Rea > 0)

(Rea > 0)

(a>0)

Transformada X (w)

2

wo

m[6(w — wp) + 6(w + wp)]

Jf.[(S(w - wp) - 6(w + wo)]

1
— + 16 (w)
jw

a+jw

(a+jw)

2a

a? + w?
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Seiial x(r)

1 e_t2/(20.2)

2no

Transformada X (w)
AN
w
-r/A /A
2n/T

I N O

=2x/T O 2n/T

2.2
eu‘w/Z

10
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Transformada de Fourier de tiempo discreto

X(Q) = Zx[n]e_jgn

nez

Expresionesen —m < Q <&

Propiedades

Retardo

Modulacion

Inversion

Conjugacién

Multiplicacién por n

Diferencia

Acumulacion

Convolucién

Producto

Seiial

x[n —no]

el x [n]

x[-n]

(x# y)[n]

x[n]y[n]

x[n] = %[ﬂX(Q)ejQ"dQ

Extension 2r-periddica

Transformada
e 1m0 X (Q)
X(Q - Q)
X(-Q)
X*(-Q)

X' ()
(1-e2)Xx(Q)

% +7X(0)6(%Q)

X(Q)Y(Q)

1 T
= /_n X(6)Y(Q - 6)dd

11
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Simetrias
Sefial Transformada
x[n] real X(-Q) = X"(Q)

x[n] par X(-Q) = X(Q)
x[n] impar X(-Q) = -X(Q)

X (Q) real y par

x[n] real y par
X (Q) imaginaria pura e impar

x[n] real e impar

Parseval

Y kinlP =5 [ ix@paa

nez

Relacion con serie de Fourier

N-1
X(@Q) =) [27r > aks(Q - kQp - 27r€)] :
ez k=0
} 27'[6{]\]_1 | 271’6!1\],1
2ntao 2maq 2rag
I 2mag 2ra;
L , g
Q QO (N - I)QO 2:7'1' 2 + QO 4 — Q() 4(1'
‘ 27 = NQ

2n = NQQ
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Casos particulares

Seiial x[n] Transformada X (Q)
! 1 1 |
. . . -~ sn l l Q
0 —‘7( 7\{
2r
i 27 |
| | |
—;71' 0 Q 7‘1' @
cos(Qon) > x[6(Q - Qo 270) + 6(Q + Qo - 270)]
CeZ
g
sin(Qon) D12 [6(Q - - 210) - 5(Q + Qo - 270) |
teZ
uln] oo + 716(Q)
a"uln] (lal < 1) ]
a e
1 —age ¥
n ae 19
1 I —
na"u[n) (la] < 1) 1 —ac i)
n+qg-1\ , 1
( g1 )a uln] (Jal < 1) 0 aciya
eiQ(L-1)/2 sin(L€2/2)
sin(Q/2)
; LO
= [e i QUL-D)/2 LLe
T e sincg | ——
- [ [ [ n IX(Q) —

210 L-1 L ! L ! !
| | i
Ty Ny VA A N A SN

' -2n/L 2mx/L 7

0
A ! AA |
2k | |
n : —Q
-A 0 A . —n/A /A i

13
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Seiial x[n] Transformada X (Q2)
2
1 i L ‘ !
L=2M+1 | | |
. -~ sn T | 4,\\/ i vf,a ——Q
T R A B
0

14
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Muestreo
AD |
1 > 6(t = nTy) |
! nez |
! A\ xp(1) Impulsos |
xel(1) ‘ N a muestras \ x[n]
T
2m
x[n] = x.(nTy), ws =2nfs = T Q = wTy.
S
xp (1) = xe(1) D" 6(t = nTy) = > x[n]8(r - nTy).
nez nez
1 Q 1 Q-2rk
Xp(w) = — Y Xe(w-kog),  X(Q) = Xp(—) == XC(—) :
T l;Z T T l;Z T
Interpolacion ideal
D/A |
| Muestras Xp,r (1) 3
Xl ————— s Hw) |[—tx()
T,
. xpr(t) = ) x[n]d(t = nl),
nez
Hy(w) = t —nT,
—n/T, ot X (1) = Zx[n] sinc( r) .
nez Tr

X (w) =0para |w| > wy, ws>20py: T, =Ty = x,:(t) = x:(2).

Cambio de tasa

Seiial Transformada

x[n/L], ne€elLZ,

X+ (Q) = X(LQ
0, e L7 12(Q) (LQ)

Sobremuestreo T L xpp[n] = {

M

-1
Submuestreo | M xjp[n] = x[Mn] X (Q) = % Z X(Q -:VIZM)
r=0
x 1L H(Q) M ——y H(Q) = L, [Q| <min(r/L,n/M),
fs (L/M) f 0, restode [-m, 7).

15
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DFT

N-1 )
X[k] = ) x[n]e i2rkn/N
n=0

Convolucion circular

1 N-1 )
xln) = 5 D X[k]eRrknm
k=0

[Flv =rmodN,  (x@yy)[n] = > x[rly[ln-rly]

Propiedades

Seiial

x[[n—m]n]

e]'27rmn/N

x[n]

x[[-n]n]

x*[n]

(x@n y)lnl]

x[n]y[n]

X[k] |k:n

Parseval

DFT

e—j27rkm/NX[k]

X[[k=m]n]

X[[-k]n]

0<n k<N

16
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Relacién con transformada y serie de Fourier

Soporte acotado: 0 <n < N — 1

l ‘ '[ = X[k] = X(Q)lg=2zk/n -

T IR S

Para cualquier x[n] periddica de periodo N, con coeficientes de serie ak:

X[k] = Nag.

Periodizacion

xn[n] = Zx[n—fN].

leZ

= XN k] = Xo()la=2rk/n -

(] xn[n], 0<n<N-1,
xo[n] =
0 0, resto,

Frecuencias

2k kfs/N, 0<k<N/2,
o, = 7k Af:é, £ = fs/ /
N N (k- N)f;/N, N/2<k<N.
Ventanas y espectrograma
L-1 .
S[m, k] = Z x[mR + rlw[r]e 2mkr/N espectrograma: |S[m, k]|*.
r=0

L: longitud de ventana; R: salto entre bloques; N > L.

17



TB065 / 86.05 - Sefiales y Sistemas Hoja de férmulas

Transformada de Laplace

X(S) = [mX(t)e_St dr x(t) — zlﬂ.‘] ‘/‘0""_]00 X(S)est ds

—joo

ROC{X(s)} ={s: 01 <Res < o2}, o1 <o <oy

Propiedades

Operacién Seiial Transformada ROC

Linealidad axy(t) + bxy(t) aX(s)+bXy(s) 2 ROC{X;(s)} NROC{X;(s)}
Desplazamiento x(1 —tg) e S0 X (s) ROC{X (s)}

Exponencial e x (1) X(s - s0) ROC{X(s)} + so

Escala / inversién x(at) ﬁX(%) {s :s/a €e ROC{X(s)}},a € R
Conjugacién x*(t) X*(s5%) ROC{X(s)}

Convolucién (x1 *x2)(2) X1 (s)X2(s) 2 ROC{X;(s)} NROC{X;(s)}
Derivada x'(1) sX(s) 2 ROC{X(s)}

Integral /_ ;x(T) dr X is) 5 ROC{X(s)} N {Res > 0}
Multiplicacién por ¢ 1 x(¢) -X'(s) 2 ROC{X(s)}

18
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Casos particulares

qg=12,...peC,wpeR.

Seiial

o(t —1o)

ePlu(r)

—ePlu(—t)

a1
(g -1

ePlu(r)

11
(g - 1)!

ePlu(-t)

eP? cos(wot)u(?)

eP! sin(wot)u(t)

Valores inicial y final

x(t) =0 parat <0, sin impulsos en 7 = 0.

x(0%) = HIP sX(s),

Transformada

e—st()

s—p
2 2
(s=p)? +w}

wo

(s=pP+a}

Valor final, X racional: Re p < 0 para todo polo p de sX(s).

Sistemas racionales

_ B0 _

H(s) = A0 -

Hm(s - Zm)
G =po

H(w) = H(5)|s=jw

ROC

Res >Rep

Res <Rep

Res > Rep

Res <Rep

Res > Rep

Res >Rep

Iim x(z) = lim sX(s).
t—o0 s—0t

iR € ROC{H(s)}.

Causal: ROC{H(s)} ={s:Res > l’IltngRepg}.

Estable:
Causal y estable:

B/ A reducida: sin factores comunes.

deg B < degA,
degB <degA, Repy<0,

jR C ROC{H(s)}.
ROC{H(s)} causal.

19
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Transformada Z

0

X@ = ), [z

n=-—o00

Propiedades

Operacion
Linealidad
Desplazamiento
Exponencial
Inversién temporal
Conjugacién
Convolucién
Multiplicacién por n

Diferencia

Acumulacion

ROC{X(2)} = {z:r1 < |zl <r},

Senal

axi[n] + bxa[n]

x[n —no]

ax[n]

x[-n]

x*[n]

(x1 # x2) [n]

nx[n]

x[n] =x[n-1]

1
x[n] = —,}f X(2)2" ' dz
271'_] |z|=r
ry <r <ry, sentido antihorario.
Transformada ROC

aX((z) + bX>(z)

77X(2)

X(z/a)

X(1/2)

X*(z")

X1(2)X2(2)

-zX'(2)

(1-z7HX(2)

X(z)

1-z!1

2 ROC{X;(z)} NROC{X>(z)}

ROC{X(z)}, salvo 0 e oo

lalry <|z| <lalr

1/ry <zl < 1/ry

ROC{X(2)}

2 ROC{X;(2)} NROC{X>(2)}

2 ROC{X(z)}

2 ROC{X(z)}, salvo0 e oo

2 ROC{X(z)} N {|z| > 1}

20
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Casos particulares

g=12,..;aeC;r>0;Qp€eR.

Senal Transformada ROC
é[n] 1 C
1
auln] — |z| > |a|
1 -az
1
—a"u[-n—1] lz| < lal
1-az!
na"uln] az”! Izl > lal
(1-az1)?
naul-n 1] az” 2] < lal
(1-az™1)?
n+qg-1\ , 1
( g-1 )a uln] (1-az 1) |z > lal
1 —rcos(Qg)z~!
r’ cos(Qon)uln zl >r
(Qomuln] 1 —2rcos(Qo)z! +r2z2 ll
. r sin(Qo)z’1
r’ sin(Qon)uln z|l >r
(Qomuln] 1 -2rcos(Qg)z~1 +r2z72 ol
Valores inicial y final
x[n] =0paran <O0.
x[0] = lim X(z), lim x[n] = lin}(l -z HX(2).
Z—00 n—oo z—

Valor final, X racional: |p| < 1 para todo polo p de (1 — z7")X(z).

Sistemas racionales

_ B2 _ KHm(z—zm)

H(z) = = ) H(Q) = H(z)|,—g2, {lz| =1} S ROC{H(z)}.
A@@) " Tle(z=pe) e
Causal: ROC{H(z)} ={z:lz| > m?x |pel}, o0 € ROC{H(z)}.
Estable: {|z| = 1} € ROC{H(z)}.
Causal y estable: |pg| <1, ROC{H(Z)} causal. (B/ A reducida: sin factores comunes)

21
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