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Señales útiles

Por convención, usamos la sinc normalizada.

Sinc

sinc(𝑡) = sin(𝜋𝑡)
𝜋𝑡

𝑡

−1 1
0

−2 2

1

· · · · · ·

𝐴 sinc
( 𝑡
Δ

)
=
𝐴Δ

𝜋𝑡
sin

( 𝜋𝑡
Δ

)
𝑡

−Δ Δ

0
−2Δ 2Δ

𝐴

· · · · · ·

Sinc periódica

sinc𝑁 (𝑡) = sinc(𝑡)
sinc(𝑡/𝑁) =

sin(𝜋𝑡)
𝑁 sin(𝜋𝑡/𝑁)

𝑁 impar

𝑡

1 2

𝑁

0

1

· · · · · ·

𝐴 sinc𝑁
( 𝑡
Δ

)
= 𝐴

sinc(𝑡/Δ)
sinc(𝑡/(𝑁Δ)) =

𝐴 sin(𝜋𝑡/Δ)
𝑁 sin(𝜋𝑡/(𝑁Δ))

𝑁 impar

𝑡

Δ 2Δ

𝑁Δ

0

𝐴

· · · · · ·

𝑁 par

𝑡

Δ 2Δ

𝑁Δ

−𝐴

2𝑁Δ

0

𝐴

· · · · · ·
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Fórmulas útiles

Identidades de Euler

ej𝜃 = cos 𝜃 + j sin 𝜃

cos 𝜃 =
ej𝜃 + e−j𝜃

2

sin 𝜃 =
ej𝜃 − e−j𝜃

2j

Suma geométrica

𝑁2−1∑︁
𝑛=𝑁1

𝛼𝑛 =
𝛼𝑁1 − 𝛼𝑁2

1 − 𝛼 ,

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛 =
1

1 − 𝛼 , |𝛼 | < 1.
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Sistemas LTI

Convolución

Continuo Discreto

𝑦(𝑡) = (𝑥 ∗ ℎ) (𝑡) =
∫ ∞

−∞
𝑥(𝜏)ℎ(𝑡 − 𝜏) d𝜏 𝑦[𝑛] = (𝑥 ∗ ℎ) [𝑛] =

∑︁
𝑘∈Z

𝑥 [𝑘]ℎ[𝑛 − 𝑘]

Conmutatividad 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥

Distributividad (𝑥1 + 𝑥2) ∗ ℎ = 𝑥1 ∗ ℎ + 𝑥2 ∗ ℎ

Asociatividad (𝑥 ∗ ℎ1) ∗ ℎ2 = 𝑥 ∗ (ℎ1 ∗ ℎ2)

Traslación (D𝑎𝑥) ∗ ℎ = 𝑥 ∗ (D𝑎ℎ) = D𝑎 (𝑥 ∗ ℎ) (D𝑎: retardo de 𝑎)

Propiedades de sistemas LTI

Continuo Discreto

Causalidad

ℎ(𝑡) = 0, 𝑡 < 0

𝑡

ℎ (𝑡 )

0
· · ·

ℎ[𝑛] = 0, 𝑛 < 0

𝑛

ℎ[𝑛]

0
· · ·

Estabilidad
∫ ∞

−∞
|ℎ(𝑡) | d𝑡 < ∞

∑︁
𝑛∈Z

|ℎ[𝑛] | < ∞

Respuesta de sistemas LTI

Continuo Discreto

𝑌 (𝜔) = 𝐻 (𝜔)𝑋 (𝜔) 𝑌 (Ω) = 𝐻 (Ω)𝑋 (Ω)

Autofunciones y
autovalores

ej𝜔𝑡 ↦→ 𝐻 (𝜔)ej𝜔𝑡

e𝑠𝑡 ↦→ 𝐻 (𝑠)e𝑠𝑡

𝑠 ∈ ROC{𝐻 (𝑠)}

ejΩ𝑛 ↦→ 𝐻 (Ω)ejΩ𝑛

𝑧𝑛0 ↦→ 𝐻 (𝑧0)𝑧𝑛0
𝑧0 ∈ ROC{𝐻 (𝑧)}
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Series de Fourier

Continuo Discreto

Frecuencia
fundamental

𝜔0 = 2𝜋 𝑓0 =
2𝜋
𝑇0

Ω0 = 2𝜋𝐹0 =
2𝜋
𝑁

Coeficientes 𝑎𝑘 =
1
𝑇0

∫
𝑇0

𝑥(𝑡)e−j𝑘𝜔0𝑡 d𝑡 𝑎𝑘 =
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥 [𝑛]e−j𝑘Ω0𝑛

Serie 𝑥(𝑡) =
∑︁
𝑘∈Z

𝑎𝑘ej𝑘𝜔0𝑡
𝑥 [𝑛] =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘ej𝑘Ω0𝑛

Periodicidad de 𝑎𝑘 𝑎𝑘+𝑁 = 𝑎𝑘

Convolución
periódica (𝑥 ⊛𝑇0 𝑦) (𝑡) =

∫
𝑇0

𝑥(𝜏)𝑦(𝑡 − 𝜏) d𝜏 (𝑥 ⊛𝑁 𝑦) [𝑛] =
𝑁−1∑︁
ℓ=0

𝑥 [ℓ]𝑦[𝑛 − ℓ]
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Propiedades

𝑥 ↔ 𝑎𝑘 , 𝑦 ↔ 𝑏𝑘

Continuo Discreto

Retardo 𝑥(𝑡 − 𝑡0) ↔ 𝑎𝑘e−j𝑘𝜔0𝑡0 𝑥 [𝑛 − 𝑛0] ↔ 𝑎𝑘e−j𝑘Ω0𝑛0

Inversión 𝑥(−𝑡) ↔ 𝑎−𝑘 𝑥 [−𝑛] ↔ 𝑎−𝑘

Conjugación 𝑥∗ (𝑡) ↔ 𝑎∗−𝑘 𝑥∗ [𝑛] ↔ 𝑎∗−𝑘

Realidad 𝑥(𝑡) real ⇐⇒ 𝑎−𝑘 = 𝑎∗
𝑘

𝑥 [𝑛] real ⇐⇒ 𝑎−𝑘 = 𝑎∗
𝑘

Modulación 𝑥(𝑡)ej𝑚𝜔0𝑡 ↔ 𝑎𝑘−𝑚 𝑥 [𝑛]ej𝑚Ω0𝑛 ↔ 𝑎𝑘−𝑚

Producto 𝑥(𝑡)𝑦(𝑡) ↔
∑︁
ℓ∈Z

𝑎ℓ𝑏𝑘−ℓ 𝑥 [𝑛]𝑦[𝑛] ↔
𝑁−1∑︁
ℓ=0

𝑎ℓ𝑏𝑘−ℓ

Convolución
periódica (𝑥 ⊛𝑇0 𝑦) (𝑡) ↔ 𝑇0𝑎𝑘𝑏𝑘 (𝑥 ⊛𝑁 𝑦) [𝑛] ↔ 𝑁𝑎𝑘𝑏𝑘

Derivada / diferencia 𝑥′ (𝑡) ↔ j𝑘𝜔0𝑎𝑘 𝑥 [𝑛] − 𝑥 [𝑛 − 1] ↔ (1 − e−j𝑘Ω0 )𝑎𝑘

Integración
𝑦′ (𝑡) = 𝑥(𝑡) (𝑎0 = 0)

𝑏𝑘 =
𝑎𝑘

j𝑘𝜔0
(𝑘 ≠ 0, 𝑏0 libre)

Parseval
1
𝑇0

∫
𝑇0

|𝑥(𝑡) |2 d𝑡 =
∑︁
𝑘∈Z

|𝑎𝑘 |2 1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

|𝑥 [𝑛] |2 =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

|𝑎𝑘 |2

5
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Casos particulares

Señal continua Coeficientes 𝑎𝑘

ej𝜔0𝑡 𝑎1 = 1; 𝑎𝑘 = 0 para 𝑘 ≠ 1

cos(𝜔0𝑡) 𝑎1 = 𝑎−1 = 1
2 ; 𝑎𝑘 = 0 para 𝑘 ≠ ±1

sin(𝜔0𝑡) 𝑎1 = −𝑎−1 = 1
2j ; 𝑎𝑘 = 0 para 𝑘 ≠ ±1

𝑡

1

−𝑇0 0 𝑇0

· · · · · · 𝑎𝑘 = 1/𝑇0

𝑡−𝑇0 𝑇0

1

𝐷

· · · · · · 𝑎𝑘 =
𝐷

𝑇0
sinc

(
𝑘𝐷

𝑇0

)
𝑘

−𝑇0/𝐷 𝑇0/𝐷
0

𝐷/𝑇0

sinc𝑁
(
𝑁𝑡

𝑇0

)
(𝑁 = 2𝑀 + 1)

𝑡

𝑇0/𝑁

𝑇0

0

1

· · · · · ·

𝑎𝑘 =

{
1/𝑁, |𝑘 | ≤ 𝑀,

0, |𝑘 | > 𝑀.

𝑘−𝑀 0 𝑀

1/𝑁

Señal discreta Coeficientes 𝑎𝑘 𝑚 ∈ Z

ej𝑚Ω0𝑛 𝑎𝑘 =
∑︁
ℓ∈Z

𝛿[𝑘 − 𝑚 − ℓ𝑁]

cos(𝑚Ω0𝑛) 𝑎𝑘 =
1
2

∑︁
ℓ∈Z

(
𝛿[𝑘 − 𝑚 − ℓ𝑁] + 𝛿[𝑘 + 𝑚 − ℓ𝑁]

)

sin(𝑚Ω0𝑛) 𝑎𝑘 =
1
2j

∑︁
ℓ∈Z

(
𝛿[𝑘 − 𝑚 − ℓ𝑁] − 𝛿[𝑘 + 𝑚 − ℓ𝑁]

)

𝑛

1

−𝑁 0 𝑁

· · · · · · 𝑎𝑘 = 1/𝑁

6
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Transformada de Fourier de tiempo continuo

𝑋 (𝜔) =
∫ ∞

−∞
𝑥(𝑡)e−j𝜔𝑡 d𝑡 𝑥(𝑡) = 1

2𝜋

∫ ∞

−∞
𝑋 (𝜔)ej𝜔𝑡 d𝜔

Propiedades

Señal Transformada

Retardo 𝑥(𝑡 − 𝑡0) e−j𝜔𝑡0𝑋 (𝜔)

Modulación ej𝜔0𝑡𝑥(𝑡) 𝑋 (𝜔 − 𝜔0)

Escala temporal 𝑥(𝑎𝑡) 1
|𝑎 | 𝑋

(𝜔
𝑎

)
Conjugación 𝑥∗ (𝑡) 𝑋∗ (−𝜔)

Derivada 𝑥 (𝑞) (𝑡) (j𝜔)𝑞𝑋 (𝜔)

Multiplicación por 𝑡 𝑡𝑥(𝑡) j𝑋 ′ (𝜔)

Integración
∫ 𝑡

−∞
𝑥(𝜏) d𝜏

𝑋 (𝜔)
j𝜔

+ 𝜋𝑋 (0)𝛿(𝜔)

Convolución (𝑥 ∗ 𝑦) (𝑡) 𝑋 (𝜔)𝑌 (𝜔)

Producto 𝑥(𝑡)𝑦(𝑡) 1
2𝜋

(𝑋 ∗ 𝑌 ) (𝜔)

Dualidad 𝑋 (𝜔) |𝜔=𝑡 2𝜋 𝑥(𝑡) |𝑡=−𝜔

7
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Simetrías

Señal Transformada

𝑥(𝑡) real 𝑋 (−𝜔) = 𝑋∗ (𝜔)

𝑥(𝑡) par 𝑋 (−𝜔) = 𝑋 (𝜔)

𝑥(𝑡) impar 𝑋 (−𝜔) = −𝑋 (𝜔)

𝑥(𝑡) real y par 𝑋 (𝜔) real y par

𝑥(𝑡) real e impar 𝑋 (𝜔) imaginaria pura e impar

Parseval

∫ ∞

−∞
|𝑥(𝑡) |2 d𝑡 =

1
2𝜋

∫ ∞

−∞
|𝑋 (𝜔) |2 d𝜔

Relación con serie de Fourier

𝑋 (𝜔) = 2𝜋
∑︁
𝑘∈Z

𝑎𝑘𝛿(𝜔 − 𝑘𝜔0).

𝜔

2𝜋𝑎−2

−2𝜔0

2𝜋𝑎−1

−𝜔0

2𝜋𝑎0

0

2𝜋𝑎1

𝜔0

2𝜋𝑎2

2𝜔0

· · · · · ·
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Casos particulares

Señal 𝑥(𝑡) Transformada 𝑋 (𝜔)

𝑡
0

1

𝜔

1· · · · · ·

ej𝜔0𝑡

𝜔
𝜔0

2𝜋

cos(𝜔0𝑡) 𝜋[𝛿(𝜔 − 𝜔0) + 𝛿(𝜔 + 𝜔0)]

sin(𝜔0𝑡)
𝜋

j
[𝛿(𝜔 − 𝜔0) − 𝛿(𝜔 + 𝜔0)]

𝑢(𝑡)
1
j𝜔

+ 𝜋𝛿(𝜔)

e−𝑎𝑡𝑢(𝑡) (Re 𝑎 > 0)
1

𝑎 + j𝜔

𝑡𝑞−1

(𝑞 − 1)! e−𝑎𝑡𝑢(𝑡) (Re 𝑎 > 0)
1

(𝑎 + j𝜔)𝑞

e−𝑎 |𝑡 | (𝑎 > 0)
2𝑎

𝑎2 + 𝜔2

𝑡
−𝐷/2 𝐷/2

1

𝜔

−2𝜋/𝐷 2𝜋/𝐷
0

𝐷

· · · · · ·

𝑡−𝐷 𝐷

1
𝐷 sinc2

(
𝜔𝐷

2𝜋

)

𝜔

−2𝜋/𝐷 2𝜋/𝐷
0

𝐷

· · · · · ·
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Señal 𝑥(𝑡) Transformada 𝑋 (𝜔)

𝑡

−Δ Δ

0

𝐴

· · · · · ·
𝜔

−𝜋/Δ 𝜋/Δ

𝐴Δ

𝑡

1

−𝑇 0 𝑇

· · · · · ·
𝜔

2𝜋/𝑇

−2𝜋/𝑇 0 2𝜋/𝑇

· · · · · ·

1
√

2𝜋𝜎
e−𝑡

2/(2𝜎2 )
e−𝜎2𝜔2/2

10
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Transformada de Fourier de tiempo discreto

𝑋 (Ω) =
∑︁
𝑛∈Z

𝑥 [𝑛]e−jΩ𝑛
𝑥 [𝑛] = 1

2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋

𝑋 (Ω)ejΩ𝑛 dΩ

Expresiones en −𝜋 ≤ Ω < 𝜋 Extensión 2𝜋-periódica

Propiedades

Señal Transformada

Retardo 𝑥 [𝑛 − 𝑛0] e−jΩ𝑛0𝑋 (Ω)

Modulación ejΩ0𝑛𝑥 [𝑛] 𝑋 (Ω −Ω0)

Inversión 𝑥 [−𝑛] 𝑋 (−Ω)

Conjugación 𝑥∗ [𝑛] 𝑋∗ (−Ω)

Multiplicación por 𝑛 𝑛𝑥 [𝑛] j𝑋 ′ (Ω)

Diferencia 𝑥 [𝑛] − 𝑥 [𝑛 − 1] (1 − e−jΩ)𝑋 (Ω)

Acumulación
𝑛∑︁

𝑘=−∞
𝑥 [𝑘] 𝑋 (Ω)

1 − e−jΩ + 𝜋𝑋 (0)𝛿(Ω)

Convolución (𝑥 ∗ 𝑦) [𝑛] 𝑋 (Ω)𝑌 (Ω)

Producto 𝑥 [𝑛]𝑦[𝑛] 1
2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋

𝑋 (𝜃)𝑌 (Ω − 𝜃) d𝜃

11
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Simetrías

Señal Transformada

𝑥 [𝑛] real 𝑋 (−Ω) = 𝑋∗ (Ω)

𝑥 [𝑛] par 𝑋 (−Ω) = 𝑋 (Ω)

𝑥 [𝑛] impar 𝑋 (−Ω) = −𝑋 (Ω)

𝑥 [𝑛] real y par 𝑋 (Ω) real y par

𝑥 [𝑛] real e impar 𝑋 (Ω) imaginaria pura e impar

Parseval

∑︁
𝑛∈Z

|𝑥 [𝑛] |2 =
1

2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋

|𝑋 (Ω) |2 dΩ

Relación con serie de Fourier

𝑋 (Ω) =
∑︁
ℓ∈Z

[
2𝜋

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝛿(Ω − 𝑘Ω0 − 2𝜋ℓ)
]
.

Ω
· · · · · ·

2𝜋𝑎0

0

2𝜋𝑎1

Ω0

2𝜋𝑎𝑁−1

(𝑁 − 1)Ω0

2𝜋𝑎0

2𝜋

2𝜋𝑎1

2𝜋 +Ω0

2𝜋𝑎𝑁−1

4𝜋 −Ω0

2𝜋𝑎0

4𝜋

2𝜋 = 𝑁Ω0 2𝜋 = 𝑁Ω0

· · · · · ·
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Casos particulares

Señal 𝑥 [𝑛] Transformada 𝑋 (Ω)

𝑛
0

1

Ω
−𝜋 𝜋

1· · · · · ·

ejΩ0𝑛

Ω

2𝜋

Ω00−𝜋 𝜋

2𝜋

· · · · · ·

cos(Ω0𝑛)
∑︁
ℓ∈Z

𝜋
[
𝛿(Ω −Ω0 − 2𝜋ℓ) + 𝛿(Ω +Ω0 − 2𝜋ℓ)

]

sin(Ω0𝑛)
∑︁
ℓ∈Z

𝜋

j
[
𝛿(Ω −Ω0 − 2𝜋ℓ) − 𝛿(Ω +Ω0 − 2𝜋ℓ)

]

𝑢[𝑛] 1
1 − e−jΩ + 𝜋𝛿(Ω)

𝑎𝑛𝑢[𝑛] ( |𝑎 | < 1)
1

1 − 𝑎e−jΩ

𝑛𝑎𝑛𝑢[𝑛] ( |𝑎 | < 1)
𝑎e−jΩ

(1 − 𝑎e−jΩ)2

(
𝑛 + 𝑞 − 1
𝑞 − 1

)
𝑎𝑛𝑢[𝑛] ( |𝑎 | < 1)

1
(1 − 𝑎e−jΩ)𝑞

𝑛

· · ·

−1 𝐿0 𝐿 − 1

1

e−jΩ(𝐿−1)/2 sin(𝐿Ω/2)
sin(Ω/2)

= 𝐿e−jΩ(𝐿−1)/2 sinc𝐿
(
𝐿Ω

2𝜋

)

Ω
−𝜋 𝜋−2𝜋/𝐿 2𝜋/𝐿

2𝜋

0

𝐿
|𝑋 (Ω) |

· · · · · ·

𝑛

−Δ Δ0

𝐴

Ω
−𝜋 𝜋−𝜋/Δ 𝜋/Δ

𝐴Δ

13
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Señal 𝑥 [𝑛] Transformada 𝑋 (Ω)

𝑛−𝑀 0 𝑀

1

𝐿 = 2𝑀 + 1
Ω

−𝜋 𝜋2𝜋/𝐿

2𝜋

0

𝐿

· · · · · ·

𝑛

1

−𝑁 0 𝑁

· · · · · ·
Ω

2𝜋/𝑁

−2𝜋/𝑁 0 2𝜋/𝑁

· · · · · ·

−𝜋 𝜋

14
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Muestreo

A/D

𝑇𝑠

𝑥𝑐 (𝑡) ×

∑︁
𝑛∈Z

𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇𝑠)

Impulsos
a muestras

𝑥 [𝑛]
𝑥𝑝 (𝑡)

𝑥 [𝑛] = 𝑥𝑐 (𝑛𝑇𝑠), 𝜔𝑠 = 2𝜋 𝑓𝑠 =
2𝜋
𝑇𝑠
, Ω = 𝜔𝑇𝑠 .

𝑥𝑝 (𝑡) = 𝑥𝑐 (𝑡)
∑︁
𝑛∈Z

𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇𝑠) =
∑︁
𝑛∈Z

𝑥 [𝑛]𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇𝑠).

𝑋𝑝 (𝜔) =
1
𝑇𝑠

∑︁
𝑘∈Z

𝑋𝑐 (𝜔 − 𝑘𝜔𝑠), 𝑋 (Ω) = 𝑋𝑝

(
Ω

𝑇𝑠

)
=

1
𝑇𝑠

∑︁
𝑘∈Z

𝑋𝑐

(
Ω − 2𝜋𝑘
𝑇𝑠

)
.

Interpolación ideal

D/A

𝑇𝑟

𝑥 [𝑛] Muestras
a impulsos 𝐻𝑟 (𝜔) 𝑥𝑟 (𝑡)

𝑥𝑝,𝑟 (𝑡)

𝐻𝑟 (𝜔) =
𝜔

−𝜋/𝑇𝑟 𝜋/𝑇𝑟

𝑇𝑟
𝑥𝑝,𝑟 (𝑡) =

∑︁
𝑛∈Z

𝑥 [𝑛]𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇𝑟 ),

𝑥𝑟 (𝑡) =
∑︁
𝑛∈Z

𝑥 [𝑛] sinc
(
𝑡 − 𝑛𝑇𝑟
𝑇𝑟

)
.

𝑋𝑐 (𝜔) = 0 para |𝜔| > 𝜔𝑀 , 𝜔𝑠 > 2𝜔𝑀 : 𝑇𝑟 = 𝑇𝑠 =⇒ 𝑥𝑟 (𝑡) = 𝑥𝑐 (𝑡).

Cambio de tasa

Señal Transformada

Sobremuestreo ↑ 𝐿 𝑥↑𝐿 [𝑛] =
{
𝑥 [𝑛/𝐿], 𝑛 ∈ 𝐿Z,
0, 𝑛 ∉ 𝐿Z

𝑋↑𝐿 (Ω) = 𝑋 (𝐿Ω)

Submuestreo ↓ 𝑀 𝑥↓𝑀 [𝑛] = 𝑥 [𝑀𝑛] 𝑋↓𝑀 (Ω) = 1
𝑀

𝑀−1∑︁
𝑟=0

𝑋

(
Ω + 2𝜋𝑟
𝑀

)

𝑥

𝑓𝑠

↑ 𝐿 𝐻 (Ω) ↓ 𝑀 𝑦

(𝐿/𝑀) 𝑓𝑠
𝐻 (Ω) =

{
𝐿, |Ω| < mı́n(𝜋/𝐿, 𝜋/𝑀),
0, resto de [−𝜋, 𝜋] .
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DFT

𝑋 [𝑘] =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥 [𝑛]e−j2𝜋𝑘𝑛/𝑁 𝑥 [𝑛] = 1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑋 [𝑘]ej2𝜋𝑘𝑛/𝑁

0 ≤ 𝑛, 𝑘 < 𝑁

Convolución circular

[𝑟]𝑁 = 𝑟 mod 𝑁, (𝑥 ⊛𝑁 𝑦) [𝑛] =
𝑁−1∑︁
𝑟=0

𝑥 [𝑟]𝑦[[𝑛 − 𝑟]𝑁 ]

Propiedades

Señal DFT

𝑥 [[𝑛 − 𝑚]𝑁 ] e−j2𝜋𝑘𝑚/𝑁 𝑋 [𝑘]

ej2𝜋𝑚𝑛/𝑁𝑥 [𝑛] 𝑋 [[𝑘 − 𝑚]𝑁 ]

𝑥 [[−𝑛]𝑁 ] 𝑋 [[−𝑘]𝑁 ]

𝑥∗ [𝑛] 𝑋∗ [[−𝑘]𝑁 ]

(𝑥 ⊛𝑁 𝑦) [𝑛] 𝑋 [𝑘]𝑌 [𝑘]

𝑥 [𝑛]𝑦[𝑛] 1
𝑁
(𝑋 ⊛𝑁 𝑌 ) [𝑘]

𝑋 [𝑘] |𝑘=𝑛 𝑁 𝑥 [𝑛] |𝑛=[−𝑘 ]𝑁

Parseval

𝑁−1∑︁
𝑛=0

|𝑥 [𝑛] |2 =
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

|𝑋 [𝑘] |2.
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Relación con transformada y serie de Fourier

Soporte acotado: 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 − 1

𝑛

𝑥 [𝑛]

· · ·
· · · · · ·

−1 0 𝑁 − 1 𝑁

=⇒ 𝑋 [𝑘] = 𝑋 (Ω) |Ω=2𝜋𝑘/𝑁 .

Para cualquier 𝑥 [𝑛] periódica de período 𝑁 , con coeficientes de serie 𝑎𝑘 :

𝑋 [𝑘] = 𝑁𝑎𝑘 .

Periodización

𝑥𝑁 [𝑛] =
∑︁
ℓ∈Z

𝑥 [𝑛 − ℓ𝑁] .

𝑥0 [𝑛] =
{
𝑥𝑁 [𝑛], 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 − 1,
0, resto,

=⇒ 𝑋𝑁 [𝑘] = 𝑋0(Ω) |Ω=2𝜋𝑘/𝑁 .

Frecuencias

Ω𝑘 =
2𝜋𝑘
𝑁
, Δ 𝑓 =

𝑓𝑠

𝑁
, 𝑓𝑘 =

{
𝑘 𝑓𝑠/𝑁, 0 ≤ 𝑘 < 𝑁/2,
(𝑘 − 𝑁) 𝑓𝑠/𝑁, 𝑁/2 ≤ 𝑘 < 𝑁.

Ventanas y espectrograma

𝑆[𝑚, 𝑘] =
𝐿−1∑︁
𝑟=0

𝑥 [𝑚𝑅 + 𝑟]𝑤 [𝑟]e−j2𝜋𝑘𝑟/𝑁 espectrograma: |𝑆[𝑚, 𝑘] |2.

𝐿: longitud de ventana; 𝑅: salto entre bloques; 𝑁 ≥ 𝐿.
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Transformada de Laplace

𝑋 (𝑠) =
∫ ∞

−∞
𝑥(𝑡)e−𝑠𝑡 d𝑡 𝑥(𝑡) = 1

2𝜋j

∫ 𝜎+j∞

𝜎−j∞
𝑋 (𝑠)e𝑠𝑡 d𝑠

ROC{𝑋 (𝑠)} = {𝑠 : 𝜎1 < Re 𝑠 < 𝜎2}, 𝜎1 < 𝜎 < 𝜎2.

Propiedades

Operación Señal Transformada ROC

Linealidad 𝑎𝑥1 (𝑡) + 𝑏𝑥2 (𝑡) 𝑎𝑋1 (𝑠) + 𝑏𝑋2 (𝑠) ⊇ ROC{𝑋1 (𝑠)} ∩ ROC{𝑋2 (𝑠)}

Desplazamiento 𝑥(𝑡 − 𝑡0) e−𝑠𝑡0𝑋 (𝑠) ROC{𝑋 (𝑠)}

Exponencial e𝑠0𝑡𝑥(𝑡) 𝑋 (𝑠 − 𝑠0) ROC{𝑋 (𝑠)} + 𝑠0

Escala / inversión 𝑥(𝑎𝑡) 1
|𝑎 | 𝑋

( 𝑠
𝑎

)
{𝑠 : 𝑠/𝑎 ∈ ROC{𝑋 (𝑠)}}, 𝑎 ∈ R

Conjugación 𝑥∗ (𝑡) 𝑋∗ (𝑠∗) ROC{𝑋 (𝑠)}

Convolución (𝑥1 ∗ 𝑥2) (𝑡) 𝑋1 (𝑠)𝑋2 (𝑠) ⊇ ROC{𝑋1 (𝑠)} ∩ ROC{𝑋2 (𝑠)}

Derivada 𝑥′ (𝑡) 𝑠𝑋 (𝑠) ⊇ ROC{𝑋 (𝑠)}

Integral
∫ 𝑡

−∞
𝑥(𝜏) d𝜏 𝑋 (𝑠)

𝑠
⊇ ROC{𝑋 (𝑠)} ∩ {Re 𝑠 > 0}

Multiplicación por 𝑡 𝑡 𝑥(𝑡) −𝑋 ′ (𝑠) ⊇ ROC{𝑋 (𝑠)}
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Casos particulares

𝑞 = 1, 2, . . .; 𝑝 ∈ C; 𝜔0 ∈ R.

Señal Transformada ROC

𝛿(𝑡 − 𝑡0) e−𝑠𝑡0 C

e𝑝𝑡𝑢(𝑡)
1

𝑠 − 𝑝 Re 𝑠 > Re 𝑝

−e𝑝𝑡𝑢(−𝑡)
1

𝑠 − 𝑝 Re 𝑠 < Re 𝑝

𝑡𝑞−1

(𝑞 − 1)! e𝑝𝑡𝑢(𝑡)
1

(𝑠 − 𝑝)𝑞 Re 𝑠 > Re 𝑝

− 𝑡𝑞−1

(𝑞 − 1)! e𝑝𝑡𝑢(−𝑡)
1

(𝑠 − 𝑝)𝑞 Re 𝑠 < Re 𝑝

e𝑝𝑡 cos(𝜔0𝑡)𝑢(𝑡)
𝑠 − 𝑝

(𝑠 − 𝑝)2 + 𝜔2
0

Re 𝑠 > Re 𝑝

e𝑝𝑡 sin(𝜔0𝑡)𝑢(𝑡)
𝜔0

(𝑠 − 𝑝)2 + 𝜔2
0

Re 𝑠 > Re 𝑝

Valores inicial y final

𝑥(𝑡) = 0 para 𝑡 < 0, sin impulsos en 𝑡 = 0.

𝑥(0+) = lı́m
𝑠→+∞

𝑠𝑋 (𝑠), lı́m
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = lı́m
𝑠→0+

𝑠𝑋 (𝑠).

Valor final, 𝑋 racional: Re 𝑝 < 0 para todo polo 𝑝 de 𝑠𝑋 (𝑠).

Sistemas racionales

𝐻 (𝑠) = 𝐵(𝑠)
𝐴(𝑠) = 𝐾

∏
𝑚(𝑠 − 𝑧𝑚)∏
ℓ (𝑠 − 𝑝ℓ)

, 𝐻 (𝜔) = 𝐻 (𝑠) |𝑠=j𝜔, jR ⊆ ROC{𝐻 (𝑠)}.

Causal: ROC{𝐻 (𝑠)} = {𝑠 : Re 𝑠 > máx
ℓ

Re 𝑝ℓ}.

Estable: deg 𝐵 ≤ deg 𝐴, jR ⊆ ROC{𝐻 (𝑠)}.
Causal y estable: deg 𝐵 ≤ deg 𝐴, Re 𝑝ℓ < 0, ROC{𝐻 (𝑠)} causal.

𝐵/𝐴 reducida: sin factores comunes.

19



TB065 / 86.05 · Señales y Sistemas Hoja de fórmulas

Transformada Z

𝑋 (𝑧) =
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑥 [𝑛]𝑧−𝑛 𝑥 [𝑛] = 1

2𝜋j

∮
|𝑧 |=𝑟

𝑋 (𝑧)𝑧𝑛−1 d𝑧

ROC{𝑋 (𝑧)} = {𝑧 : 𝑟1 < |𝑧 | < 𝑟2}, 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2, sentido antihorario.

Propiedades

Operación Señal Transformada ROC

Linealidad 𝑎𝑥1 [𝑛] + 𝑏𝑥2 [𝑛] 𝑎𝑋1 (𝑧) + 𝑏𝑋2 (𝑧) ⊇ ROC{𝑋1 (𝑧)} ∩ ROC{𝑋2 (𝑧)}

Desplazamiento 𝑥 [𝑛 − 𝑛0] 𝑧−𝑛0𝑋 (𝑧) ROC{𝑋 (𝑧)}, salvo 0 e ∞

Exponencial 𝑎𝑛𝑥 [𝑛] 𝑋 (𝑧/𝑎) |𝑎 |𝑟1 < |𝑧 | < |𝑎 |𝑟2

Inversión temporal 𝑥 [−𝑛] 𝑋 (1/𝑧) 1/𝑟2 < |𝑧 | < 1/𝑟1

Conjugación 𝑥∗ [𝑛] 𝑋∗ (𝑧∗) ROC{𝑋 (𝑧)}

Convolución (𝑥1 ∗ 𝑥2) [𝑛] 𝑋1 (𝑧)𝑋2 (𝑧) ⊇ ROC{𝑋1 (𝑧)} ∩ ROC{𝑋2 (𝑧)}

Multiplicación por 𝑛 𝑛 𝑥 [𝑛] −𝑧𝑋 ′ (𝑧) ⊇ ROC{𝑋 (𝑧)}

Diferencia 𝑥 [𝑛] − 𝑥 [𝑛 − 1] (1 − 𝑧−1)𝑋 (𝑧) ⊇ ROC{𝑋 (𝑧)}, salvo 0 e ∞

Acumulación
𝑛∑︁

𝑚=−∞
𝑥 [𝑚] 𝑋 (𝑧)

1 − 𝑧−1 ⊇ ROC{𝑋 (𝑧)} ∩ {|𝑧 | > 1}
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Casos particulares

𝑞 = 1, 2, . . .; 𝑎 ∈ C; 𝑟 > 0; Ω0 ∈ R.

Señal Transformada ROC

𝛿[𝑛] 1 C

𝑎𝑛𝑢[𝑛] 1
1 − 𝑎𝑧−1 |𝑧 | > |𝑎 |

−𝑎𝑛𝑢[−𝑛 − 1] 1
1 − 𝑎𝑧−1 |𝑧 | < |𝑎 |

𝑛𝑎𝑛𝑢[𝑛] 𝑎𝑧−1

(1 − 𝑎𝑧−1)2 |𝑧 | > |𝑎 |

−𝑛𝑎𝑛𝑢[−𝑛 − 1] 𝑎𝑧−1

(1 − 𝑎𝑧−1)2 |𝑧 | < |𝑎 |

(
𝑛 + 𝑞 − 1
𝑞 − 1

)
𝑎𝑛𝑢[𝑛]

1
(1 − 𝑎𝑧−1)𝑞 |𝑧 | > |𝑎 |

𝑟𝑛 cos(Ω0𝑛)𝑢[𝑛]
1 − 𝑟 cos(Ω0)𝑧−1

1 − 2𝑟 cos(Ω0)𝑧−1 + 𝑟2𝑧−2 |𝑧 | > 𝑟

𝑟𝑛 sin(Ω0𝑛)𝑢[𝑛]
𝑟 sin(Ω0)𝑧−1

1 − 2𝑟 cos(Ω0)𝑧−1 + 𝑟2𝑧−2 |𝑧 | > 𝑟

Valores inicial y final

𝑥 [𝑛] = 0 para 𝑛 < 0.

𝑥 [0] = lı́m
𝑧→∞

𝑋 (𝑧), lı́m
𝑛→∞

𝑥 [𝑛] = lı́m
𝑧→1

(1 − 𝑧−1)𝑋 (𝑧).

Valor final, 𝑋 racional: |𝑝 | < 1 para todo polo 𝑝 de (1 − 𝑧−1)𝑋 (𝑧).

Sistemas racionales

𝐻 (𝑧) = 𝐵(𝑧)
𝐴(𝑧) = 𝐾

∏
𝑚(𝑧 − 𝑧𝑚)∏
ℓ (𝑧 − 𝑝ℓ)

, 𝐻 (Ω) = 𝐻 (𝑧) |𝑧=ejΩ , {|𝑧 | = 1} ⊆ ROC{𝐻 (𝑧)}.

Causal: ROC{𝐻 (𝑧)} = {𝑧 : |𝑧 | > máx
ℓ

|𝑝ℓ |}, ∞ ∈ ROC{𝐻 (𝑧)}.

Estable: {|𝑧 | = 1} ⊆ ROC{𝐻 (𝑧)}.
Causal y estable: |𝑝ℓ | < 1, ROC{𝐻 (𝑧)} causal. (𝐵/𝐴 reducida: sin factores comunes)
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