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Trabajo Práctico Nro. 7

Series de Fourier

1. Hallar el desarrollo en serie trigonométrica de Fourier de las siguientes funciones
definidas en el intervalo dado:

(i) f(x)=ex, −π≤x≤π (ii) f(x)=ex, π≤x≤2π

(iii) f(x)=

{
1 si −π≤x<0
2 si 0≤x≤π

(iv) f(x)=sen(2πx), −1≤x≤1

(v) f(x)=2x− 1, 1≤x≤3 (vi) f(x)= |x|, −2≤x≤2

(vii) f(x)=x, −1≤x≤1 (viii) f(x)=x, 0≤x≤2

(ix) f(x)=cosx, 0≤x ≤2 (x) f(x)=

{
x si −5≤x<0
x2 si 0≤x≤3

En cualquiera de los casos anteriores: ¿es posible obtener otro desarrollo en serie
de senos y cosenos? Ejemplificar.

2. Analizar si existe el desarrollo en serie trigonométrica de Fourier de las si-
guientes funciones definidas en el intervalo [−π, π]:

(i) f(x)=x sen(1/x) (ii) f(x)=
1

x
(iii) f(x)=

√
|x|

(iv) f(x)=
1√
|x|

(v) f(x)=
1

4
√
|x|

3. Para las siguientes funciones definidas en el intervalo dado, hallar la serie de
Fourier en cosenos y la serie de Fourier en senos.

(i) f(x)=1 0≤x≤π
(ii) f(x)=x 0≤x≤1 (confrontar con (vii) del ejercicio 5)
(iii) f(x)= cosx 0≤x≤2 (confrontar con (ix) del ejercicio 5)
(iv) f(x)=ex 0≤x≤π (confrontar con (i) del ejercicio 5)

4. Hallar el desarrollo en serie exponencial de Fourier de las siguientes funciones
definidas en el intervalo dado:

(i) f(x)=x2−x −π≤x≤π (ii) f(x)=e−x −1≤x≤1
(iii) f(x)=x −1≤x≤1 (iv) f(x)= |x| −2≤x≤2

5. Supongamos f y g absolutamente integrables en [−L,L] con f(x) = g(x) excep-
to para x = x0 ∈ [−L,L]. ¿Cómo se relacionan las series de Fourier de f y g?
¿Qué sugiere esto acerca de la relación entre una función y su serie de Fourier
en un intervalo?

6. Identificar para cuáles de las series de Fourier obtenidas en los ejercicios 1, 3 y
4, es posible asegurar si converge en el intervalo indicado, en media cuadráti-
ca, puntualmente y/o uniformemente. En los casos en que hay convergencia
puntual, especificar el ĺımite.
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7. Comprobar el valor de las series numéricas dadas, utilizando convenientemente
propiedades de convergencia de los desarrollos en serie trigonométrica de Fou-
rier de las funciones f(x) propuestas. Justificar la validez de las propiedades
consideradas.

(a) f(x)= |x| − π≤x<π,
∞∑
n=1

1

(2n−1)2
=

π2

8

(b) f(x)=

{
0 si −π<x<0
x2 si 0≤x≤π

,
∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
=

π2

12

(c) f(x)= | senx| ,−π≤x<π,
∞∑
n=1

(−1)n−1

4n2−1
=

π−2

4

(d) f(x)=x2 0≤x<2π,
∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6

8. Determinar la función a la que converge puntualmente en todo el eje real cada
una de las series de Fourier obtenidas en los ejercicios 1, 3 y 4.

9. Encontrar constantes ci de modo que:

a)

π∫
−π

[x−(c1 senx+c2 sen(2x)+c3 sen(3x))]2 dx sea mı́nimo.

b) ĺım
n→∞

1∫
0

[ex −
n∑

k=0

ck cos(kπx)]2 dx sea igual a cero.

10. Mostrar que si f es cuadrado integrable en [−π, π]:

ĺım
n→∞

π∫
−π

f(x) sen(nx) dx = 0 y ĺım
n→∞

π∫
−π

f(x) cos(nx) dx = 0

11. En cada caso, analizar la validez de la igualdad para todo x ∈ [0, 2]:

(a) x2 =
4

3
+

16

π2

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cos

(nπ
2
x
)

(b) x2 =
4

3
+

4

π2

∞∑
n=1

cos (nπx)

n2
− 4

π

∞∑
n=1

sen (nπx)

n

y estudiar si la serie resultante de derivar la serie término a término coincide
con 2x para todo x ∈ [0, 2].
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Método de separación de variables.

12. Analizar si L[y] = 0 con cada una de las condiciones de contorno dadas cumple
las hipótesis del Teorema de Sturm Liouville. En caso afirmativo, hallar los
autovalores λn indicando si son reales y positivos, y encontrar las autofunciones
yn correspondientes a λn:

(a) L[y] = y′′+λ y con: (b) L[y] = x2 y′′+x y′+λ y con:
(i) y(0)=y(π)=0 (i) y(1)=y(e)=0
(ii) y(0)=y′(π)=0 (ii) y(1)=y′(e)=0
(iii) y′(0)=y′(π)=0
(iv) y(0)=y(2π), y′(0)=y′(2π)

13. Aplicar, si es posible, el método de separación de variables para obtener solu-
ciones producto para las siguientes ecuaciones diferenciales:

(i) ux + uy=0 (ii) ux + uy=u (iii) xux−y uy=0
(iv) y ux−xuy=0 (v) x2 uxx+uyy=0

14. Resolver los siguientes problemas de contorno:

(i)


k uxx=ut 0<x<1, t>0
u(0, t)=u(1, t)=0 t⩾0
u(x, 0)=x(1−x) 0⩽x⩽1

(ii)


k uxx=ut 0<x<1, t>0
u(0, t)=u(1, t)=100 t⩾0
u(x, 0)=x(1−x) 0⩽x⩽1

(iii)


k uxx=utt 0<x<π, t>0
u(0, t)=u(π, t)=0 t⩾0
u(x, 0)= sen2 x 0⩽x⩽π
ut(x, 0)=0 0⩽x⩽π

(iv)


k uxx=utt 0<x<2, t>0
ux(0, t)=ux(2, t)=0 t⩾0
u(x, 0)=1− cos(πx) 0⩽x⩽2
ut(x, 0)=0 0⩽x⩽2

(v)


utt= 3uxx + 2x 0<x<2, t>0
u(0, t)=u(2, t)=0 t⩾0
u(x, 0)= 0 0⩽x⩽2
ut(x, 0)=0 0⩽x⩽2

(vi)


utt= uxx − cosx 0<x<2π, t>0
u(0, t)=u(2π, t)=0 t⩾0
u(x, 0)= 0 0⩽x⩽2π
ut(x, 0)=0 0⩽x⩽2π

(vii)


uxx+uyy=0 0<x<1, 0<y<2
u(0, y)=u(1, y)=0 0⩽y⩽2
u(x, 0)=0 0⩽x⩽1
u(x, 2)=x(1−x) 0⩽x⩽1

(viii)


uxx+uyy=0 0<x<1, 0<y<1
u(0, y)=0 0⩽y⩽1
u(1, y)=1−y 0⩽y⩽1
uy(x, 0)=uy(x, 1)=0 0⩽x⩽1

15. Considerar la conducción del calor en una varilla de cobre, descripta por la
ecuación diferencial α2uxx−ut = 0 (α2 = 1, 14), de 1 m. de largo cuyos
extremos se mantiene a 0oC, para todo t> 0. Encuentre una expresión para la
temperatura u(x, t) si la distribución inicial de la temperatura en la varilla está
dada por:

a) u(x, 0)=0, 5 sen(2πx) + 3 sen(5πx).

b) u(x, 0)=f(x) (indicar condiciones sobre f para que exista u).
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16. Una varilla de longitud 2 coincide con el eje x en el intervalo [0, 2]. Hallar la
temperatura u(x, t) de acuerdo con las siguientes condiciones de contorno:

a) El extremo izquierdo se mantiene a temperatura constante de 5oC y el
derecho a 10oC. La temperatura inicial en toda la varilla es f(x)=2x.

b) El extremo izquierdo se mantiene a temperatura 0oC y el derecho está ais-

lado. La temperatura inicial de toda la varilla es f(x)=

{
x si 0<x<1
0 si 1<x<2

.

17. Una cuerda de longitud 3 coincide con el eje x en el intervalo [0, 3]. Hallar el
desplazamiento u(x, t) en los siguientes casos:

a) Los extremos están fijos en el eje x, la cuerda parte del reposo desde el
desplazamiento inicial x(3−x).

b) Los extremos están fijos en el eje x, inicialmente la cuerda no está des-

plazada pero su velocidad inicial es sen
(πx
3

)
.

18. Determinar la distribución de temperatura de una placa rectangular delgada
que verifica:

a) Los lados de la placa coinciden con los lados del rectángulo definido por
0⩽x⩽4 ∧ 0⩽y⩽2. El lado izquierdo y la cara inferior de la placa están
aislados. La cara superior se mantiene a una temperatura de 0oC, y el lado
derecho a una temperatura de 1−cosπy grados.

b) La placa coincide con la región definida por 0 ⩽ y ⩽ 2 ∧ 0 ⩽ x ⩽ π.
El lado izquierdo se mantiene a temperatura e−y grados, y el derecho a
temperatura 100oC cuando 0< y ⩽ 1, y a 0oC cuando 1< y ⩽ 2. La cara
inferior permanece a una temperatura de e−x grados y la superior está
aislada.


