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dominadas y asi sucesivamente, hasta que no sea posi-
ble eliminar ninguna. Al cabo de esta “limpieza” puede
ocurrir, con un poco de suerte, que los jugadores queden
con una unica opcién para jugar. En tal caso —como dijo
Kissinger— la ausencia de alternativas les definird el camino
a seguir.

Ejemplo 2

En este juego, Xérez dispone de las acciones/ estrategias
{a,b,c,d}, Yérezde {s, ¢, u, v} y los pagos son los siguientes:

5 ¢ u v
al| —1 0 —1 4
b I 0 3 1
c 3 I 2 2
d 5 -3 —2 —1

Segiin se puede comprobar, ninguna de las estrategias
de Xérez estd dominada. Por ejemplo, 2 paga menos que las
restantes si Yérez juega su accion s, pero paga mas si Yérez
juega v. También & paga menos que ¢y que & si Yérez juega
5, pero paga mas si Yérez juega u. Del mismo modo, para ¢
y d podemos ver que ninguna estrategia domina a la otra,
considerando los casos en que Yérez juega sy z.

En cambio, si es posible encontrar una estrategia domi-
nada para Yérez: ¢ domina a v, pues pagar 0 es mejor que
pagar 4 o 1, pagar 1 es mejor que pagar 2 y pagar —3 es me-
jor que pagar —1. Se puede ver que no hay otra estrategia
dominada para Yérez y el juego se reduce, eliminando », a
uno mds simple:
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§ t u
a | —1 0 —1
b 1 0 3
c 3 1 2
d 5 —3 —2

Ahora bien, en este nuevo juego vemos que a Xérez no le
conviene jugar @, cuyos pagos son menores que los de ¢. Asi
que... ja simplificar! Queda entonces:

5 t u
b I 0 3
c 3 1 2
d 5 -3 -2

;Se puede continuar? Como el lector puede verificar, aho-
ra para Yérez, la estrategia s esta dominada por ¢, lo que de-
termina una nueva y gloriosa matriz:

r u
b| 0 3
1 2
d| —3 —2

Con las cosas simplificadas hasta este punto, vemos que
a Xérez no le conviene jugar 4, de pagos visiblemente mas
feos que los otros. A tachar una vez mds, pues:

A i
b1 0|3
c | 1|2

Si Yérez observa ahora este juego, no tardard mucho en
eliminar su estrategia #, dominada por # Ya no dispone de

Amster, P. (2014). <i>Teoria de juegos: una introduccion matemética a la toma de decisiones.</i>. FC
E - Fondo de Cultura Econdmica. https://elibro.net/es/ereader/utdt/37735?page=148



Copyright © 2014. FCE - Fondo de Cultura Econémica. All rights reserved

SUMA CERO 135

alternativas como para hacerse el misterioso y juega inevita-
blemente su accién #

b
c |1

Xérez jugard entonces ¢, pues domina a &. Podemos in-
tentar ponerle algo de emocién y anunciar el resultado al
modo de los premios Oscar:

Y el ganador es... [Xérez!

Sin embargo, debemos convenir que el resultado no ofre-
ce demasiada sorpresa. La técnica de las estrategias domina-
das lleva a la conclusidn, al cabo de unos pocos pasos, de que
Xérez gana 1 cada vez que jueguen.?

Pero volvamos ahora a la matriz original € Imaginemos
que Xérez tiene una personalidad un tanto ansiosa y no dis-
pone, por lo tanto, de suficiente paciencia como para enca-
rar el anterior andlisis. Puede entonces decidir quedarse con
una de sus estrategias, siguiendo quizis el consejo de algin
amigo mds o menos ducho en estas lides. Eso si, deberia cer-
ciorarse de que no se trata del consejero malo mencionado
en la Introduccién; en tal caso, lo puede convencer de jugar
¢ con el siguiente argumento:

—Fijate, Xérez: te conviene jugar ¢. De todas las op-
ciones, es la Unica que te garantiza una ganancia de por lo
menos 1.

—

u v
c| 3 1 2 2

2Vale la pena observar que el camino no es necesariamente inico: en
el cjc:mplo, se podria haber eliminado antes la estrategia #, pues una vez
eliminada la fila 2 también se encuentra dominada por .
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Si Xérez juega de esta forma, la mejor opcion de Yérez
es jugar £ no le conviene cambiarse a otra estrategia porque
tendria que pagar mas.

Pero también podria haber ocurrido, antes de comenzar,
que otro amigo igualmente sensato (o el mismo, nunca se
sabe) aconseje a Yérez:

—Vea, Sr. Yérez: le recomiendo jugar ¢y asi se vera obli-
gado a pagar 1 como mdximo.

R =D 2| =~

a
b
¢
d

Como antes: si Yérez sigue el consejo, la mejor opcion
para su rival es jugar ¢. En resumen:

e Si Xérez juega ¢ entonces a Yérez le conviene jugar ¢, que
es la mejor respuesta a c.

e Si Yérez juega r, a Xérez le conviene jugar ¢, que es su mejor
respuestda a I.

Va[e IEl pena Col’lfrol’ltar estas CDHCIUSiDHES con lEl matriz
original: de nada le sirve a Xérez dejarse tentar por resultados
quiméricos como el 5 y jugar la fila inferior, pues saldra per-
diendo si Yérez (con toda légica) juega 7. Del mismo modo,
tampoco Yérez debe ilusionarse y pensar que puede ganar 3
al jugar ¢, porque la jugada correcta de Xérez no es 4 sino c.

En el sencillo ejemplo previo aparecieron varios conceptos
centrales de la teoria, algunos de los cuales se generalizan
para juegos arbitrarios.
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El primero se refiere al hecho de garantizarse una ganan-
cia minima (o una pérdida mdxima). Para los juegos de su-
ma cero, en caso de que los valores obtenidos por ambos ju-
gadores coincidan, se tratard justamente del valor del juego.

Otro concepto importante es el de mejor respuestda, que
significa: dado que mi rival hace tal cosa, lo mejor que yo
puedo hacer es esta otra. Cuando este razonamiento es
mutuo, a ninguno le convendra desviarse de lo que estd ha-
ciendo y, nuevamente, obtenemos el valor del juego. En las
préximas secciones veremos cémo utilizar estas ideas para
resolver los juegos de suma cero.

MINIMAXIMIZANDO, O MAXIMINIMIZANDO

El teorema fundamental de la teoria de juegos de suma cero
es el mencionado teorerma minimax, que fue demostrado por
von Neumann en 1928. Antes de verlo en detalle, repasemos
el ejemplo anterior desde una nueva éptica.

Segiin vimos, descartando estrategias dominadas, la ma-
nera apropiada de jugar consiste en que Xérez juegue la ac-
cién ¢y Yérez la acciéon ¢ De esta forma concluimos que el
valor del juego es 1.

5 t u v
a | —1 0 —1 4
b | 0 3 1
¢ 3 1 2 2
d 5 —3 —2 —1

Pero (alentados por sus respectivos amigos) los jugado-
res podrian plantearse el problema de otro modo. Para cada
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accion, Xérez tiene garantizado un pago minimo: se trata,
simplemente, de lo peor que le podria ir en caso de elegir
dicha accién. Su cilculo no requiere grandes destrezas, pues
no consiste en otra cosa que en buscar el minimo de cada fila.
Pero ahora puede quedarse con el maximo de esos minimos,
como una forma de decirse:

Si me va a ir siempre de la peor manera posible,
elijamos entonces el mejor de esos “peores”.

Asi, el pago minimo de la alternativazes —1, elde b es 0,
elde ces 1yelde des —3. El mayor de estos cuatro valores es
1, que resulta de jugar la accién ¢. En este ejemplo, el “mejor
de los peores” no estd mal, pues se asegura de ganar 1: a este
valor podemos llamar su nivel de seguridad. Si Xérez juega la
estrategia ¢, se garantiza obtener en el juego un pago mayor
o igual que su nivel de seguridad.

A su vez, Yérez buscard pagar lo menos posible. Para ello,
razona al revés que Xérez: en cada columna se fija cudnto es
lo maximo que le podrfa costar jugar esa estrategia, y [uego
busca el minimo de los médximos.> En el ejemplo, el pago
maximo correspondiente a la accién ses 5, el de res 1, el de
ues 3y el de v es 4. Minimizando, la accién elegida es #, que
le asegura un pago, cComo maximo, de 1.

Hemos llegado a una situacién interesante: Xérez tiene
una estrategia que le permite ganar al menos 1, mientras que
Yérez tiene una estrategia que le permite perder a lo sumo 1.

?En realidad, razona igual que Xérez, en el sentido de suponer para cada
alternativa el “peor de los mundos posibles™. Lo que ocurre es que los pagos
reflejan el punto de vista del primer jugador: lo que para Xérez es ganancia,
para Yérez es pérdida. Pero ambos persiguen el mismo objetivo: Xérez quiere

maximizar sus ganancias y Yérez quiere minimizar sus pérdidas.
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Queda determinado un equilibrio, en el que ninguno de los
dos puede modificar la situacién: el valor del juego es 1, y las
estrategias Optimas son ¢ para Xérez y ¢ para Yérez, tal como
habiamos obtenido antes.

Tenemos entonces (una vez mas, y van...) resuelto el jue-
go: Xérez debe jugar ¢, Yérez debe jugar #, y el valor del juego
es 1. El resultado es exactamente el mismo de antes, aunque
el enfoque ha cambiado: ahora hemos encontrado cierto lu-
gar de la matriz que es el minimo de su fila y el maximo de su
columna. A un Iugar tan privilegiado se lo denomina punto
de ensilladura o simplemente punto silla. La denominacién
se inspira, claro estd, en la forma de una silla de montar, en
cuyo centro encontramos un minimo si la recorremos des-
de la cabeza hasta la grupa, pero un méiximo si ahora nos
movemos, para gran desconcierto del caballo, de un flanco
Ell OLro.

ESTRATEGIAS MIXTAS

Los métodos que vimos hasta ahora no nos permiten resolver
cualquier juego. En la Introduccién vimos el juego de par o
impar explicado por Edgar Allan Poe:

Este juego es sencillo y se juega con bolas. Uno de los partici-
pantes tiene en la mano cierto nimero de esas bolas y le pre-
gunta a otro si ese nimero es par o impar. Si éste lo adivina

con exactitud, el adivinador gana una; si yerra, pierde una.

La matriz de pagos del juego es

P !
P | —1
[ | —1 I
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y un rdpido andlisis nos convencerd de que no hay estrategias
dominadas para eliminar.

Tampoco existen puntos de ensilladura, ya que el mini-
mo de cada fila no es el mdximo de su correspondiente co-
lumna. Por tal motivo, se ve que los niveles de seguridad de
ambos jugadores no coinciden.

Llegé el momento, senores, de hacer intervenir al azar.
Cuando no sabemos cudl de todas (en este ejemplo son solo
dos) las acciones debemos seguir —pues cada una resulta o
no conveniente segiin lo que juegue nuestro rival—, el se-
creto serd ampliar el nivel de seguridad. No vamos a observar
ahora las ganancias concretas que obtendremos, sino las ga-
nancias esperadas, en el sentido probabilistico que vimos en
[a Introduccién, suponiendo que elegimos nuestras acciones
al azar. En el ejemplo, imaginemos que elegimos P con pro-
babilidad p y elegimos / con probabilidad 1 — p, para un
valor de p que todavia no conocemos. Si nuestro rival elige
su alternativa £ el pago esperado para nosotros serd

p-l+(1=p)(=1)=2p —1,

mientras que, si elige jugar /, nuestro pago esperado serd

pr(=)+(1—p) 1=1-2p

La primera impresion, acaso algo triste, es que no hemos
conseguido nada, pues cada resultado es el inverso del otro:
si uno de los dos valores esperados es positivo, el otro serd
negativo. Sin embargo, hay un valor especial, p = /2, que
hace iguales a ambos pagos esperados. Asi, si elegimos P o
[ con probabilidad /2, no importa qué haga nuestro rival,
nuestro pago esperado es cero. El mismo andlisis hecho desde

Amster, P. (2014). <i>Teoria de juegos: una introduccion matemética a la toma de decisiones.</i>. FC
E - Fondo de Cultura Econdmica. https://elibro.net/es/ereader/utdt/37735?page=148



Copyright © 2014. FCE - Fondo de Cultura Econémica. All rights reserved

SUMA CERO 141

el lado de nuestro rival nos muestra que si juega P o / con
probabilidad /2, su pago esperado también es cero.

Hay un punto que no es importante aqui, pero lo serd
en el proximo capitulo: estamos jugando al azar, y elegimos
la probabilidad que asignamos a cada accion de manera de
cobrar lo mismo —en promedio— sin importar qué accién
elija nuestro rival. Notemos que también pudimos haber di-
cho, equivalentemente, “de manera que nuestro rival pague
lo mismo” (como antes, en promedio): esto es asi porque lo
que un jugador gana es exactamente lo mismo que el otro
jugador pierde. Si nos resulta indiferente qué accion elige
nuestro rival, también él se mostrard indiferente respecto a
qué accién utilizar.

Ahora, el valor del juego es este pago esperado que gana
un jugador y que paga el otro. Este valor es en realidad un
valor esperado; puede no coincidir con ninguno de los pagos,
pero es lo que ocurrirfa en promedio si el juego se jugase
repetidamente.

El ejemplo de par o impar es claro al respecto: el valor
es 0, pero los pagos posibles cada vez que jugamos son 1
o —1. Esto no debe confundirnos: es apenas otra version
del problema de los pollos y la estadistica de Shaw (véase la
Introduccion, p. 55).

Cuando el jugador asigna a cada una de sus acciones una
probabilidad, y luego sortea de alguna manera cudl jugara,
decimos que estd jugando con una estrategia mixta. El con-
cepto fue introducido por el mencionado Emile Borel, quien
analizando el péker concluyé que aumentar las apuestas solo
cuando se tenian buenas cartas no era muy inteligente. Hay
que tratar de confundir al rival: a veces, dice Borel, convie-

ne apostar fuerte teniendo una buena mano, pero a veces
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conviene quedarse en silencio y dejar que el rival apueste. Y
lo mismo en caso de tener cartas malas.*

Aunque suene extrafio, estas estrategias engloban a las
anteriores en algiin sentido: cada accién de un jugador se
puede pensar también como una estrategia mixta muy par-
ticular, en la que asignamos probabilidad 1 a la accién co-
rrespondiente y 0 a cada una de las otras. En los ejemplos
anteriores, se dice que se llega a equilibrios en estrategias pu-
ras, mientras que en problemas como el ultimo, lo que se
obtiene es un Equifft'yrfa en estrategias mixids.

Vale la pena aclarar que el procedimiento no es tan sen-
cillo de utilizar cuando se tienen mis de dos acciones; mas
adelante volveremos sobre este punto.

Regresemos al problema de la angustia del portero, y vea-
mos por qué deciamos que, si bien es similar al de par e im-
par, se trata de un juego diferente.

MEMORIAS DE UN (ANGUSTIADO) ARQUERO’

El problema, tal como lo hemos planteado, es muy sim-
ple. El arbitro ha marcado un penal y el ejecutante se sittia

* Algo similar ha sido expresado, algunas décadas mds tarde, en la letra
del tango Cuando me entrés a fallar, de Celedonio Flores, que hace alusion
a un juego de cartas muy popular en Argentina:

Cudntas veces con un cuatro a un envido dije “quiero”
y otra vez me fui a baraja y tenia treinta y tres.

> A diferencia de Espana, esta es la denominaciéon mds empleada en los
paises latinoamericanos. Pero hay muchas otras formas de decirlo, como
bien aclara el escritor uruguayo Eduardo Galeano en “El Arquero™ “Tam-

bién lo llaman portero, guardameta, golero, cancerbero o guardavallas, pero
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ante el balén, a los 11 reglamentarios metros del preocupa-
do portero. Para simplificar, podemos dejar de lado algunos
sucesos poco probables, al menos si suponemos futbolistas
no muy “pataduras”: por ejemplo, que la pelota vaya a parar
a la tribuna. Vamos a limitarnos Gnicamente a dos sucesos
posibles, palo derecho y palo izquierdo. Entonces puede ver-
se que las chances del portero son muy bajas, ya que el hecho
de acertar el palo no garantiza que el penal sea atajado. El
(angustiado) portero elige el palo izquierdo; si el ejecutante
patea al palo derecho entonces el gol es inexorable. Pero
si patea para el lado elegido por el arquero, podemos supo-
ner que las probabilidades de que el penal sea atajado son,
por ejemplo, del 60%. En tal caso, el resultado esperado al
acertar el palo esde 0.6 -1+ 0.4 - (—1) = 0.2, y la matriz
(desde el punto de vista del arquero) es la siguiente:

! D
! 0.2 | —1
D] —1 0.2

En definitiva, la situacién es similar a la que se describe
en el cuento de Poe; por tal motivo, mds de una vez se ve a
los arqueros experimentados sacar provecho de algiin ejecu-
tante algo “bobalicén” (véase p. 60). Solo que, como antici-
pamos, el valor del juego no es el mismo. En el caso de par o
impar, la ganancia esperada es claramente 0: es ficil ver que
si se juega una sola vez la mejor jugada consiste en elegir al

bien podria ser llamado mdrtir, paganini, penitente o payaso de las bofeta-
das. Dicen que donde él pisa, nunca mds crece el césped.” Existen inclu-
so otros modos, que se emplean especialmente cuando el arquero comete

algtin error grosero, pero no viene al caso mencionarlos aqui.
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azar con iguales probabilidades para ambas opciones. Cada
jugador debe arrojar al aire una moneda y jugar par o im-
par de acuerdo al resultado de cara o cruz: asi las chances
de ganar o perder se equiparan, y no hay manera de que el
rival obtenga un beneficio adicional por el hecho de conocer
nuestra estrategia.

Algo similar ocurre en el juego de los penales. Un proce-
dimiento de tales caracteristicas no parece muy practico a la
hora de patear un penal e iria en claro detrimento del espec-
tdculo: nada mds aburrido que contemplar a dos deportistas
(uno de ellos provisto de guantes, que no hacen mds que difi-
cultar su tarea) arrojar al aire sus respectivas monedas ante la
mirada absorta de las hinchadas. Pero es la respuesta que pro-
porciona la teorfa de juegos: mds atn, puede calcularse que el
valor del juego es de —0.4, que corresponde al valor esperado
para el arquero en cualquiera de sus dos elecciones posibles.
En esta simplificaciéon que hemos efectuado, su angustia
puede medirse con precision matemdtica. En el juego de par
o impar, en cambio, resulta claro que el valor es 0; no hay
un jugador que resulte @ priori mds favorecido que el otro.

Mas alla del valor diferente que tienen los dos juegos,
cabe preguntarse: ;por qué una moneda? En otras palabras,
;por qué elegir alguna de las dos alternativas con probabi-
lidad del 50%? Nuevamente, la respuesta es sencilla: si el
delantero supiera que elegiremos, por ejemplo, nuestro pa-
lo derecho con probabilidad del 70%, entonces seguramen-
te elevaria su probabilidad de elegir el palo izquierdo. Cual-
quier forma de asignar probabilidades a las alternativas que
no sea “fifty and fifty” brinda al rival una informacion adicio-
nal, vale decir (para emplear el elegante lenguajf: que apren-
dimos en la Introduccién): disminuye la entropfa.
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Pero ahora podemos suponer una situacién ligeramen-
te distinta. Imaginemos que por una fuerte presién de los
medios televisivos, cuyos camardgrafos son en su mayoria
diestros, la F1rA anuncia una reglamentacién segiin la cual
los goles que se producen en el palo derecho del arquero
valen el doble. En tal caso la matriz (mds especificamente,
su segunda columna) es otra; si el penal va hacia el palo
derecho y el arquero se arroja al palo izquierdo pierde 2,
mientras que si adivina el palo entonces el valor esperado

es0.6-1+0.4- (—2) — —0.2:

! D
! 0.2 | -2
D | -1 —0.2

;Como conviene jugar ahora? Para entenderlo, preste-
mos atencién nuevamente a la estrategia mixta del caso an-
terior. Jugar / o D con probabilidad /2 hace que la manera
de jugar del otro resulte indiferente: no una vez que ya ju-
gamos, por cierto, ya que si elegimos el palo derecho vamos
a tener evidentes deseos de que hacia alli se dirija el penal.
Pero si en términos de valor fspem‘dﬂ, pues asi el rival juegue
f O D nuestcras PEESPECtiVﬂS s01mn en ﬂmeS Cds0Ss laS mismas;
0.5-0.2+ 0.5 (—1) =0.5-(—1) +0.5-02 = —0.4.
Como dijimos, este resultado indica el valor del juego.

En esta nueva situacidn, en la que los goles a la derecha
son mds valiosos, vamos a elegir la probabilidad p de arrojar-
nos al lado derecho (y por consiguiente, la probabilidad T —p
de arrojarnos al lado izquierdo) calculando en primer lugar
el valor esperado bajo las dos posibles elecciones de nuestro
rival. Esto puede escribirse de la siguiente manera:
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* Valor esperado si el rival juega /:
VE/I=p-02+(1—p)-(—1)=12-p— 1.
 Valor esperado si el rival juega D:
VE/D=p-(—2)+(1—5)-(—0.2) = —1.8-»—0.2.

Como vimos antes, la mejor eleccion es aquella que nos
hace indiferentes ante la eleccién del rival, lo cual nos lleva
a buscar el valor de p tal que

12-p—1=-18-p—0.2.

Un sencillo cédlculo determina entonces que p = 415, es
decir: aproximadamente la cuarta parte de las veces convie-
ne arrojarse a la izquierda, y el resto a la derecha. A todo
esto, el rival puede preguntarse: “Y yo, ;para donde pateo?”
Para eso, mds que un preparador fisico le conviene acudir a
un “preparador matemdtico”, capaz de efectuar un calculo
anélogo al anterior. Si suponemos que patea para la izquier-
da con probabﬂidad gy para la derecha con probabﬂidad

1 — g, resulta:

* Valor esperado si el rival juega /:
VE/I=¢q-02+(1—¢q)-(-2)=22-9—2.
* Valor esperado si el rival juega D:

VE/D=gq-(—1)+ (1 —g)-(—0.2) = —0.8- 4 —0.2.
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El Valor dﬂ q SC Dbtiﬁnﬁ al igualar ambos VHIDIES ESPE‘
rados:
22-g—2=-0.8-9g—0.2;

de alli se obtiene, en definitiva,

Finalmente, ;cuil es el valor del juego? Para el arquero,
si juega / con probabilidad %15 el valor esperado es siempre
el mismo, no importa hacia dénde vaya la pelota:

4 11 4 11

024 — (1) = — - (~2)+—-(—0.2) = —0.68.
De la misma forma, el delantero hace sus propias cuentas
con el valor ¢ = 0.6 antes obtenido:

0.6-0.2+40.4-(—2) = 0.6-(—1)+0.4-(—0.2) = —0.68.

Esto no es casualidad: es posible demostrar que para cual-
quier juego de suma nula estos dos resultados deben coinci-
dir, lo que define el valor (angustioso o no) del juego. A la
vista del anterior analisis podemos concluir que quizds con-
venga pensarlo dos veces antes de cometer un penal.

MEJOR RESPUESTA

En determinados juegos, podemos aplicar una idea diferente.
Como vimos, cuando existe un equilibrio con dos estrategias
puras, cada una era la mejor respuesta que tenfa un jugador
ante la eleccion del otro. Si bien podriamos analizar cada
par de estrategias y ver si una es la mejor respuesta de la
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