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Glosario de śımbolos

! : Alto. Estos ejercicios son importantes, pudiendo ser o no dif́ıciles de resolver.
Se recomienda fuertemente resolverlos.

A : “Siga siga”. Lea detenidamente el enunciado. Si cree entender qué es lo que
hay que hacer (ya ha resuelto un ejercicio previamente de esṕıritu similar), pase al
siguiente. Ante la duda, resuélvalo.

�

: Curva peligrosa. Estos ejercicios pueden ser más dif́ıciles de lo que parecen a
simple vista, o por el contrario, si se miran bien resultan más fáciles de lo que pare-
cen. Ante la duda, consulte a los docentes del curso o en el maratón de consultas.

h : Ejercicios muy dif́ıciles.

O : Sólo para audaces. Viaje de ida al paráıso o al infierno.

c : Layla dando consejos para que el ejercicio salga más fácil.
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Gúıa 9

9.1 Sea X1, X2, X3 una muestra aleatoria de la distribución Bernoullippq.

(a) Verificar que T “ X1 `X2 `X3 es un estad́ıstico suficiente para p.

(b) ¿T “ X1`2X2`X3 es un estad́ıstico suficiente para p?. c:no es dif́ıcil analizar
los 8 casos.

9.2 ! Sea Xn una muestra aleatoria de tamaño n de una distribución con densidad

fθpxq “ e´px´θq1tx ą θu.

Verificar que T “ mı́npX1, . . . , Xnq es un estad́ıstico suficiente para θ.

9.3 Sea Xn una muestra aleatoria de tamaño n de la distribución Poissonpλq y sea
T “

řn
i“1Xi. Hallar la distribución de Xn|T “ t y deducir que T es un estad́ıstico

suficiente para λ.

9.4 Mostrar que las siguientes familias de distribuciones son familias exponenciales a
1 parámetro: (a) Bernoulli(p); (b) Pascal(4, p); (c) Poisson(λ); (d) Exponencial(λ).

9.5 Una moneda tiene una probabilidad de cara p, p P t2{5, 4{5u. En 10 lanza-
mientos de la moneda se observaron exactamente 3 caras. Estimar por máxima
verosimilitud la probabilidad de que en otros tres lanzamientos se observe exacta-
mente una cara.

9.6 ! La cantidad de accidentes de tránsito por semana en la intersección de Paseo
Colón y Estados Unidos tiene una distribución de Poisson de media λ.

(a) Hallar el estimador de máxima verosimilitud de λ basado en una muestra alea-
toria de la cantidad de accidentes durante n semanas. Mostrar que se trata de un
estimador insesgado para λ y hallar la expresión de su error cuadrático medio.

(b) En una muestra de 100 semanas se observaron las frecuencias:

Cantidad de accidentes 0 1 2 3 4 5
Frecuencia 10 29 25 17 13 6

En virtud de la información muestral calcular el estimador de máxima verosimilitud
de λ y estimar la probabilidad de que en la semana del 24 de diciembre de 2017 no
ocurra ningún accidente en la mencionada esquina.

9.7
�

Sea Xn una muestra aleatoria de tamaño n de la distribución uniforme
sobre el intervalo r0, θs.

(a) Hallar un estad́ıstico suficiente para θ basado en Xn.

(b) Hallar el estimador de máxima verosimilitud de θ basado en Xn.

(c) Sea θ̂n el estimador de máxima verosimilitud de θ hallado en el inciso anterior.

Mostrar que Eθrθ̂ns “
n
n`1θ y varθpθ̂nq “

nθ2

pn`1q2pn`2q para concluir que θ̂n converge

en media cuadrática a θ cuando nÑ8.
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9.8 ! El tamaño, X (en GB), de ciertos archivos es una variable aleatoria cuya
densidad es

fθpxq “ 3θ3x´41 tx ě θu , θ ą 0.

(a) Hallar el estimador de máxima verosimilitud de θ basado en una muestra alea-
toria de los tamaños de n archivos.

(b) Hallar expresiones para la esperanza y la varianza del estimador de máxima
verosimilitud de θ.

(c) Mostrar que el estimador de máxima verosimilitud de θ converge en media
cuadrática al verdadero valor de θ.

9.9
�

La duración, X, en años de ciertos discos ŕıgidos tiene la distribución Pareto
con densidad

fθpxq “ θx´pθ`1q1 tx ą 1u , θ ą 1.

(a) Usar el criterio de factorización de Neyman-Fisher para hallar un estad́ıstico
suficiente para θ, basado en una muestra aleatoria de la duración de n discos.

(b) Mostrar que las distribuciones fθ, θ ą 1, pertenecen a una familia exponen-
cial y usar esa propiedad para hallar un estad́ıstico suficiente para θ. ¿Cuál es su
distribución? c:notar que logX „Exponencial(θ).

(c) Hallar el estimador de máxima verosimilitud de θ basado en una muestra alea-
toria de la duración de n discos ŕıgidos. Mostrar que se trata de un estimador
asintóticamente insesgado y cuya varianza tiende a 0 cuando nÑ8.

(d) Hallar la distribución asintótica del estimador de máxima verosimilitud de θ.

c: es fácil ver que Ipθq “ θ´2.

9.10 ! La duración en años de cierto tipo de dispositivos es una variable aleatoria
X con función intensidad λpxq “ 3θ´3x21tx ą 0u.

(a) Hallar un estad́ıstico suficiente para θ basado en una muestra aleatoria de la
duración de n dispositivos.

(b) Hallar el estimador de máxima verosimilitud de θ basado en una muestra alea-
toria de la duración de n dispositivos.

(c) Usando los números aleatorios

0.186, 0.178, 0.488, 0.255, 0.392, 0.234, 0.597, 0.205, 0.611, 0.651.

simular 10 valores de X cuando θ “ 1 y en base a esa información muestral calcular
el estimador de máxima verosimilitud de θ.

(d) Se pusieron a prueba 10 de esas máquinas y se obtuvieron los siguientes tiempos:

2.00, 5.48, 2.43, 1.90, 5.85, 1.58, 2.30, 2.87, 3.62, 2.71.

Basándose en la información muestral calcular el estimador de máxima verosimili-
tud de la probabilidad de que una máquina del mismo tipo funcione sin fallas más
de dos años y medio.
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9.11 En una mesa electoral votaron 129 ciudadanos. Se extrajeron (sin reposición)
7 sobres al azar de la urna, se examinaron y resultó que el candidato verde obtuvo
exactamente 3 votos. Estimar por máxima verosimilitud la cantidad de votos por
el candidato verde que hab́ıa en la urna.

9.12 Mostrar que la familia de distribuciones Γpν, λq es una familia exponencial a
2 parámetros. Hallar un estad́ıstico suficiente para pν, λq basado en una muestra
aleatoria de tamaño n

9.13 !

(a) Mostrar que la familia de distribuciones N pµ, σ2q puede expresarse en la forma

fθpxq “
1

?
2πσ

exp

ˆ

´
µ2

2σ2

˙

exp

ˆ

µ

σ2
x´

1

2σ2
x2
˙

,

donde θ “ pµ, σ2q.

(b) Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria de tamaño n de la distribución N pµ, σ2q.
Hallar la expresión de la densidad conjunta y mostrar que T “

`
řn
i“1Xi,

řn
i“1X

2
i

˘

es un estad́ıstico suficiente para θ.

(c) Sea X̄ “ 1
n

řn
i“1Xi. Mostrar que

řn
i“1pXi ´ X̄q

2 “
řn
i“1X

2
i ´ nX̄

2 y deducir

que T 1 “ pX̄, S2q, donde

S2 :“
1

n´ 1

n
ÿ

i“1

pXi ´ X̄q
2,

es un estad́ıstico suficiente para θ.

(d) Hallar el estimador de máxima verosimilitud para θ basado en la muestra alea-
toria X1, . . . , Xn.

9.14
�

Se arroja un dado piramidal n veces. El dado tiene las caras numeradas
1, 2, 3, 4 y están cargadas con probabilidades p1, p2, p3, p4, respectivamente. Sean
X1, X2, X3, X4 la cantidad de lanzamientos en los que el dado cae en la cara 1, 2, 3, 4,
respectivamente. Mostrar que la distribución de pX1, X2, X3, X4q pertenece a una
familia exponencial a 3 parámetros.

9.15 ! Al finalizar el primer semestre de gobierno se realizó una encuesta entre
1200 ciudadanos, 414 de los cuales declararon ser oficialistas, 196 declararon no ser
ni oficialistas ni opositores y el resto declaró ser opositor. En base a esa información
muestral estimar por máxima verosimilitud pp1, p2q, donde p1 es la probabilidad de
que un ciudadano elegido al azar sea oficialista y p2 la de que sea opositor.
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Gúıa 10

10.1
�

Las poĺıticas de fomento del empleo están determinadas por la tasa de
desocupación y tienen por objetivo mantenerla por debajo de un nivel que se con-
sidera aceptable, por ejemplo un 4 %. Si se quiere diseñar un test acorde con esa
situación,

(a) ¿cuál debe ser la hipótesis nula y cuál la alternativa?;

(b) ¿qué significan los errores de tipo I y los errores de tipo II?;

(c) ¿qué valores considera apropiados para el nivel de significación del test?

10.2 ! Una urna contiene cuatro bolas: θ rojas y 4 ´ θ verdes. Para testear H0 :
θ “ 2 contra H1 : θ ‰ 2 se realizarán dos extracciones de una bola con reposición
y se rechazará H0 si las dos bolas son del mismo color, de lo contrario no se la
rechazará,

(a) Calcular el nivel de significación del test.

(b) Calcular la probabilidad de cometer errores de tipo II para todas las situaciones
posibles. ¿Cuál es la máxima probabilidad de cometer un error de tipo II?

(c) Tabular y graficar la función de potencia del test.

(d) Repetir los incisos anteriores en el caso de que las dos bolas se hubiesen extráıdo
sin reposición.

10.3 Se observará un único valor de una variable aleatoria X cuya función de
probabilidad ppxq puede ser p0pxq o p1pxq, donde p0pxq y p1pxq están definidas en
la siguiente tabla:

x 0 1 2 3 4 5
p0pxq 0.02 0.03 0.05 0.05 0.35 0.50
p1pxq 0.04 0.05 0.08 0.12 0.41 0.30

(a) Hallar todos los test de nivel α “ 0.05 de la hipótesis H0 : ppxq “ p0pxq contra
H1 : ppxq “ p1pxq.

(b) Calcular β para cada uno de los test hallados en (a). ¿Cuál es el mejor test de
todos?

10.4 ! La porota vende dos variedades de soja. El rinde (en toneladas) por hectárea
de la variedad 1 es una variable aleatoria con distribución normal de media 6.2 y
desv́ıo 0.45, y el de la variedad 2 es una variable aleatoria con distribución normal
de media 7 y desv́ıo 0.45. Vivaldo compró semillas de la variedad 2 y antes de seguir
comprando, quiere asegurarse de que las semillas que le enviaron son de la variedad
2.

(a) Diseñar un test de hipótesis que le garantice a Vivaldo que la probabilidad de
seguir comprando semillas a La porota cuando le hayan enviado de la variedad 1
sea 0.05.
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(b) Calcular β.

(c) ¿Cuántas hectáreas deben cultivarse para que β ď 0.1?

(d) Vivaldo cultivó 10 hectáreas con la semillas que le enviaron y obtuvo los si-
guientes rindes:

7.36, 7.62, 7.02, 6.99, 6.66, 6.74, 6.25, 6.41, 6.91, 7.11.

Basándose en esa información: calcular el p-valor del test, y determinar qué debe
hacerse.

10.5 Un productor afirma que la media del voltaje de ruptura de ciertos capacitores
es mayor que 200. El voltaje de ruptura de dichos capacitores obedece a una distri-
bución normal de varianza 25. Usando una muestra aleatoria de tamaño 10 diseñar
un test de hipótesis de nivel de significación α “ 0.05 para decidir si la afirma-
ción del productor es verdadera y calcular la probabilidad de decidir erróneamente
cuando el verdadero valor de la media del voltaje de ruptura es 210.

10.6 Una máquina produce varillas cuya longitud (en cm) es una variable aleatoria
con distribución normal de varianza 25. Se examina una muestra aleatoria de 36
varillas producidas por esa máquina y se registra una longitud promedio de 51.74
cm. Con un nivel de significación de 0.05, ¿se puede garantizar que la longitud media
de las varillas producidas por esa máquina supera los 50 cm? Hallar el p-valor.

10.7 En 1761 James Short midió 53 veces la paralaje solar. El promedio de las
mediciones resultó ser 8.616 segundos de grado. Suponiendo que la distribución de
las mediciones es una normal de media µ y desv́ıo σ “ 0.75, decidir a un nivel
de significación α “ 0.05 si hay suficiente evidencia para rechazar la hipótesis
µ “ 8.789. Hallar el p-valor.

10.8 !Para ir de su casa al trabajo, Aparicio va por un camino por el que tarda, en
media, 40 minutos en llegar. Juan le sugiere otro camino para reducir ese tiempo.
Aparicio lo probó 10 veces y tardó en llegar los siguientes tiempos:

41.1, 42.2, 40.5, 39.9, 40.3, 36.6, 39.3, 42.5, 37.8, 40.5.

Suponiendo que los tiempos de viaje obedecen a una distribución normal, ¿se puede
asegurar, con un nivel de significación de 0.1, que el camino sugerido por Juan es
más rápido?
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10.9 En la Burbuja feliz se acaba de instalar una máquina para llenar sifones de
soda. La máquina es eficaz cuando el desv́ıo estándar de la cantidad de soda en
los sifones no supera 25 mililitros. En una muestra de 10 sifones se observaron las
siguientes cantidades (en litros) de soda:

1.029, 0.943, 1.071, 0.986, 0.962, 0.995, 0.991, 1.002, 1.003, 0.978.

Suponiendo que la cantidad de soda en los sifones obedece a una distribución nor-
mal. ¿se puede asegurar, con un nivel de significación de 0.05, que la máquina no
es eficaz?

10.10 ! Las cajas de leche en polvo de la marca Spiky Milk anuncian un peso
neto de un kilo. El peso neto de las cajas (en kilos) W es una variable aleatoria
con distribución normal. En una muestra aleatoria de 75 cajas se observó que
ř75
i“1 wi “ 74.4 y

ř75
i“1 w

2
i “ 73.81. Testear:

(a) H0 : µ “ 1 contra H1 : µ ă 1.

(b) H0 : σ “ 0.14 contra H1 : σ ă 0.14.

10.11 Se observará una muestra aleatoria X1, . . . , Xn de una población cuya den-
sidad fpxq puede ser

f0pxq “
1

50
1t0 ă x ă 50u o f1pxq “

x

1250
1t0 ă x ă 50u.

(a) Hallar un test para H0 : fpxq “ f0pxq contra H1 : fpxq “ f1pxq. c:considerar
la distribución de Y “ ´ logpX{50q.

(b) Hallar la expresión de α y β en función de n.

10.12 ! Los siguientes datos son las duraciones (en horas) de una muestra de 6
lámparas: 61, 1905, 1076, 623, 33, 167. Suponiendo que los datos obedecen a una
distribución exponencial de intensidad λ determinar si ellos permiten con un nivel
de significación α “ 0.05 refutar la hipótesis de que λ ď 0.0005. Hallar el p-valor.

10.13 La duración (en horas) de cada lámpara en un lote es una variable aleatoria
con distribución exponencial. Se pusieron a prueba 10 lámparas y todas superaron
las 50 horas de duración. Al 5 % de significación, ¿se puede afirmar que la duración
media de cada lámpara del lote es mayor que 55 horas? Tomar la decisión basándose
en el p-valor.

10.14 ! Basándose en una muestra aleatoria de una población con distribución
uniforme sobre el intervalo r0, θs, θ ą 0, diseñar un test de hipótesis para H0 : θ ď 1
cuyo nivel de significación sea α “ 0.05 y tal que el valor de la función de potencia
en θ “ 1.1 sea 0.9.

10.15 La longitud en metros de cada rollo de alambre en un lote es una variable
aleatoria con distribución uniforme sobre el intervalo r15, 15` θs. Se examinaron 4
rollos y la máxima longitud observada resulto ser 25 metros. En base a la informa-
ción muestral, y con nivel de significación de 0.01 ¿se puede afirmar, que la longitud
media de los rollos del lote es menor que 20 metros?
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10.16
�

Sea X una variable aleatoria cuya función de densidad es

fθpxq “
3x2

θ3
1t0 ď x ď θu, θ ą 0.

Diseñar un test de hipótesis de nivel 0.1 para testear la hipótesis de que la media de
X es mayor que 1.2 basado en una muestra de X de tamaño 1. Graficar la función
de potencia del test.

10.17 En una elección se presentarán dos candidatos: el amarillo y el azul. Basándo-
se en los resultados de una encuesta que se realizará sobre un conjunto de 100 ciu-
dadanos a los que se les preguntará a cuál de los dos votará, diseñar un test de
hipótesis para verificar si la intención de votos por el candidato azul supera el 35 %,
con un nivel de significación asintótico del 5 %.

10.18 ! [Maronna pp. 143-144] Una de las más celebres “Leyes de Murphy” esta-
blece que “si se deja caer al suelo una tostada untada con dulce, la probabilidad de
que caiga del lado del dulce es mayor que la de que caiga del lado del pan”.

(a) Para verificarla, se realizó un experimento en la University of Southwestern
Louisana, en el que se dejaron caer 1000 tostadas untadas con mermelada de gro-
sellas, de las cuales cayeron 540 del lado del dulce. ¿Qué conclusión puede sacar?

(b) El comité de investigaciones de la University of Southwestern Louisana decreta
que, para que el experimento sea considerado concluyente, deberá cumplir con (i)
si la Ley de Murphy es falsa, la probabilidad de que el test la confirme debe ser
ď 0.01; (ii) si la Ley es cierta, y la probabilidad de caer del lado del dulce es ą 0.6,
entonces la probabilidad de confirmarla debe ser ě 0.95. ¿Cuántas tostadas hay
que arrojar para que se cumplan estas condiciones?

10.19 Un fabricante asegura que produce con una calidad del 5 % de art́ıculos
defectuosos. Un comprador de grandes cantidades de esos art́ıculos observa una
muestra de 100 art́ıculos y descubre 10 defectuosos. Realizar un test de hipótesis
para determinar con un nivel de significación asintótico de 0.05 si existen motivos
para dudar de la afirmación del fabricante.

10.20
�

En una urna hay n bolas negras. Eusebio afirma que n ě 24. Se agregan
10 bolas rojas. Luego se realizan 100 extracciones de una bola con reposición y
se observan 28 rojas. Se puede rechazar la afirmación de Eusebio con nivel de
significación asintótico α “ 0.1?
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10.21 Una fuente radiactiva emite part́ıculas alfa de acuerdo con un proceso de
Poisson de intensidad λ por segundo. Se la observó durante 3 horas y se registraron
5029 emisiones. ¿Al 0.01 de significación asintótica, se puede rechazar la hipótesis
λ “ 0.5? Hallar el p-valor aproximado.

10.22 La cantidad de accidentes de tránsito por semana en la intersección de Paseo
Colón y Estados Unidos obedece a una distribución de Poisson. En una muestra de
80 semanas se observaron las frecuencias:

Cantidad de accidentes 0 1 2 3 4
Frecuencia 28 25 20 5 2

Al 5 % de significación asintótica, ¿se puede afirmar que la media de la cantidad
de accidentes por semana en la intersección de Paseo Colón y Estados Unidos es
menor que 2? Hallar el p-valor aproximado.
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Gúıa 11

11.1 Un emisor transmite una señal de valor µ. El canal de comunicación corrompe
la transmisión con un ruido normal aditivo N „ N p0, 1q. El receptor recibe una
señal de valor X “ µ`N . El emisor transmitió 9 veces la señal y el receptor recibió
los siguientes valores:

8.016, 8.488, 7.395, 9.011, 7.532, 7.841, 8.651, 6.917, 8.490.

En base a esa información muestral construir un intervalo de confianza de nivel 0.95
para el valor de la señal transmitida.

11.2 ! Un emisor transmite una señal de valor µ. El canal de comunicación corrom-
pe la transmisión con un ruido normal aditivo N „ N p0, σ2q, donde σ2 “ 1{100. El
receptor recibe una señal de valor X “ µ`N . Para que el receptor pueda decodifi-
car la señal con cierta precisión el emisor repite la transmisión n veces. El receptor
decodifica la señal promediando los valores recibidos. Hallar el mı́nimo valor de n
tal que, con un nivel de confianza de 0.99, el receptor pueda decodificar la señal
con un error ď 0.01.

11.3 Para calcular la distancia entre la Tierra y el Sol, James Short realizó en 1761
varias mediciones de la paralaje solar (ángulo bajo el que se ve el radio ecuatorial de
la tierra desde el centro del sol). Los datos siguientes son algunas de las mediciones,
en segundos de grado, obtenidas por Short

9.11, 8.66, 8.34, 8.60, 7.99, 8.58, 8.34, 7.33, 8.64, 9.27, 9.06, 9.25.

Suponiendo que las mediciones tienen distribución normal N pµ, σ2q, usar esas ob-
servaciones muestrales para construir un intervalo de confianza de nivel 0.95 para
µ.

11.4 El voltaje de ruptura de ciertos capacitores obedece a una distribución normal.
Se pusieron a prueba 10 capacitores y se obtuvieron los voltajes de ruptura

196.73, 204.37, 201.57, 197.58, 205.89, 199.03, 201.75, 206.53, 199.31, 202.27.

En base a la información muestral construir una cota inferior de confianza de nivel
0.95 para la media del voltaje de ruptura de dichos capacitores.

11.5 Sea T una variable aleatoria con distribución exponencial de intensidad λ.
Hallar un intervalo de confianza de nivel 0.90 para λ suponiendo que

(a) en una muestra aleatoria de tamaño 10 se observó que
ř10
i“1 ti “ 29.51,

(b) en una muestra aleatoria de tamaño 100 se observó que
ř100
i“1 ti “ 223.21.

11.6 Clientes arriban a un banco de acuerdo con proceso de Poisson de intensidad
λ por minuto. El banco abre sus puertas a las 10:00; los primeros clientes arribaron
a las 10:01, 10:03, 10:11, 10:12, 10:13, 10:16. En base a estos datos construir una
cota inferior de confianza de nivel 0.9 para la intensidad λ.

11.7 ! [Ver Ejercicio 10.13] La duración (en horas) de cada lámpara en un lote
es una variable aleatoria con distribución exponencial de intensidad λ. Se pusieron
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a prueba 5 lámparas y se observó una duración mı́nima de 200 horas. Construir
una cota inferior de confianza de nivel 0.95 para la intensidad λ.

11.8 [Ver Ejercicio 10.15] La longitud en metros de cada rollo de tela en un lote
es una variable aleatoria con distribución uniforme sobre el intervalo r15, 15 ` θs.
Se examinaron 4 rollos y la máxima longitud observada resultó ser 25 metros. En
base a la información muestral construir una cota superior de confianza de nivel
0.99 para θ.

11.9 [Ver Ejercicio 10.16] Sea X una variable aleatoria cuya función de densidad
es de la forma

fθpxq “
2x

θ2
1t0 ď x ď θu, θ ą 0

Construir un intervalo de confianza de nivel 0.9 para θ basado en la siguiente
muestra aleatoria: 0.8, 0.1, 0.3.

11.10 ! Se recibe un lote de art́ıculos provenientes de un fabricante que asegura
que el porcentaje de art́ıculos defectuosos es como máximo 2 %. Al observar una
muestra de 200 art́ıculos se descubren 11 defectuosos.

(a) Construir un intervalo de confianza de nivel asintótico 0.9 para la proporción
de art́ıculos defectuosos.

(b) Hallar una cota inferior de nivel asintótico 0.95 para la proporción de art́ıculos
defectuosos y en base a ese resultado evaluar la afirmación del fabricante.

11.11
�

El 50 % de los bits emitidos por un canal de comunicación binario son
1. El receptor indica que hay un 1 cuando efectivamente se ha enviado un 1 con
probabilidad p e indica que hay un 0 cuando efectivamente se ha enviado un 0 con
probabilidad 6{10. Cuántos bits deberán emitirse para que sea posible construir un
intervalo de confianza de nivel asintótico 0.95 para p cuya longitud sea menor que
0.01.

11.12 En una elección se presentarán dos candidatos: el amarillo y el azul. Se
realizó una encuesta a 100 ciudadanos y exactamente 44 respondieron que votarán
al candidato azul. Usando esa información construir una cota inferior de confianza
de nivel asintótico 0.95 para la proporción de votantes a favor del candidato azul.

11.13 Una fuente de polonio emite part́ıculas alfa de acuerdo con un proceso de
Poisson de intensidad λ por segundo. Se la observó durante 4 horas y se registraron
11150 emisiones. En base a esta información muestral construir un intervalo de
confianza de nivel asintótico 0.99 para la intensidad del proceso.

11.14 Los terremotos ocurren en una región con riesgo śısmico de acuerdo con un
proceso de Poisson de intensidad λ por año. En los últimos 200 años se registraron
7 terremotos en esa región. En base a esa información, hallar una cota inferior de
confianza de nivel asintótico 0.95 para λ .

11.15 ! Una sustancia radiactiva emite part́ıculas alfa de acuerdo con un proceso
de Poisson de intensidad λ por segundo.



12

(a) Se la observó durante 10 segundos y se registraron 4 emisiones. En base a esta
información muestral construir un intervalo de confianza de nivel asintótico 0.95
para λ.

(b) Se volvió a observar la misma sustancia radiactiva hasta que emitió la cuarta
part́ıcula alfa, lo que sucedió a los 10 segundos. En base a esta información muestral
construir un intervalo de confianza de nivel asintótico 0.95 para λ.
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Gúıa 12

12.1 Una urna contiene 6 bolas. La distribución a priori de la cantidad b de bolas
blancas es equiprobable sobre t1, 2, 3, 4, 5, 6u. Se extraen dos bolas de la urna: una
es blanca, la otra es negra. Basándose en esa información muestral

(a) hallar la distribución a posteriori de la cantidad de bolas blancas que hab́ıa
inicialmente en la urna;

(b) calcular el estimador máximo a posteriori de b;

(c) calcular el estimador bayesiano de b.

12.2 ! La longitud (en cm.) de ciertas varillas es una variable aleatoria con
distribución normal de media µ y desv́ıo estándar 2, donde µ es una variable
aleatoria discreta cuya función de probabilidad a priori es Ppµ “ 10q “ 0.25 y
Ppµ “ 14q “ 0.75. Se observa que la longitud de una varilla es 12.1 cm. En vir-
tud de la información muestral, estimar la probabilidad de que la longitud de otra
varilla del mismo tipo sea mayor que 13 cm.

12.3 Se recibe un lote de termos provenientes de China. A priori, la proporción
p de termos defectuosos se distribuye de acuerdo con la función de probabilidad
Ppp “ 0.1q “ Ppp “ 0.9q “ 0.5. Se extraen termos del lote hasta encontrar el pri-
mero defectuoso, que se obtiene en la tercera extracción. En base a esa información
muestral estimar la media de la cantidad de termos defectuosos que se encontrarán
en otros 100000 termos del mismo lote.

12.4 ! Se arrojará sucesivas veces una moneda cuya probabilidad de salir cara
es p. A priori, p es una variable aleatoria con distribución Betapν1, ν2q; y en los
primeros n tiros se observaron x caras.

(a) Hallar la media a posteriori de p y mostrar que su valor se encuentra com-
prendido entre la media a priori de p y la frecuencia relativa con que se observa
cara.

(b) Mostrar que la varianza a posteriori de p se comporta asintóticamente de la

misma forma que px{nqp1´px{nqq
n .

(c) Estimar la probabilidad a posteriori de que en el siguiente tiro de la moneda
salga cara.

(d) Si la moneda “parece equilibrada” y como resultado de los primeros n tiros se
observaron n´ 1 caras y 1 ceca, ¿cómo debe ser n para que en el siguiente tiro las
probabilidades sean 2 a 1 a favor de cara?

12.5 El Gobierno de la Ciudad Autónoma de Buenos Aires contrata a una empresa
encuestadora para “determinar” la proporción, p, de la población de la Ciudad
irritada por las polémicas declaraciones de uno de sus flamantes ministros. Para
analizar los datos la encuestadora cuenta con dos especialistas: el primero opina que
la densidad a priori para p es f1ppq “ 10p1´pq91t0 ă p ă 1u, pero el segundo opina
que seŕıa más apropiado usar una a priori de la forma f2ppq “ 10p91t0 ă p ă 1u.
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(a) Analizar qué significado tienen esas dos opiniones y qué consecuencias tienen
sobre el análisis de los datos si se decide que para estimar p se utilizará la media
de la distribución a posteriori basada en el resultado de una encuesta realizada a
10 vecinos de la Ciudad.

(b) ¿Qué cantidad de vecinos de la Ciudad deben encuestarse si se quiere que las
medias de las dos distribuciones a posteriori de p difieran en menos de 0.001?

12.6 Un canal de comunicación binario emite un 1 con probabilidad p. A priori,
p es una variable aleatoria con distribución Betap3, 3q. El receptor indica que hay
un 1 cuando efectivamente se ha enviado un 1 con probabilidad 9{10 e indica que
hay un 0 cuando efectivamente se ha enviado un 0 con probabilidad 1. En un
mensaje de 5 d́ıgitos se recibieron exactamente 4 unos. En base a esa información
muestral calcular la probabilidad de que en un nuevo mensaje de 2 d́ıgitos se reciban
exactamente 2 unos.

12.7 ! En 1898 el matemático ruso Ladislaus Bortkiewicz observó que la can-
tidad de muertes de soldados por año causadas por patadas de caballos o mulas
en los cuerpos de caballeŕıa del ejército prusiano obedećıa a una distribución de
Poissonpµq. Bortkiewicz registró la cantidad de muertos por año en cada uno de
10 cuerpos de caballeŕıa durante 20 años, obteniendo aśı 200 registros. Publicó la
siguiente tabla que describe los registros:

Muertes 0 1 2 3 4
Frecuencia 109 65 22 3 1

Utilizando como distribución a priori para µ una Gamma de media 1{2 y varianza
1{8, calcular la media de la distribución a posteriori de µ basada en los datos
publicados por Bortkiewicz.

12.8 La cantidad de accidentes semanales en una planta industrial tiene una dis-
tribución de Poisson de media µ. En una muestra de 100 semanas se observaron las
frecuencias:

Cantidad de accidentes 0 1 2 3 4 5
Frecuencia 10 29 25 17 13 6

A priori, µ tiene una distribución exponencial de media 2. En virtud de la infor-
mación muestral:

(a) estimar la probabilidad de que en la semana del 18 de diciembre de 2017 no
ocurra ningún accidente en la mencionada planta;

(b) hallar un intervalo de confianza de nivel 0.95 para estimar µ.

12.9 El tiempo de espera (medido en horas) hasta que se produce la segunda falla
en cierto tipo de sistemas es una variable aleatoria con distribución Gammap2, λq.
A priori se supone que λ tiene una distribución exponencial de media 1. Se observó
que en uno de tales sistemas el tiempo hasta la segunda falla fue 3/4 de hora. En
virtud de la información muestral hallar la distribución a posteriori de λ, calcular
su moda y su media.
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12.10 ! El tiempo de realización (en minutos) de una determinada tarea en un
proceso industrial es una variable aleatoria con distribución uniforme sobre el in-
tervalo r1, 1` θs. A priori, θ se distribuye de acuerdo con la densidad

fpθq “
192

θ4
1tθ ě 4u.

Se observan los siguientes tiempos de realización de la tarea: 3, 5 y 8. En base a esa
información muestral hallar la distribución a posteriori de θ, y estimar la media del
tiempo de realización de la tarea.

12.11 El tamaño, X (en GB), de ciertos archivos obedece a una distribución uni-
forme sobre el intervalo p0, θs. A priori, θ se distribuye de acuerdo con la densidad

fpθq “
3

2
θ´5{21tθ ą 1u.

Se observa que los tamaños de 10 archivos son:

0.93, 1.55, 2.50, 1.12, 1.11, 3.00, 1.99, 0.20, 2.61, 0.73.

En base a esta información muestral estimar la probabilidad de que un archivo del
mismo tipo tenga un tamaño superior a 2 GB.

12.12 El tamaño, X (en GB), de ciertos archivos es una variable aleatoria cuya
función de densidad es

fX|T“θpxq “ θ x´21tx ě θu.

A priori, T tiene distribución uniforme sobre el intervalo p1, 2q. Se observa que
los tamaños de dos archivos son: 1.75, 2.35. En virtud de la información muestral
estimar la probabilidad de que un archivo del mismo tipo tenga un tamaño superior
a 2 GB.

12.13 ! La longitud (en cm.) de las varillas de un lote es una variable aleatoria
con distribución normal de media µ y desv́ıo estándar 2, donde µ es una variable
aleatoria con distribución a priori normal de media 13 y desv́ıo estándar 1. Se
observó una muestra aleatoria de n varillas pertenecientes al lote, y el el promedio
de sus longitudes resultó ser 12.1 cm. En base a esa información

(a) hallar la distribución a posteriori de µ;

(b) mostrar que la media a posteriori puede expresarse como un promedio ponde-
rado de la forma γn13` p1´ γnq12.1, y analizar el comportamiento de γn cuando
nÑ8.

(c) Se muestrea al azar una nueva varilla de lote y mide X cm. Hallar la distribución
predictiva de X.

(d) Para n “ 10, hallar un intervalo de confianza de nivel 0.95 para µ y un intervalo
predictivo de nivel 0.95 para X.

(e) Repetir el inciso anterior para n “ 100.
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BIBLIOGRAFÍA SUGERIDA

1. Rice, J., (1995) Mathematical Statistics and Data Analysis , SecondEdition.
2. Bolfarine, H., Sandoval, M. C. (2001). Introdução à Inferência Estat́ıstica.
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